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SOLUCION CONTROL #2

1. Un resultado clasico de mecanica indica que el ancance de un proyectil lanzado con velocidad inicial
vy dngulo 6 ¢/r al plano horizontal es a(f) = - sen(20), siendo g la aceleracion de gravedad.

El objetivo de este ejercicio es determinar la distribucién de la la variable aleatoria ¥ = a(X),
definida como el alcance de un proyectil con velocidad inicial v (no aleatoria) y dngulo aleatorio X,
con distribucién uniforme en el intervalo [0, 7/2].

a) Calcule E(a(X)) directamente, sin usar la densidad f,.
Sol: Para simplificar, definimos ¢ = v?/g.

E(a(X)) = E(csen(2X)) = c/oo sen(2z) f,(x) / sen(2x)d 2
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b) Sea y € [0,1]. Muestre que la ecuacién y = sen(2z) tiene soluciones 3 sen™!(y), 3 — 3 sen™!(y),

)
donde sen~!(y) es la funcién arcoseno.

Sol: Sean x1, x2 las soluciones propuestas. Comprobamos que son soluciones:
sen(2z1) = sen(sen ' (y)) = v, sen(2z9) = sen(m — sen ' (y)) = sen(sen ' (y)) = v.

c) Sea y € [0, %] Muestre que P(Y > y) = 1 — Zsen™ 1(4) y determine F(y) (la funcién de
distribucién de Y), para todo y € R.

Sol: Sea y € [0, ], entonces

P(Y > y) = P(sen(2X) > y/c) = IP)(% sen!(y/e) < X < 7 %sen_l(y/c)>

T —gsen!(y/c) 9 9
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= /é filx)de = - (2 sen (y/c)> 1 —sen (y/c).

Sabemos que F (y
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—P(Y > y), por lo tanto, para y € [0, ¢], tenemos

E(y) = 2 sen”(y/c).

Para y > c evidentemente F(y) = 1; para y < O E(y)=0.
d) Muestre que la densidad de Y es f,(y) = ( ) 1[0 2.(Y), y eR.
0

Sol: La densidad se obtiene derivando F

(2 ) o a2
s =gy (Zsow0) = ot = — o)

2. Investigaciones de una empresa de ingenieria de transporte muestran que el tiempo de espera en
minutos, hasta que pase el metro por una estacién (para un pasajero recién llegado al andén), es una
variable aleatoria T' con funcién de distribucién Frp definida por: Fp(t) = 0 para t < 0; Fp(t) =t/2
para 0 <t <1; Fp(t)=1/2 paral <t <2; Fp(t) =t/4 para 2 <t <4; F(t) =1 para t > 4.
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a) Grafique la funcién de distribucion.
Sol:
b) Determine si F' es continua y calcule su densidad de ser posible.

Sol: F' es evidentemente continua. Para comprobar analiticamente basta tomar los limites
laterales correspondientes. Para obtener la densidad f basta derivar. El resultado se puede
escribir con indicadoras, como sigue

ft) = %]{0,1] (t) + 31{2,4] (t).

c¢) Calcule la probabilidad de que una persona tenga que esperar (a) mas de 3 minutos; (b) menos
de 3 minutos; (c) entre 1 y 3 minutos.

Sol: (a) P(T >3)=1—-F(3)=1-3/4=1/4; (b) P(T <3) =P(T <3)=F(3)=3/4; (¢
P1<T<3)=F@3)—F(1)=3/4—-1/2=1/4.

d) Calcule la probabilidad de que la persona espere (a) més de 3 minutos, sabiendo que ya lleva
1 minuto esperando; (b) menos de 3 minutos, dado que lleva 1 minuto esperando.

Sol (a) P(T'>3|T >1)=P(T>3)/P(T >1)=(1/4)/(1 - F(1)) = (1/4)/(1/2) = 1/2.
b)P(T<3|T>1)=1-P(T>3|T>1)=1-PT>3|T>1)=1-1/2=1/2.
3. Sea X una variable aleatoria discreta que toma valores en D = {1,2,...} = N. Se define la tasa de
falla de X como la funcién r : N — [0,1] dada por r(n) =P(X =n|X >n), n € N.
Sea p € (0,1). Muestre que r(n) = p, Vn € N, si y solo si X tiene ley geométrica de pardmetro p.

Sol: Supongamos primero que X es geométrica, entonces p(n) = ¢" " 1py

oo o0
P(X>n)=> ¢ 'p=pg" ") " =q""".
k=n k=n

Por otra parte,

r(n):}P’(X:n|X>n):P(X:nyXZn) :IP’(X

:n)_ n—1 B
= P(X > n) P(X>n) ¢t U

Ahora demostramos que 7(n) = p, Vn implica que X es geométrica. Procedemos por induccién: para
el caso n = 1 tenemos



y vemos que se verifica la férmula de la probabilidad geométrica, para n = 1. Supongamos ahora
que p (k) = ¢"'p, 1 < k < n, entonces, por la hipétesis de induccién,

n

P(X <n)= pr(k:) :quk_l =1—-4q".
k=1

k=1
Luego
1 1 1
p=r(n+1)= {n+1) = p(n +1) :pX(n—l— )’
P(X>n+1) 1-P(X <n) q

de donde obtenemos p,(n + 1) = ¢"p, concluyendo asi la demostracion.



