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Definicion 1. Considere el sistema

Se dira que

= Si F'y G no son lineales, que es un sistema no
lineal (SNL).

= Si ademéas F' y G no dependen explicitamente de
t, se dird que es un sistema no lineal auténomo

(SNLA)

Observacién: Si F, G con de clase C!, por TEU se tiene
que existe una tnica solucién al sistema.

Definiciéon 2 (Puntos criticos). Se dice que (Z,7) es un
punto critico de o punto de equilibrio de un SN LA si

2-

Definicion 3 (Nulclinas). Dada una funcién F(x,y),
definimos la nulclina en z a la curva definida por F'(z, y).
Analogo se define la nulclina respecto y.

El conjunto de puntos criticos es la intersecciéon de las
nulclinas, es decir,

C ={(z,y) € R*: F(z,y) = G(z,y) = 0}

Definicién 4. Dado un (SNLA) como el de la Defi-
nicion 1, se define el sistema linealizado SL) respecto a
alguno de sus puntos criticos (Z,7) como el sistema

so (5) =@ (577)

Proposicion 1. Sea (Z,7) un punto critico de un
(SNLA), se tiene que

w Si|J(Z,7)| # 0, entonces (T,7) es el dnico punto
critico de (SL) y es un punto critico aislado de
(SNLA).

= Si |J(Z,7)] = 0 entonces los puntos criticos de
(SL) son densos en torno a (T,7).

Definicion 5. Dado un sistema
= F(SC, y)v

x/
Yy =G(x,y),

y un punto critico (zg,yo) del sistema, una funcion
V': B.(x0,y0) — R se dice que es una funcion de Lya-
punov del sistema en torno a (g, yo) si

1. Se anula en (xo,yo) y es positiva en D,.

aV@zFJr%Ggo
Si la desigualdad de (2) es estricta se dice que es de
Lyapunov estricta.

Teorema 1. Dado (xo,y0) punto critico aislado de un
(SNLA), entonces

= Si existe una funcion de Lyapunov en torno a
(z0,Yy0), entonces el punto critico es estable.

= Si existe una funcion de Lyapunov estricta en
torno a (xo,Yyo), entonces el punto critico es asin-
toticamente estable.

= Por el contrario, si exsite una funcion con las mis-
mas caracteristicas pero con %F—l— %—,‘;G > 0, en-
tonces el punto critico es inestable.

P1.-

a) Counsidere el siguiente sistema

' (t)
y'(t)

=rz—y—2
=9% — (v +1)2

Encuentre los puntos criticos aislados y determine que tipo de punto critico es.

b) Considere el siguiente sistema de ecuaciones

fL'l

/

Y

=px+y—xf(r)
= —a+puy —yf(r)

r(t) = (2%(t) +42(1))
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Con g un parametro real, f(r) continua, estrictamente creciente y tal que f(0) = 0.
b.1) Muestre que el origen es un punto fijo de (SNLA). Determine que las variables

r(t) = (@(t) +y'1))%,  6(t) = arctan (ig)

Satisfacen

r'(t)  =r(t) (n— f(r(t))
{9’ (t)y =-1
Concluye que no hay mas puntos fijos para el (SNLA).
b.2) En el caso p < 0, demuestre que el origen es de tipo espiral asintotiamente estable y bosqueje un
diagrama de fases.
b.3) Considere ahora el caso p > 0.
1. Demuestre que existe un tnico recorrido C tal que r'(t) = 0, el cual corresponde a una circun-
ferencia de radio r¢.
2. Muestre que

r (M - f(?")) >0, Vr e (07TC)
T(/L—f(’l")), Vr>7“c
3. En clases se vio que dos trayectorias que se insertectan comparten el mismo recorrido. Deduzca
que cualquier trayectoria tal que
0 < 2(0)% +y(0)? < r3

es tal que r/(¢) > 0. Del mismo modo, si
(0)% +y(0)* > rZ

Entonces r/(t) < 0, para todo ¢ > 0.
4. Bosqueje un diagrama de fases para el (SNLA).

P2.- Sea H: R? — R una funcién de clase C? positiva en todo su dominio tal que el punto (Z,%) es un punto de
minimo estricto de H con H(Z,y) = 0. Se define

OH OH
Fl(xay)ziaiy(’rvy)v FQ(l’vy):%(xvy)

y considere el sistema

' = Fi(z,y)
{y’ = Fy(,y) W

Demuestre que el punto (Z,7) es un punto critico para el sistema (1) y que H(z,y) es una funcion de
Lyapunov para el sistema (1) en (Z,7). {Es (Z,7) estable o asintéticamente estable? Justifique.

P3.- Considere la matriz
1 2 4
0 1 2
0 0 1
Encuentre la matriz exponencial e4?. Resuelva el sistema 2’ = Az + b(t) con condicién inicial #(0) = (0,0, 0)

y b(t) = (¢',0,0).

P4.- (Propuesto) Determine la solucion particular del siguiente sistema

/

¥ =Tx—8y+te?t
y =dx — by

Encuentre la matriz fundamental canénica del sistema y una soluciéon particular.
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Sea (Z,7) un punto critico aislado, A1, A2 los valores propios asociados a J(Z, ) y v1,v2 sus vectores propios

asociados.
Se tiene que
A1, Ag Pto critico Estabilidad Recorrido
A <A <0 Nodo Estable asinto. Tangente a vy (entra)
0< A1 < As Nodo Inestable Tangente a vy (sale)
A <A <0 Nodo Estable asinto. Tangente a vy (entra)
0< A< M Nodo Inestable Tangente a vo (sale)
A1, A2 reales distinto signo Punto silla Inestable Entra v; asociado a A; negativo, sale en el otro
M=a+if, e =a—if,a>0 Espiral Inestable -
AM=a+if, =a—if,a<0 Espiral Estable asinto. -
A =a+i8, A2 = a—if,a =0 | Circunferencia Estable —

Cuadro 1: Resumen segtn valor de A1, Ao




