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Se pide resolver la ecuacién de Laplace Au = 0 en el rectangulo D = [0,1] X [0,h] C R? con las siguientes
condiciones de borde.

ou

u(0,y) = 3° u(l,y) =0 a—y(az, 0)=0 u(z,h) =0

Considerando la resolucién de variables separables, es decir, u(z,y) = X (z)Y (y), se puede ver que:

2U 2’(1, " T "
Bu=0e S8+ Tt =00 XY () + XY ) =0 0 ) = 1

=)

Lo anterior permite determinar el par de EDOs:

0
0

X" (x) + AX (z)
Y7(y) = AY (y)

Las cuales presentan distintas soluciones dependiendo del valor de A, asi en cada caso se tiene:
X (x) = Acos (ﬁx) + Bsen (ﬁx) eY(y) = CeVM 4 De VM.
X(z)=Ez+FeY(y)=Gy+H.

X(z)=1IeV 2 4 Je V2 o Y(y) = K cos(vV=Xy) + Lsen (vV=Xy).

En donde A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L € R son constantes a determinar segiin las condiciones de borde,
analizando las condiciones de borde nulas (transversales al valor de \), se tiene que:

u(l,y)=0=X)Y(y) =0=X(1)=0

(;Z(x, 0) = 0= X(2)Y'(0) = 0= Y(0) = 0
(@, h) = 0= X(@)Y(h) =0 = Y(h) =0

Considerando el detalle de cada caso respecto a A es posible hacer los siguientes desarrollos:

(i) Dado Y (y) ya expresado, se tiene que:

Y'(y) = CV YN — DVxe VMY
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Por lo que imponiendo las condiciones de borde nulas sobre Y, se tiene que:

Y'(0)=0=CVA—DVA=0=C=D
= Y(y) = C’(eﬁy + 6_\F>\y) =20 COSh(\/Xy) = C’COSh(\/Xy)

Y(h)é():»écosh<ﬁh) —0=C=0=Y(y)=0= u(z,y) =0

Lo cual entra en contradiccién con la condicién de borde no nula que dice u(0,y) = y* # 0, por lo que se

concluye que no existe soluciéon para A > 0.

(ii) Dado y(y) ya expresado, se tiene que:
Y'(y) =G
Por lo que imponiendo las condiciones de borde nulas sobre Y se tiene que:
Y'(0)20=G=0=Y(y) =H

Y(h)=0=H=0=Y(y)=0

Lo cual razonando de forma analoga al caso de A > 0, permite concluir que no existe solucién para A = 0.

(iii) Dado Y (y) ya expresado, se tiene que:
Y'(y) = —K+v—\sen (\/ —Ay) + Lv—Xcos (\/ —)\y)
Por lo que imponiendo las condiciones de borde nulas sobre Y se tiene que:

Y(0)20= LV A=0=L=0=Y(y) :Kcos(ﬂy)

Y(h)£0$Kcos(\/—7)\h>:O:>cos<\/—7)\h>:O:>\/—7)\h:7r(n—;),Vn€Z

1/2 y>

:i[(ncos( 1/2 y>+ i Knc ("_hm) )
:iKnCOS( n—1/2 y)+ZK n+1)cos<w(—n+}1L—1/2)y>
(=

m(n — 1/2 ) _ il_{n s <7T(n —h1/2)y>

n=1

n=1
o0
Z n+ K _n+1 cos

n=1
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NOTA: Este extenso desarrollo corresponde a la expresién en desarrollo formal de Y (y), en el caso de
una evaluacién en tiempo acotado (i.e.: control) es posible argumentar de manera més relajada que la
suma va de 1 a infinito directamente.

Por otro lado, para la condicién de borde nula sobre X, se tiene que:
XU 20= IV N Je VN — = J= [V N o g, = [,V Nl
(emu—l) _ e—m(x_z)>

= X(z ZI eV T [ o2V AnlgmV=Ane ZQIneV_)‘”l

2
nez

—ZI senh(Fx—l) Z ~I, senh(ﬁ(l ))
nez nez

_ m(n—1/2)( —x)

—T;ZI senh( - >

(S e (T 1/2)( @) ~ o (rn =12 ) )
(;In h( . )+n_z_:oo1n h< & >

= (; I, senh (W(n — 122)@ — $)) + nz:lf(nﬂ) senh (W(” +1 h1/2)(l - 93)))

7i(zﬁn—f(nﬂ))senh( m(n —1/2) l—x) ZI Senh( n—l/hz)(l_x))

NOTA: Este extenso desarrollo corresponde a la expresion en desarrollo formal de X (x), en el caso de
una evaluacién en tiempo acotado (i.e.: control) es posible asumir X (z) = senh(mw(n — 1/2)(I — x)/h)
directamente.

Asi, la forma de la solucién u(z,y) corresponde a:

u(z,y) = X ()Y (y) = (i K, cos <7T(”—h1/2)y)> (i 7 senh <7r(n -~ 1/h2)(z - @))

=3 Kocos (P2 g (=120

Asi, la condicién de borde no nula permite desarrollar:

0.0) £ = 3 Foycon (1Y) s (1)

n=1

Acéd multiplicando por cos((m —1/2)y/h) con m € Z, integrando respecto a x en el intervalo [0,[], y
cambiando la variable muda de m a n, se puede despejar K.

NOTA: A continuacién se deja el desarrollo de lo enunciado en el parrafo anterior, sin embargo, se pueden
asumir las expresiones para los coeficientes tipo K, conocidos y plantear directamente la integral.
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i K, COS(W) senth (W) 2

= I iKn cos(w(n_hl/my) senh <7r("_hl/2)l> cos <7T(m_h1/2)y> dy = /h y* cos <7r(m_h1/2)y> dy
0 i 0
= ik:senh <7T(n_hl/2)l> /Oh cos (W(n_hl/Q)y) cos <7r(m_hl/2)y> dy = /Oh y2 cos <7r(m;1/2)> dy

= hfmsenh <7r(m—h1/2)l> = /Oh y? cos <7r(m—h1/2)y> dy

5 2 h 9 m(n—1/2)y
= Kn = hsenh(w(n—1/2)l/h)/0 y COS( h ) dy

Con lo que se procede calculando la tltima integral de la expresién utilizando integracién por partes:

h m(n—1/2 hy?sen(w(n — 1/2)y/h y=h h ohysen(m(n —1/2)y/h

/0 y2cos< ( h/ )y> dy:[ y 7T((n(_1/2/) )/ )L O_/O y ﬁ((n(—1/2/) J/h) 4,
h3(—1)nt1 2h h w(n—1/2)y

- w(r(L —)1/2) T rln—1/2) /0 ysen <(h/)) dy

_R(=pr o ({_ hy cos(m(n — 1/2)y/h)]yh - /h _hcos(n(n—1/2)y/h) dy)
m(n—1/2) w(n—1/2) m(n—1/2) y=0 Jo m(n—1/2)

G 2h2 [hsen(ﬁ(n— 1/2)y/h)]y:h G ) G D
m(n—1/2) 7w2(n—1/2)2 w(n—1/2) =0 T(n—=1/2) w(n-1/2)3

B h3(_1)n+1 ) 2 B h3(—1)”+1(7r2(n _ 1/2)2 _ 2)
T w(n—1/2) ( B 7r2(n—1/2)2> - m(n—1/2)3

Asi el término K, corresponde a:

i 23 (—1)"H (7%(n — 1/2)% — 2)
" m(n —1/2)3senh(m(n — 1/2)1/h)

Por lo que finalmente el resultado de la EDP es:

o ”*1( 2(n—1/2)%? -2) w(n—1/2)y\ senh (nw(n —1/2)(l — z)/h)
u(@,y) _Z w3 (n — 1/2)3 COS( h > senh(m(n — 1/2)1/h)

n=1
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