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Se pide resolver la ecuacién de Laplace Au = 0 en el rectangulo D = [0,1] x [0,h] € R? con determinadas
condiciones de borde.

Considerando u(z,y) = X (x)Y (y), se puede ver que:

2u 2u g "
Bu=0e SE4 T8 06 XY () + X))~ 00 S8 - W

0x?  Oy? =

Lo anterior permite determinar el par de EDOs:

X"(z) + AX (z)
Y'(y) =AY (y)

Las cuales presentan distintas soluciones dependiendo del valor de A, asi en cada caso se tiene:

X(z) = Acos (ﬁx) + Bsen (\f)\m) eY(y) = CeV M + De= VW,

0
0

X(z)=FEx+FeY(y)=Gy+H.
X(x) = TeV=2e 4 JemV=AT ¢ Y(y) = Kcos(\/—)\y) + Lsen (\/—)\y).
En donde A, B,C,D,E,F,G,H,1I,J,K,L € R son constantes a determinar. Asi, para cada condicién de borde:

(a) 24(0,y) = 0; 2(1,y) = 0; u(z,0) =0y u(z,h) = z.

Analizando las condiciones nulas:

%(O,y) =0= X'(0)Y(y) =0= X'(0)=0

%(l,y) =0=X'()Y(y)=0= X'(1)=0

u(z,0) =0= X(2)Y(0)=0=Y(0)=0
Analizando caso a caso respecto a A:

(i) Dado X (z) ya expresado, se tiene que:
X'(z) = —AVAsen (\[\:ﬂ) + BV cos(\r)\x)
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Por lo que imponiendo las condiciones de borde nulas sobre X, se tiene que:

X’(O)éo:Bﬁzo:»B:():»X(x):Acos(ﬁa;)

X'(1) = 0= —AV\sen (\F)\l) =0 = sen (ﬁl) =0=VAl=nmVneN

n?n?

=\, = T,VnGN:X(:U) :;Ancos(llmc)

Por otro lado, la condicién de borde nula sobre Y implica:

Ay _ o—VAy
Y(O):0:>C+D:O:>D:—C:>Y(y):Ceﬁy—(/‘e—ﬁy:20<62€)

= (C,, senh (@)

Asi, la forma de la solucién u(z,y) corresponde a:

u(z,y) = X(2)Y(y) = ni::lAn cos (%ﬂ) C,, senh <@) = ni::lAn cos <nlﬂ> senh <@)

Asi, al condicién de borde no nula permite desarrollar:

u(z,h) =z = i Ay, cos (@) senh <n7lrh> =z
n=1

Acd, multiplicando por cos(mmz/l) con m natural, integrando respecto a x en el intervalo 0 a [,
cambiando la variable muda de m a n y despejando A, se tiene que:

_ 2 ! nmwx
Ay = ——F7—+ — ) d
lsenh(mrh/l)/o xcos( l ) “

Calculando la integral de este término, se tiene:

/leCoS (") dw = [lnmm/l)} : ) /Ol psentnmaft) | _ [l(m/l)]l

l nmw nmw n2m2

_ B -1

n2m?

=0

Asf el término A,, corresponde a:
- 20(=1)™ = 1)
A, =
n2mw2senh(nmh/l)

Por lo que el resultado de la EDP finalmente, es:

w(z,y) = Z 20(-1)" —=1) COS(nmE) senh(nmy/l)

— n?m?2 [/ senh(nwh/l)

Pauta Auziliar 12: Ecuaciones en derivadas parciales v3.0 Pag. 2



Universidad de Chile ;
Facultad de Ciencias Fisicas y Matemaéticas ELY

. L, L. FACULTAD DE CIENCIAS
Departamento de Ingenieria Matemética o[ g c FICAS S MATEMATIONS
MA2002-1,3 Célculo Avanzado y Aplicaciones

(ii) Dado X (x) ya expresado, se tiene que:

X'(z)=F

Por lo que imponiendo cualquiera de las condiciones de borde nulas sobre X, se tiene que:

(X'(0)=0 vV X'()=0)=>E=0= X(z)=F
Por otro lado, la condiciéon de borde nula sobre Y implica:
Y0)=0=H=0=Y(y) =Gy
Asi, la forma de la solucién u(z,y) corresponde a:
u(z,y) = X ()Y (y) = FGy = Fy
Pero como es posible notar, se tiene que al aplicar la condicién de borde no nula:
u(r,h) =x = Eh=21

Pero dado que 3E : Eh = z, entonces se dice que no existe solucién para A = 0.

(iii) Dado X (z) ya expresado, se tiene que:
X'(z) = IV=XeV™ N — Jy/=Xe V7
Por lo que imponiendo las condiciones de borde nulas sobre X, se tiene que:

X(0)20=IVA-—JVA=0=T=J
= X(z) = I(eV™ 4+ ¢ V%) = 2I cosh (\/—7)@) = fcosh(ﬁx)

X'(l)éO:>fcosh<\/—7Ah):O:>f:0:X(x)50:>u(x,y)EO

Lo cual entra en contradiccién con la condicién de borde no nula que dice u(z,h) = z # 0, por lo
que se concluye que no existe solucién para A < 0.

(b) 54(0,y) = 0; u(l,y) = y(1 — y); u(x,0) = 0; u(x, h) = 0.

Analizando las condiciones nulas:
@
ox

u(z,0) =0= X(2)Y(0)=0=Y(0)=0
u(xz,h) =0= X(x)Y(h)=0=Y(h)=0

(0,9) = 0= X' (0)Y(y) = 0 = X'(0) =0

Analizando caso a caso respecto a A:
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(i) Imponiendo las condiciones de borde nulas sobre Y, se tiene que:

Y(0)20=C+D=0=D=-C
=Y(y) = CeV™ _ eV — C(eﬁy - e’ﬁy) = 2(C senh (ﬁy) = (C'senh (\F/\y)

Y(h)éo:»ésenh(ﬁh)zojézojy(y)zo:u(x,y)zo

Lo cual entra en contradiccién con la condicién de borde no nula que dice u(l,y) = y(1 —y) # 0, por
lo que se concluye que no existe solucion para A > 0.

(ii) Imponiendo las condiciones de borde nulas sobre Y, se tiene que:
Y(0)=0=H=0=Y(y) =Gy

!
Y(h)=0=>Gh=0=>G=0=Y(y) =0=u(z,y) =0

Lo cual entra en contradiccién con la condicién de borde no nula que dice u(ly) = y(1 —y) # 0, por
lo que se concluye que no existe solucion para A = 0.

(iii) Imponiendo las condiciones de borde nulas sobre Y, se tiene que:
Y(0)20=K=0-Y(y) = Lsen (\/—)\y>

Y (h) £ 0= Lsen (Hh) = 0= sen (\/jh) =0=+/-M\h=nm,¥neN

2,2

:>)\n:—nh72r ,VneN=Y(y ZLnsen<n2y>

Por otro lado, para analizar la condicién de borde nula sobre X, se deriva este:
X'(z) = IV=XeV ™ — Jy/—xe V7

Evaluando en la condiciéon de borde dicha, se tiene que:

X(0)20=IVA—JV-A=0=T=J
= X()=1 (e\/j\w — e—\/TM) = 2[ senh (\/—7)\30) = I'senh (\/—7)@) = I, senh (%)

Asi, la forma de la solucién u(z,y) corresponde a:

u(z,y) = Z Ly, sen ( ) I, senh (mr:zc) Z L, sen ( ) senh <$>

Asi, la condicién de borde no nula permite desarrollar:

) 0= = 3 e (1) o (1)
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Con un razonamiento idéntico al de la parte anterior, se puede plantar que:

- 2 h nmy
Ly=— - 1 "TYY g
hsenh(mrl/h)/o y y)sen( h ) 4

Lo que procede en el desarrollo del problema es calcular la integrar de la expresién anterior utilizando

integracién por partes y reemplazar.
Calculando la integral de este término, se tiene:

/h y(1 — 1) sen (%) du — [ hy(1-vy) cos(mry/h)]yh B /h _ h(1 —2y) cos(nmy/h) dy
0 L nm y=0 0 nm
_ [h*(1 — 2y) sen(nmy/h) y=h b 2h? sen(nmwy/h) d
] n?m? LO _/0 B n?m? Y
~[-2n? Cos(mry/h)]yh 2R3l - (-1)™)
n3m3 =0 n3m3

Asi, la forma de la solucién u(z,y) corresponde a:

L 4h% (1 — (=1)" nmy\ senh(nwx/h
u(@,t) = ngl ( n37r(3 . sen( hy) senh((mrl//h))

() u(0,y) = % u(l,y) = 0; 34(x,0) = 0y u(x,h) = 0.

Analizano las condiciones nulas:

u(l,y)=0=X)Y(y)=0=X(1)=0
gZ(ac,O) =0= X(2)Y'(0)=0=Y'(0) =0
u(z,h) =0= X(2)Y(h)=0=Y(h)=0
Analizando caso a caso respecto a A:

(i) Dado Y (y) ya expresado, se tiene que:
Y'(y) = CVAeYM — DV e VW
Por lo que imponiendo las condiciones de borde nulas sobre Y, se tiene que:
Y'(0)=0=CVA—DVA=0=C=D
=Y(y) = C(eﬁy + e_ﬁy) =2C cosh(ﬁy) = C’cosh(\f)\y)

Y(h)£0z>écosh<ﬁh> =0=C=0=Y(y)=0=u(r,y) =0

Lo cual entra en contradiccién con la condicién de borde no nula que dice u(0,y) = y* # 0, por lo

que se concluye que no existe solucién para A > 0.
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(ii) Dado y(y) ya expresado, se tiene que:

Y'(y) =G

Por lo que imponiendo las condiciones de borde nulas sobre Y se tiene que:
Y(0)20=G=0=Y(y) =H

Y(h)=0=H=0=Y(y)=0

Lo cual razonando de forma andloga al caso de A > 0, permite concluir que no existe solucién para
A=0.

(iii) Dado Y (y) ya expresado, se tiene que:
Y'(y) = —Kv—Asen (\/ —Ay) + LV —M\cos (\/ —/\y)
Por lo que imponiendo las condiciones de borde nulas sobre Y se tiene que:

Y(0)20=LVA=0=L=0=Y(y) :Kcos(ﬂy>

Y(h)LO:>Kcos<\/—7)\h)—0:>cos<\/jh)—O:>\/—7/\h—7r(n—;>,Vn€Z

2 1\?

)
B ST CLETEINPY g ELESIETY
> - ) <7r(—n—|—1—1/2)y>

n=1 " =l '
_Ti(Kn—i—K—nH)COS <7f(n—1/2> ZK cos ( n_h1/2) )

NOTA: Este extenso desarrollo corresponde a la expresién en desarrollo formal de Y (u), en el caso de
una evaluacién en tiempo acotado (i.e.: control) es posible argumentar de manera més relajada que la
suma va de 1 a infinito directamente.
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Por otro lado, para la condicién de borde nula sobre X, se tiene que:

X()Z20=TeV Mg Je VAN —0= J= T2V M o ], = —,e2V

=3 T g (e
:nezzfnsenh( =) = 3 Ty (vt =)

5 e (T2

(35 e (KUY 5 (12202
(35 e (L) S (12

_ (fn+f(_n+1))senh<( 1/2l—x) Z[senh< —1/h2)(l—x))

NOTA: Este extenso desarrollo corresponde a la expresion en desarrollo formal de X (x), en el caso de
una evaluacién en tiempo acotado (i.e.: control) es posible asumir X (z) = senh(w(n — 1/2)(I — x)/h)
directamente.

Asi, la forma de la solucién u(z,y) corresponde a:

() = X(2)Y () = (ix (W)) (zfnsenh< n- l/hwa—x)))

n=1

_ iKn cos <7T(n —h1/2)y> <ouh <7r(n - 1/h2 (1 — a;))

n=1

Asi, la condicién de borde no nula permite desarrollar:
S -1/2 —1/2)I
w(0,y) = 42 = ;Kn o8 (W) senh <7T(”h/)>

Con un razonamiento idéntico al de las partes anteriores, se puede plantear que (la tnica diferencia es que
se multiplica por cos(m(m — 1/2)y/h)):

- 2 4 2 m(n—1/2)y
Kn = hsenh(w(n—l/?)l/h)/o Y COS( h ) dy
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Con lo que se procede calculando la integral del término anterior utilizando integracion por partes:

/Ohy2 - ( wln— 1/2)y ) e [ hy? sen(m(n — 1 /2)y/h)r:h - /Oh 2hy sen(m(n — 1/2)y/h) dy

h m(n—1/2) y=0 m(n—1/2)
B h3(—1)n+1 B h
= A= 12 /0 (...)dy

El resto del desarrollo es propuesto Uw U.
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