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Se pide resolver la siguiente EDP usando separacién de variables.

ou 0%u

o7 (@:1) = o5 (2,1) = 0,(, 1) € (0,) X (0, 00)
ou ou
5, 0t) = 5_(m1) =0

u(z,0) = sen(x)

Siguiendo lo requerido, la separacién de variables implica que existen X y T tales que u(x,t) = X (x) - T'(t)
para todos los puntos (x,t) € (0,7) X (0,00), de forma tal que:

ou 0%u dT d’X(z T X" (x
S t) - () =0 X(2): dff) — dwg Jopy- LW _X@ _ (g

La tultima igualdad corresponde a una constante ya que al haber en la misma un término en funcién de exclu-
sivamente una variable (z) y otro término en funcién de exclusivamente otra (t), la tinica forma posible en que
esto suceda es que estas expresiones sean constantes, de esta forma se generan dos EDOs, una para T'(t) y otra
para X (x). La forma de estas funciones depende de A, asi se generan los siguientes casos:

= A = 0: En este caso T'(t) = 0 = T(t) = Tp € R, mientras que respecto a X, se tiene que X" (z) =0 =
X(z) = Az + B, con A, B € R, por lo que finalmente u(z,t) = To(Az + B) = az + b (donde los términos
corresponden a a = TpA y b = Ty B). Al aplicar la condicién inicial se tiene que:

u(z,0) =ax+b = sen(x)
Pero dado que Ja,b € R : ax +b = sen(x), se tiene que este caso (A = 0) no tiene solucién, asi que A # 0.
En el caso general que A\ # 0, se tiene que para la ecuacién del tiempo T, se cumple que:
T'(t) + AT (t) = 0 = T(t) = Tpe
Con Ty € R. Mientras que para la ecuacién de la posiciéon X, se tiene que:

Acosh (/A +Bsenh( |)\|:E) siA<0

X"z)+ XX () =0= X(z) =
(@) (@) (@) Acos (/|\|zx +Bsen( \A\x) siA>0

Donde A, A, B, B € R. Con lo anterior, se retornan a los dos casos restantes:
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= )\ <0, se tiene que considerando a = ATy y b = BTy:
u(x, t) = el (C_L cosh < |)\|x) + l_)senh( |)\|x))
0
= 8u(1’ t) = et ( VAl senh( |A| x) + b/ || cosh( |A| x))
x
Al evaluar esta expresién en las condiciones de borde, se tiene que:
o _ _ _
a—“( eIt ( VA senh (0) + by/[A cosh(o)) = Py /IN 2 0=b=0
x

gZ(ﬂ',t) = elk\taJWsenh ( \)\‘w> lo=a=0

Por lo que esta condicién lleva a que u(z,t) = 0, pero por otro lado la condicién inicial implica que
u(x,0) = sen(z) # 0, por lo que se concluye que no existe una solucién a la ecuacién para A < 0.

Finalmente, se tiene el tinico caso valido es cuando A > 0, en este considerando a = ATy y b = BTy se tiene:
u(z,t) = e M (a cos (ﬁx) + bsen (\5@)) = gu(az, t) =e M (bﬁ cos (ﬁx) —aVsen (ﬁx))
T

Por lo que evaluando en las condiciones iniciales se llega a que:

g“(o, £) = e (bﬁcos (0) — av/Asen (0)) — e ML 0= b=0
X

0
a—u(ﬂ,t) = —eMavAsen (\[\W) £ 0= sen (\/X?T) —0=>VA=neN=XA=n2neN
x
Por lo que de la condicién anterior se tiene que A depende de n € N y cada solucién particular toma la forma:
up(x,t) = e "lay, cos(nzx)

Por lo que la solucién particular toma la formas:

[e.9]

Z *ta,, cos (nx)

Donde los tinicos valores desconocidos son los coeficientes a,,n € N, para encontrarlos, se evalia en la condicién
inicial y se nota que se requiere de la existencia de una constante, la cual no influye en la forma de la EDP,
para ser solucién, de esta forma se anade ag/2 como constante:

o
ao !
— + E e "ta, cos (nz) = u(z,0) = ) + g an cos(nz) = sen(x)
n=1
Por lo que ahora resta es encontrar la serie de cosenos que forma al seno. Para realizar esto, se realizan los

siguientes pasos:

% + Z an cos(nz) = sen(x) = aOCOSQ(mx) + Z an, cos(nz) cos(mx) = sen(x) cos(mx)

n=1 n=0
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En donde m € R, se procede aprovechando la ortogonalidad de las funciones seno y coseno:

/ cos(mx dl‘—|—/ Zan cos(nx) cos(mz) dz —/ sen(x) cos(mzx) dzx
0

En donde el término de la izquierda se desarrolla como:

ag [T T ap [sen(mz)]™™" & T
— / cos(mzx) dz + / Z ap cos(nz) cos(mzx)de = — | ——= + Z an / cos(nx) cos(mz) dz
2 0 0 2 m —0 0
n=0 €T n=0
~ap(0—0) T Tam
T temg T
Por lo que se tiene que la expresion de los coeficientes corresponde a:

2 2

Ay = / sen(x)cos(mz)dr <  a, = / sen(x) cos(nx) dx
™ Jo ™ Jo

En la equivalencia anterior se utilizé simplemente una variable muda. Desarrollando para n = 0:

2 (7 2 [T 2| =y 2 — 2(1+1 4
ap = / sen(x) cos(0 - z) dz = / sen(x) dz = = cos(@)]o— = (cos(0) — cos(m)) = (1+1) ==
T Jo T Jo T s T s
Desarrollando para n = 1:
ay = / sen(z) cos(z) de = / 2sen(z) cos(z) dax = / sen(2x) do = — [— cos( $)]
T Jo *) ™ Jo ™ Jo Q 2 =0

cos(0) —cos(2r) 1-1 0 0
2m - 2r o2r

Y desarrollando para n > 2:

A 1 [7™ 1 [~
an = 77/0 sen(x) cos(nz) dr = 7T/0 2sen(z) cos(nz) dx = 7T/ sen(z + nx) + sen(x — nx) dzx
_ 1 ﬂsen n o) — sen((n — 1) da — 1 cos((n —1)x) B cos((n+1)x) 1" "
=2 [Msenn+ 1)) = sen((n - oy aw = 1 | (e b))
_ 1 cos((n — 1)m) — cos(0) B cos((n+ 1)) — COS(O)) _ 1 <(_1)n—1 -1 (—1)nH! — 1>
T n—1 n+1 T n—1 n+1
_ (=)™ -1 ot lont+ 1 2D 1)
T (n—1)(n+1) w(n?—1)

Donde en (x) se utiliza que 2sen(a) cos(b) = sen(a + b) + sen(a — b),Va,b € R. Asi, se llega por un lado a que:

D" —1)cos(nr) 2 4cos(2r) 4dcos(4r)  4cos(6x)
- - — _ _ _ — .. ’V c 07
sen( + Z (% — 1) - 37 157 3571 z € (0,m)
Mientras que finalmente... la solucién de la EDP corresponde a:
_2 + Z 1)"+ — 1)e™"*t cos(na) _2 e cos(2x)  4de ' cos(4x)  4e ! cos(67)
m(n? —1) o 37 157 357
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