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Se pide resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

ug(x,t) — Quge(z,t) = 0,Y(x,t) € (0,1) x (0,00)
u(0,t) = u(1,t) =0,Vt > 0
u(z,0) = z(1 — z),Vz € [0,1]
a=2

La ecuacién dada corresponde particularmente a una forma de la ecuacién de calor, como se demostré en
clases (ver video |“zoom ecuacion de calor 3”) una ecuacién de calor con coeficiente a y largo de intervalo ¢ tiene
por solucién una funcién de la forma:

2,2

Zan exp ( an T t) sen (%x)

En particular como o =2 y £ = 1, se tiene que:

[e.e]
t) = Z an exp (—2n*7?t) sen(nmz)

En esta solucién lo unico que falta considerar es la condicién de borde en t = 0, evaluando, la ecuacién resulta
en:

u(z,0) = z(1 — z) Z an exp(—2n*r -0) sen(nmz) Z an sen(nmx)

Siguiendo el desarrollo y como también fue demostrado (ver video “zoom ecuacién de calor 5”), al multiplicar

por un término de la forma sen(mmx) e integrar en el intervalo [0, 1] se puede llegar a que:

1
A, = 2/ z(1 — x) sen(mmnz) dx
0

para encontrar la resolucién completa del la EDP se requiere resultar la integral del término a,,, para proceder
con esta, se utiliza la integracién por partes, recorddndola:

b X — b x
[ 1@ ar = gy g - [T g0 a
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https://www.youtube.com/watch?v=ym5MKKeOEtA
https://www.youtube.com/watch?v=EY0j1sbnseA
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Para aplicar la integracién por partes, se considerard f(z) = x(1 — x) y gz(z) = sen(mnz)

A, = 2/01 z(1 — x)sen(mrx) dr = 2 <[—x(1 —2) Cos(mﬂx)]:; - /01 (1 = 2) cos(mmz) dx)

mm mm

2 (-0 +0+ % /01(2x — 1) cos(mmz) dm) - % ([(2:” - Uﬂ;gfrn(mm)]z; +2 /01 W dx)

_ 2 <sen(m7r)_ 0r 2 [_cos(mmrl): Bl (sen(mﬂ)+2(1—cos(m7r))>
=0

mm mm mm mm mm mm m2m2

2mm sen(mm) 4+ 4(1 — cos(mm))  2mm-0+4(1 — (—=1)™)  4(1+ (—1)™*)
m3n3 B m373 B m373

La ultima igualdad se realizé considerando que sen(nw) = 0,Vn € N y que cos(nw) = (—1)",¥n € N. Esto
permite obtener por un lado que:

S —1)" ) sen(nmz sen(mx sen(3mx sen(bmx
)224(1+(1) )sen(nmx) _ 8sen(mx) 8sen(3rx)  8sen(5mx)

o0
z(l—z)= nz_:l an sen(nmx 373 3 2773 12573

n=1

Considerando todo lo anterior, la solucion a la EDP corresponde a:

u(z,t) = i an exp(—2n?r?t) sen(nrz) = i 41+ (=1)"") exp(—2nn’t) sen(nmr)

n3m3
n=1 n=1
8 exp(—2m2t) sen(mz) N 8exp(—1872t) sen(3mwz)  8exp(—5072t) sen(5mx) N
B 3 27m3 12573
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