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Pregunta 1| Se nos presenta la parametrizaciéon 7(t) = (a cos(t),asen(t)), con t € [0,27] y |a|] > 0.

P1 (a) | Se pide mostrar si es que la parametrizacién es suave, cerrada, simple o regular.

Referido a cada elemento pedido:

= Sobre si es suave, basta notar que acos(t) y asen(t) son funciones de clase C', ya que estas forman las
coordenadas de 7(t), se tiene que i € C!, por lo que la parametrizacién es suave.

= Sobre si es cerrada, notar que 7(0) = (acos(0), asen(0)) = (a,0) y 7(27) = (acos(27), asen(27)) = (a,0),
por lo que efectivamente 7(0) = 7#(27), lo que implica que la curva es cerrada.

= Sobre si es simple, notamos que no lo es ya que 7 no es inyectiva, esto ya que existen t; = 0y t3 = 27
tales que t1 # to y 7(t1) = 7(t2), esto es una consecuencia directa de que la curva sea cerrada.

= Sobre si es regular, notemos que efectivamente es suave, y solo basta verificar que Vt € I,7(t) # 0, en
efecto, 7/(t) = (—asen(t),acos(t)), donde:

vt € [0,27] : ||7'(1)|| = v/(—asen(t))? + (acos(t))2 = y/a? sen?(t) + a2 cos?(t) = Va2 = |a| >0

De esta forma Vt € [0, 27] se tiene que ||7/(¢)|| > 0 < ||7/(t)]] # 0 < 7(t) # (0,0), por lo que la curva es
regular.

P1 (b) | Se pide encontrar una parametrizacién en longitud de arco para la curva.

Para comenzar a resolver esta pregunta, se debe calcular la funcién de longitud de arco, es decir:

s(t):/ot

Teniendo s(t) calculada, se puede expresar t en funcién de s de forma sencilla, ¢(s) = s/|al, finalmente, reem-
plazando en la parametrizacién dada originalmente, se obtiene la parametrizaciéon en longitud de arco para la

curva: o(s) = 7(t(s)) = ( ] )

asen(s/|al)

dr(u)
du

t
\ du= [ laldn = llaluli=h = ol
0

Donde s € [0, L(T")] = [0, s(27)] = [0, 27|al].
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Pregunta 2

P2 (a) | Se nos da una curva C descrita en coordenadas polares por la relacién r = f(¢), donde ¢ € [a,b],

2
b€ [a,a+2n]y f €C vy se pide demostrar que la longitud de arco estd dada por fab r2 4 (g—;) de.

Para resolver esto, hay que considerar la parametrizacién que proponen las coordenadas polares, en este
caso:

L (reos(9) | _ ( F(@)cos(6) | _ di(e) _ [ AN pr(g) cos(9) — £(6) sen(9)
(t) = ( rsen(@) ) B ( £(9) sen(9) ) TR ( a@)zene) | = ( 1'(@) sen(6) + £(9) cos(®) )

Calculando la norma de la derivada de 7, se llega a:

' dr(¢)
do

H = @) cos(@) — T(0)son(@))2 + (F'(6)sen(d) + [(9) cos(d))?

= V/(J'())? cos?(¢) — (%) + (£(¢))? sen®(9)) + (f/(9))? sen?(9) + (%) + (f(9))? cos?(¢)
= V/(f(9))*(cos?(¢) + sen?(9)) + (f'(¢))2(cos?(¢) + sen?(¢)) = V/(f(¢))? + (f'(¢))?

Donde (%) = 2f(¢) f'(¢) sen(¢) cos(¢). Asi, ocupando la férmula que da el largo de la curva, se tiene que:

dg = /\/ P07 dg = / "t

Que corresponde a la expresién que se buscaba demostrar.

L(C)

(l

P2 (b) | Se pide calcular el largo del cardioide dado por la expresion r = k(1 + cos(¢)), con ¢ € [0,27],

utilizando la parte (a) se tiene que la longitud corresponde a:

:/ i \/ <k<1+cos<¢>>>z+<CW+C<>s) a= [ T R+ o) + (—hsen(@))? 4o

2m
= \/k2 + 2 cos(¢) + cos?(p)) + k% sen?(¢) dp = / [k|\/1 + 2 cos(¢) + cos2(¢) + sen?(¢
0

2T 2T ¢ 2T
/ V2|k|\/1 + cos(¢) dp = \[|/<:|/ \/ 1+ 2cos? 2)—1d¢—2\k|/ Ucos2 dqﬁ
:2|k]/ \/COSQ(Q)-2d9:4\k|/ lcos(6)] A0 = 4]k (/2cos(9)d0+/ —cos(e)cw)
0 0 0 %

= 4Ji] ([sen(O)ly=5 + [~ sen(8))5=% ) = AIK(1 0+ (~0) = (~1)) = 8|k
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Pregunta 3 |Considerando la curva I' parametrizada por 7(t) = <fg e " cos(u?) du, fg e “sen(u?) du,1 — e_t),

cuya variable cumple ¢ € [0, c0), se pide:

P3 (a) | Se pide calcular la longitud de I" y encontrar su parametrizacién en longitud de arco.
Para comenzar a responder esta pregunta se calcula la funcién de longitud de arco, la que corresponde a:

1l 4w ‘ Jo e " cos(u?) du " e " cos(w?)
s(t) = /0 dr(w) H dw = /0 4 fzw e “sen(u?) du dw = /0 e~V sen(w?) dw
= / V (e~ cos(w?))? + (e=%sen(w?))2 + (e=*)2 dw = / Ve 2w (cos?(w?) + sen2(w?) + 1) dw
0 0

dw dw ] _ e-w oW
t t -
:/ ‘e‘“"\/l—i—ldw:\@/ e_wdw:\/i[—e_w]z;o:\/i(l—e_t)
0 0

De esta forma, la longitud de I' corresponde al valor de s(t) cuando t — oo, de esta forma:

L) = lim s(t) = lim v2(1 —e™*) = V2

t—o00

Para encontrar la parametrizacién en longitud de arco, se necesita expresar ¢t en funciéon de s, esto corresponde

a: y . » L s B V2 —s B V2
s=v2(1-e )@\ﬁ_l—e Se —1—\@@—75_1]0(\@)(:”_1](1(\/5—3)

Reemplazando en la parametrizacién original, se tiene la parametrizacién en longitud de arco:

In( 2
/ <\/§_S> e cos(uQ) du
0

=)
—u

o(s) =7(t(s)) = /ln(‘/ﬁs e “sen(u?) du
0

.5 €[0,v2)

S

V2

P3 (b) | Se pide determinar el vector tangente, normal y la curvatura.

Para responder los elementos pedidos, notar que de la parte (a) se puede extraer que:

—t t2)
d’l?(t) B €_t COS( ) d,r—,»(t) B .
a | Zef}(t ) ar || =V

De donde vector tangente corresponde a:

T(t) =

dr(t) ‘

a(t) H I e RIAE
at

sen(t?)/v/2
dt 1/v3
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La derivada de este vector y la norma de esta corresponden a:

~ —2t sen(t?) =
ar) 1 AT (t) || +/(—2tsen(t?))? + (2t cos(t?))? 215\/s.en2 ) + cos?(t2)
o e | et a ||~ V2 7 -V

De esta forma el vector normal corresponde a:

L AR [T — sen(t%)
N(t) = BRI R cos(gt )

La curvatura por otra parte, corresponde a:

d7'(t)
dt

P3 (c) | Se pide determinar el vector binormal y la torsién.

Para obtener el vector binormal hay que calcular:

cos(t?) /2 —sen(t?)
B(t) =T(t) x N(t) = | sen(t?)/v2 | x cos( t2 cos( tQ /\[ sen(tQ)/f 1/\f
1/V?2 — sen(t?) cos(t?) 0
— cos(t?) /V2 —cos(t?)/
= —sen(t?)/v/2 = | —sen(t?)/
cos?(t2) /v/2 + sen®(t2) /v/2 1/V2

= te!

K(t) =

/ df(t)H V2t

dt || /2e-t

EE

Para calcular la torsion, se comienza calculando:

. _ 2
a1 (s
a2 0
Por lo que calculando finalmente:
5 S - t2) —2t sen(t?)
L dB() |larw)| sen({ 1 ¢ ,
7(t) = —N(t) - I /' 7 Il= cos(gt ) 7 2tco§(t ) | /(V2e™)

el (2t sen?(2) + 2t cos?(t?)) ot
= = 1te
2
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Pregunta 4 |Se da una particula que describe una trayectoria I' sobre el manto del cono dado por 22 +1y? = 22
9 con 0 € [0,00), con el &ngulo en polares tal que 2(0) = () cos(d) y y(0) = r(6) sen(6).

de tal forma que z = e~

P4 (a) | Se pide encontrar una parametrizacién e indicar si es suave, simple y regular.

Para encontrar una parametrizacion, recordar que las coordenadas polares cumplen que:

(2(0))* + ((0))* = (r(0) cos(6))* + (r(8) sen(6))* = (r(8))*(cos*(0) + sen®(0)) = (r(6))?*

2 2

En este caso, como la particula se mueve en el cono, cumple que r? = 22 4+ y> = 22, considerando que en
coordenadas polares r > 0y que z = e~? > 0, se tiene que r = z = e~ Y, por lo que una parametrizacién de la
trayectoria corresponde a:
e~ cos(0)
7(0) = | e ?sen(d)
o0

Notar que tanto e~? cos(0), e~ sen(f) y e~ son funciones de clase C', dado que estas forman las coordenadas

de 7(6), se tiene que i € C!, por lo que la parametrizacion es suave, ademds de esto, notar que para dos dngulos
01 y 09 tales que:

F(0)) = 7(0y) B e = e = —0) = —0) = 01 = 6,
Lo que implica que 7(f) es inyectiva, la implicancia (x) es cierta dado que una igualdad vectorial corresponde a
una igualdad por coordenadas, en particular la tercera coordenada, con esto, la curva es simple, por otro lado:

—6—9(005(0) + sen(#))
#(0) = | e(con(t) - sen(d)

—e

De donde se tiene que:

Vo € [0,00) : ||[7'(0)]| = \/(—efa(cos(ﬂ) +sen(6)))2 + (e=f(cos(f) — sen(h)))2 + (—e?)2
= e %/ (cos(0) +sen(h))2 + (cos(A) — sen(0))2 + 1
= e7%\/cos2(6) + 2 cos(#) sen() + sen2() + cos2() — 2 cos(#) sen(#) + sen2(#) + 1
= e %/2(cos2(0) +sen2(A)) + 1 =v3e7 % >0

Por lo que VO € [0,00) : ||7/(0)|| # 0, en consecuencia la trayectoria es regular.

P4 (b) | Se pide calcular el largo de T

Para hacer esto se recurre a la integral de largo de curva:

ol

f—00

0 [ T 0
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P4 (c) | Se pide encontrar la parametrizacién natural de I

Para realizar lo pedido se utiliza la funcién de longitud de arco:

s(t)—/ot

Donde la expresién de ¢ en funcién de s corresponde a ¢t = In(v/3/(v/3 —s)) (ver P3 (a) para el desarrollo
andlogo), de esta forma la parametrizacién natural corresponde a:

(1) (m( 42
PP DAl s

e

Pregunta 5| Se pide considerar la curva I' parametrizada por o(t) = (e! cos(t), ' sen(t), e!),t € R.

P5 (a)| Se pide demostrar que la curva se mueve sobre el manto del cono 22 = 22 + 3.

dfff) H v /0 Vet ap = [=Vae | 7 = it - (-v3) = Vil e

Para demostrar esto, denotamos el manto del cono como M, asi que lo que se pide mostrar es que:
Fr'cMe (Fel'=7FeM)

Asi, como cada punto de I' cumple la parametrizacién, cada punto de M cumple la ecuacién del manto del
cono, entonces VZ € I',3t € R : ¥ = (e’ cos(t), e’ sen(t), ') en donde:

(' cos(t))? + (e! sen(t))? = e*!(cos®(t) + sen®(t)) = e* = (e')?
Por lo que se afirma que cada punto de I' cumple la ecuacion de M, es decir:
Viel': e M& T M
Que es lo que se queria demostrar.

P5 (b) |Se pide calcular el vector tangente y normal, probando que este tltimo es tangente al eje Z en cualquier

punto de la curva.

Para realizar los calculos pedidos, notar que:

t(cos(t) — sen(t))

do(t) _ (5
sl B (cos(t) ;l— sen(t))
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Por lo que la normal de esta derivada resulta:

HH (el (cos(t) — sen(t)))2 + (et(cos(t) + sen(t)))2 + (el)2

= e'\/(cos(t) — sen(t))2 + (cos(t) + sen(t))2 + 1
= ¢! \/COS2 — 2cos(t) sen(t) + sen?(t) + cos?(t) + 2 cos(t) sen(t) + sen?(t) + 1
= ef\/2(cos2(t) + sen2(t)) + 1 = V3¢

Asi, el vector tangente corresponde a:

(cos(t) — sen(t))/v/3
= | (cos(t)+sen(t))/V3
1/V3

Donde la derivada de este vector y la norma de esta corresponden a:

T(t) = do(t

dt

) —(cos(t) + sen(t))
dare) 1 cos(t) — sen(t)

& 3 0

dT(t)
dt

/(= (cos(t) + sen(t)))2 + (cos(t) — sen(t))2
V3
\/cos2 + 2 cos(t) sen(t) + sen?(t) 4 cos?(t) — 2 cos(t) sen(t) + sen?(t) \/2 cos?(t) 4 sen?(t))
V3 \/3

2

3
De donde se puede calcular finalmente el vector normal:

—(cos(t) + sen(t))/v2

= t
N0 = T con(t) — sen(t))/v2
0
Notar que este es perpendicular al eje Z en todo punto, ya que:
- —(cos(t) + sen(t))/v2 0
N(t)-z= (cos(t) —sen(t))/vV/2 |- 0 | =0+0+0=0

0 1

P5 (c) | Se pide calcular el vector binormal, la curvatura y la torsién.

Respecto a la curvatura, es directo que:

AT (t)

0 =3

/da(t)H V2/3 _ V2e!

dt NeE 3
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El vector binormal por otra parte, se calcula como:

- . . (cos(t) —sen(t))/v/3 —(cos(t) + sen(t))/v/2
B(t) =T(t) x N(t) = | (cos(t) +sen(t))/V3 (cos(t) — sen(t))/V2

1/V3 0
z 7 (sen(t) — cos(t))/v/6
=| (cos(t) —sen(t))/v/3  (cos(t) +sen(t))/v/3 (sen(t) + cos(t))/V6
—(cos(t) +sen(t))/v2 (cos(t) —sen(t))/v2 0 2/3

En donde:

Por lo que finalmente, la torsion, corresponde a:

B = . —(cos(t) + sen(t))/V2 (cos(t) + sen(t))/v/6
) = ~N0)- S0 ’ddit)H = - ( (cos(t) — sen(t))/V2 ) - ( (cos(t) — sen(t))/V/6 ) /(V3e!)
0 0
~ —(cos(t) +sen(t))?/v12 + (cos(t) — sen(t))?/V/12
= NE
— cos?(t) — 2 cos(t) sen(t) — sen?(t) + cos?(t) — 2 cos(t) sen(t) + sen?(t)  —4cos(t) sen(t)

\/%et 6€t
2sen(t) cos(t)e ™
3
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