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Definición de curva
Una conjunto Γ ⊆ Rn se dice curva si existe una
función continua ~r : I = [a, b]→ R, llamada repre-
sentación paramétrica de la curva, tal que:

Γ = {~r(t) : t ∈ [a, b]}

El conjunto de representaciones paramétricas de una
misma curva forma una clase de equivalencia, donde
cada elemento de la clase está relacionado con otro
por una reparametrización.

Definiciones de regularidad

(i) Una curva Γ se dice suave si tiene una para-
metrización ~r : I → Rn tal que ~r es continua
y ~r ′ es uniformemente continua en I, es decir,
~r ∈ C1.

(ii) Una curva Γ se dice regular si es suave y
∀t ∈ I, ~r ′(t) 6= 0.

(iii) Una curva Γ se dice simple, si es suave y ~r es
inyectiva.

(iv) Una curva Γ se dice cerrada, si es suave y
~r(a) = ~r(b).

Regularidad (suavidad) por pedazos
Un camino suave (regular) por pedazos correspon-
de a uno de parametrización ~r : I → Rn conti-
nua, donde existe una partición de I = [a, b] defi-
nida por a = T0 < T1 < · · · < Tn = b tal que
~r |[Ti−1,Ti]

: [Ti−1, Ti] → Rn es suave (regular) para
i ∈ {1, . . . , n}.

Largo de una curva
El largo de una curva Γ denotado como L(Γ) corres-
ponde a:

L(Γ) = sup
P∈P

m∑
i=1

‖~r(ti)− ~r(ti−1)‖

Donde se toma el supremo a partir del espacio
de particiones P del intervalo [a, b] de la forma
{ti}mi=1 ⊆ [a, b], en caso que la curva sea suave, la

expresión se reduce a
∫ b
a ‖~r

′(t)‖ dt, en caso que la
curva sea suave por pedazos, la longitud correspon-
de a:

L(Γ) =
n∑
i=1

∫ Ti

Ti−1

∥∥~r ′(t)∥∥ dt

Parametrización en longitud de arco natural
Considerando una curva Γ parametrizada por la fun-
ción ~r : [a, b] → Rn regular, su parametrizacion
natural se denotará por σ : [0, L(Γ)]→ Rn, la cual
corresponde a la obtenida por los siguientes pasos:

(1) Calcular la función de longitud de arco, corres-
pondiente a s(t) =

∫ t
a ‖~r

′(u)‖ du.

(2) Despejar t en la relación anterior, establecien-
do una relación t = t(s).

(3) Reemplazar t = t(s) en ~r(t), de donde se ob-
tiene:

σ(s) = ~r(t(s)), s ∈ [0, L(Γ)]
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P1 Sea la parametrización ~r(t) = (a cos(t), a sen(t)), con t ∈ [0, 2π] y |a| > 0.

(a) Responda y muestre si la parametrización es suave, cerrada, simple o regular.

(b) Encuentre la parametrización en longitud de arco para esta curva.

P2 Sea Γ la curva parametrizada por:

~g(t) = (4 cos(t), 5− 5 sen(t),−3 cos(t))

con t ∈ [0, 2π]

(a) Calcula la longitud de la curva y su parametrizacion por largo de arco.

(b) Calcule ~T (s) y ~N(s), conocidos como el vector tangente y el vector normal a la curva respectiva-
mente.

P3 (a) Sea ρ = f(θ) la ecuación en coordenadas polares de una curva Γ. Demuestre que el largo de Γ en el
intervalo [θ1, θ2] es

L =

∫ θ2

θ1

√
(f(θ))2 + (f ′(θ))2 dθ

(b) Demuestre que para el caso en que se cumpla que f ′(θ) = af(θ), con a ∈ R, la curvatura de Γ en
cualquier θ está dada por

κ(θ) =
1√

(f(θ))2 + (f ′(θ))2
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