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» [Tautologias basicas]: Las siguientes proposiciones son e Forma 1: ¢ < (g = F)

tautologfas: e Forma2: [(p=q¢) < V]< [pAg = F
a) Dominancia: pVV &V, pAF & F » [Negacién de cuantificadores]:
) Identidad: p ANV < p, pVEF < p . _

3 & (Y
) Idempotencia: pAp<p, pVp<p 2) M ( x)@
< (Jz)p(x

b) (Vz)p(z) )p(x)

» [Existencia y unicidad]: Se define el cuantificador de
existencia y unicidad (3!) como sigue:

2 o o

) Doble negacion: —~(—p) < p
) Tercio excluso: pVp<V

R

) Consistencia: p\p < F
g) Absorcion:pV (pAq)=p, pA(PVg) S p (F)p(z) < [(F2)p(@)A[(V2)(Vy){(p(x)Ap(y)) = (z = y)}]
h) Relajacion: pAqg=p, p=pVgq

i) Caracterizacion de la implicancia: 2.-Induccién
(p=4q)=DPVg

. [Algebra Booleana]: Son tautologias: » [Principio de induccién]: Sea ng € Ny P(n) una fun-
cién proposicional, se tiene que la proposicion:
e Leyes de De Morgan:
PANq=pVq, pVqgs=pAq Vn > ng, P(n) (1)

e Conmutatividad:

Del V:pVqg& qVp Es equivalente a:

Del A:pAgeqAp Plng) A [¥n>ng, P(n) = P(n+1)]
—— ~——
Caso base H.I. (débil)
e Asociadtividad
DelV:pV(¢Vr)s (pVgVr Observacion: Este tipo de induccién también es cono-
Del A:pA(gAT) S (pAg AT cida como induccién débil.

e Distributividad

Del A con respecto al V: » [Principio de induccién Fuerte]|: También tenemos

PA(GVT) S (PAQV (PAT) que la proposicién (1) es equivalente a:
Del V con respecto al A:
P > P -~ AP P 1
PV gAT) & (V) A (p V) Plno) A [¥n 2o, Pluo) A A Pln) = Pln+ 1)
Caso base H.I. (fuerte)

» [Tautologias relevantes]: Otras tautologias a tener en

cuenta son: Esta induccién es llamada induccion fuerte pues ocupa

completamente la hipétesis inductiva.
a) Doble implicancia:
e = {@=)AN(a=Dp)
b) Modus Ponens: pA (p = q) = q
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3.-Conjuntos

» [Nociones bésicas]:

« Conjunto Referencia: Es el conjunto al cual per-,

tenecen todos los elementos con los que se va a tra-
bajar. Si denotamos FE al conjunto de referencia,
tenemos que x € E es siempre verdad.

o Conjunto vacio: Se define el conjunto () como el
conjunto que no posee elementos, es decir z € () es
siempre falso.

» [Definiciones Basicas|: Sean A y B conjuntos, se de-
fine:

e Igualdad:
A=B& VreE, v € A xeB)

e Inclusion:
ACB&s VreE, x€ A=z € B)

e Union:
r€cAUB&sxecAVvzeB

o Interseccion:
reANB&xe ANz eB

e Complemento:
reEA ¢ A

o Diferencia:
A\ B:=AnB*
e Diferencia simétrica:

AAB:=A\BUB\A=(AUB)\(ANB)

» [Propiedades de inclusién]: Sean A, B,C, D C E con-
juntos:
a) ) CACE
b) ANBCACAUB

¢c) i ACCyBCDentonces ANBC CNDy

AUBCCUD
» [Propiedades de igualdad]: Sean A, B C E conjuntos:

a) AUD=A, Anh=10
b)AuE E, AnE=A
c) (A=A, ANA°=0, AUA°=F
d) Ley de De Morgan
. (AUB) = A°N B¢
e (ANB)¢=A°UB*

» [Equivalencias ttiles|: Son equivalentes:

II

1) ACB

1) B¢ C A°
m) ANBc =10
V) BUA=F

[Producto Cartesiano]: Para A C E'y B C F se define
el conjunto A x B como: A x B := {(a,b)la € ANb € B}

» [Algunas propiedades|: Si A1,A2s C F'y B;,By C F

entonces:
1.A1><®:®><B1:@
2.AlgAQyBlngﬁAlelgAngg
3. (A1 X Bl) (A2 X BQ) = (A1 N AQ) (Bl M BQ)
4. (A1 X Bl) (A2 X Bg) (Al U AQ) (Bl U BQ)

[Conjunto potencia]: Se define el conjunto potencia (
o tambien llamado conjunto de las partes) P(A) al con-
junto de todos los subconjuntos de A:

P(A) ={X C E|X C A}

:0eP(A)y AeP(A) siempre.
[Unién e interseccién de Conjuntos potencial:
1. P(A)UP(B) C P(AU B)
2. P(A)NP(B) = P(AU B)

[Particién de conjuntos]: Llamaremos a C C P(A)
particion de A si se cumple:

e VC eC,C#0)
o VO1,C € C si Cy # Cy, entonces C1 NCy =0

e Ccubre A: Y C=A4
ceC

4.- Funciones

[Definicién Funcién]: Una funcién de Aa B (f : A —
B) es una 3-tupla f = (A, B, G) que satisface:

e« GCAXxB

e Yac A,Jb e B, (a,b) € G

Obs. : Para clarificar conceptos:

o Podemos escribir b = f(a) pues b -dado a- posee un
unico valor.

« G ={(a,0) € AxB|b= fla)} = {(a,f(a)) €
AxB|ae A}

o A esllamado dominio de f (Dom f)y B codominio
de f (Cod f).
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» [Igualdad de Funciones]: Si f: A— By g:C —n
D son funciones, entonces f = ¢ si y solo si:

e Dom f=Dom g
° COdeCOdg
o Yz € Dom f, f(x) = g(x)

Obs. : Esta definicién de igualdad nos dice basicamente
que ambas 3-tuplas son iguales: (4, B,Gyf) = (C,D,Gy)"

» [Inyectividad]: Diremos que una funcién f: A — B es
inyectiva si:

Vai,xe € A, f(z1) = f(x2) = z1 = 29 Ll
» [Epiyectividad]: Diremos que una funciéon f : A — B
es epiyectiva si:
Vye B,z € A, y = f(x)
» [Biyectividad]: Diremos que una funcién f: A — B esn

biyectiva si es epiyectiva e inyectiva a la vez, o equiva-
lentemente:

Vye B,z e A, y= f(x)

» [Inversa]: Dada f : A — B, se define f~! : B — A"
como:

Vec AVyeB, fy) =z y=f(x)

Observacion:

« Vze A fH(f(x))
« Vye B, f(f1y)

» [Composicién]: Dadas f : A - Byg: B — C, se_
define g o f como:

x
Y

Ve € A, (go f)(z) = g(f(x))

Observacién: La composiciéon asocia: h o (g o f)
(hog)o f

= [Propiedades con la composicién]: Dadas f : A — B"
yg:B—C:

a) Si f y g son inyectivas (epiyectivas, biyectivas res-
pectivamente) entonces g o f es inyectiva (epiyecti-
va, biyectiva respectivamente)

b) Si g o f inyectiva entonces f inyectiva

c) Si go f epiyectiva entonces g es epiyectiva

11

[Teorema de la inversa]: Sean f : A - Byg: B — A.

Tenemos que f es biyectiva con inversa g si se satisfacen
al menos 2 de las siguientes condiciones:

e gof=idy
e fog=1idp

e g es biyectiva

[Inversa de a composicién]: Si f: A— Byg: B —

C biyectivas, entonces

(gof)t=flog™!

[Conjunto Imagen|: Sea f : A — B funcién, y
C C A. Se define el conjunto imagen de C por f:

f(C)={f(z)e Bz cC}

[Equivalencia epiyectividad]: f : A — B es epiyec-

tiva si y solo si f(A) =B

[Propiedades Imagen]:
1) ACC = f(A) C f(O)
m) f(ANC) C f(A) N f(C)
) f(AUC) = f(A) U F(C)

[Conjunto Preimagen]: Sea f : A — B funcién, y
D C B. Se define el conjunto preimagen de D por f:

D) ={z € A| f(z) € D}

[Propiedades Prelmagen]:
) BCD— f1(B)C f (D)
m fTHBND)=f(B)nf (D)
m) f~H(BUD)=fHB)U (D)

[Inclusiones relevantes|: Sea f: A — B,con C C A
y D C B, entonces:

« CCfH(f(O)
e f(f~YD))= Dnf(A) En particular: f(f~1(D)) C
D
[Inyectividad y sobreyectividad]: Sea f : A — B
funcién. Se tiene:
1) f es inyectiva si y solo si:
vye B, [T ({yh) =0v (A e A T ({y}) = {=}

11) f es epiyectiva si y solo si:

vy e B, f({y}) #0
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111) f si es biyectiva, entonces:

vC C B, f ({y}) = {7 W)}

» [Teorema de Divisién Enteral]: Sean a,m € Z con
m # 0. Entonces existe un unico par ¢,r € Z tal que
a=qg-m+ry0<r<|m|

5.- Relaciones

[Corolario]: Z,, (:= Z/ =,) tiene n elementos:

» [Relacién]: Es una tripleta (A, B, R) que cumple R C

A x B. Si (a,b) € R denotamos aRb

» [Propiedades de relaciones|: Una relacién R en A es:

e Refleja: si Vo € A, 2Rz
e Simétrica: si Vz,y € A, 2Ry < yRx

e Antisimétrica: si Vz,y € A, sRyAyRer = y==x

Zp =Alr]ln|0<r<n}

6.- Sumatorias

[Sumatorial: Sea (a;)i>m secuencia de ntimeros. Para
n > m se define la sumatoria de los términos de (a;)i>m
por:

o Tramsitiva: Vz,y,z € A, 2Ry ANyRz = 2Rz

» [Ejemplo de relacién]: En Z se define la relacién divi-
sibilidad, que se anota alb si existe g € Z tal que b = qa.

» [Relacién de orden]: R es una relacién de orden en A,u

si es una relacién refleja, antisimétrica y transitiva.
Observacion: R es un orden total si para todo x,y € A,

i a A, sin=m
k = n—1 .
=, anp+ p_ ar sin>m

[Propiedades importantes]: Se tienen las siguientes
propiedades:

n

xey son comparables, es decir TRy o yRzx .

» [Relacién de equivalencia |:R es una relaciéon de equi-

) Y 1l=n—-m+1
k=m
n n

valencia en A, si es una relaciéon refleja, simétrica y iy kz Aag = )‘kz Ak
=m =m

transitiva. n n n
III) Z (ak + bk) = Z ar Z bk
k=m k=m k=m
» [Clase de equivalencia]: Dado un elemento a € A se n n+s
define: IV) kz ap = i > ap_s para s € Z
=m =m-+s
lalr = {x € A| aRx} B 5 N
\Y ap = ap + ag
» [Conjunto cuociente]: Al conjunto de las clases de ) kgm kgm k:zs:+1

equivalencia de una relacion R se le llama conjunto cuo-

ciente, definido por:

A/R :={la]r [ a € A}

n
VI) Z (ak - ak+1) = Qm — Gn41
k=m

» [Sumas importantes]: Algunas sumas relevantes:

» [Equivalencias relevantes]: Sea R relacién de equiva- i b n(n+1)
lencia en A y x,y € A. Son equivalentes: = 2
D) [z]r C [yIr C SR n(n + 1)6(2” +1)
1) [zlr N [ylr # 0 k=0
R noo attl —
1) =Ry e Y adf = cona# 1

v) [zlr = [yl

Obs.: Con esto se deduce que A/R es una particiéon de®

A.

» [Congruencia modular]: Sea n € N. Se define Z la

relacion =, por:

a=,b<=nl(a—>b)

k=0 a —

[indices disjuntos]: Sea (ar)ke[1..n) una secuencia de
nimeros reales y sean I, J C [1..n] disjuntos. Entonces:

Z ak:Zak—}—Zak

keluJ kel keJ

Obs.:[1l.n] ={1,...,n}
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» [Intercambio de sumas dobles]: Para una sumatorias
n m
doble >’ > ay; cuyos limites inferiores y superiores
k=1j=1
no dependen de los indices, se tiene:

iiakaiiakj )

k=1j=1 j=1k=1

7.- Conjuntos finitos

» [Conjunto finito]: Un conjunto A se dice finito si posee
finitos elementos, es decir si dn € N tal que existe una
funcién f: A — [1..n].

» [Cardinal finito]: Sea A un conjunto finito. Definimos
el cardinal de A - denotado por |A|- como el inico n € N
para el que existe una enumeracién ay, ..., a, de A.

» [Propiedades varias|:

2. |A|=|B| < 3f : A — B biyectiva.

3. Si B es finito y A C B, entonces A es finito y
Al < |B|

4. Si A, B finitos disjuntos entonces |[AUB| = |A|+|B]|

5. 8i B C A con A finito, entonces |A\ B| = |A| —|B]._
En particular si |A| = |B| entonces A = B

6. Si A, B finitos, entonces |AUB| = |A|+|B|—|ANB.

» [Equivalencia para funciones|: Si A, B finitos con

|A| = |B| y sea f : A — B funcién. Son equivalen-=
tes:

e f es inyectiva.

e f es epiyectiva.

e f es biyectiva.

» [Propiedad importante]: Sean A, B conjuntos con B
finito. Se tiene: =

1. Aes finito y |A| < |B| siy solo si existe f : A — B
inyectiva.

2. Aes finito y |A| = |B| si y solo si existe f : A — B
biyectiva.

» [Cardinal producto]: Sean A, B conjuntos finitos, se
tiene que |A x B| = |A| - |B|

[Conjunto de funciones]: Sean A, B conjuntos, se de-
fine:

BA:={f:A— B|f es funcién}
Ademis, se cumple que |B4| = |B|Al.
[Cantidad de inyecciones]: Sean A, B conjuntos tales
que |[A| =k y |B| = n. Se tiene que:

n!

(n—k)!

[{f: A — B|f es inyectiva }|

# de k- tuplas B* sin repeticiones.

[Coeficiente Binominal]: Para dos enteros n y k,

n > 0, se define
n
k

Este numero representa el numero de subconjuntos de
tamano k que posee un conjunto de tamano n. Se verifi-
caque Vn € NNVk € Ntal que 0 <k <n:

n n!
<k> " kl(n—k)!

[Propiedades relevantes]:
2) ny [ n
k] \n—k
n+1\ (n n
b) <k+1> - <k> * <k+1>
[Binomio de Newton]: Sean z,y € R, n € N, entonces:
n = n—
o (1)
k=0

[Cardinal de la imagen de un conjunto]: Si f :
A — B funcién, entonces|f(A)| < |A]

8.- Conjuntos Infinitos

[Conjunto numerable]: Un conjunto A se dira nume-
rable si |A| = |N|. En particular tenemos que Z y Q son
numerables.

[Propiedades Cardinal infinito]: Sea A conjunto in-
finito, entonces:

1) Si A infinito y B finito, entonces |[A| = |[AU B| =
[A\ B
11) Yk € N, existe un conjunto By tal que By C Ay
|By| = k.
1) |A| > |N] es decir el cardinal de los naturales es el
menor cardinal infinito.
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Obs.: Si |A| < |N| entonces A es numerable. .

[Algebra de numerables]:

[Estructura algebrical: Si * es l.ci. en A, (A4,%) es
llamado estructura algebraica. Si existe otra l.c.i A de-
notaremos (4, x, A)

1) La unién numerable o finita de conjuntos nume-s [Definiciones varias]: Sea (A, %) estructura algebrica:

rables o finitos (A;)ier (con I C N) es a lo més
numerable, es decir:

A= U A;
icl
Cumple que |A] < |N]|

11) La unién finita de conjuntos numerables (A4;)}; es

numerable, es decir:

Es numerable.

La unién numerable de conjuntos numerables (A;)?

T
es numerable, es decir:

i€N

I11)

Es numerable.

1v) El producto cartesiano finito de conjuntos numera-

bles (A;)!_; es numerable, es decir:

Es numerable.

[Producto numerable de finitos]|: El producto de una
familia numerable de conjuntos finitos de tamano dos no
es numerable.

[Cardinal del conjunto potencia]: El cardinal del”

conjunto potencia de un conjunto es mayor que el cardi-
nal del conjunto, es decir: |A| < |P(A)].

[Cardinal Real]: Se tiene que |P(N) < |[0, 1]|. Esto im-

plica que: |N| = |Z| = |Q| < [[0,1]| = |R| .

9.- Estructuras algebraicas

[Ley de composicién interna]: Dado A # (). Se defines

una l.c.i. como:

x: AxA —» A
(,y) — xxy

VI

1) % es asociativa si:
Va,y,z € A, (zxy)*xz=x % (y * 2)
11) e € A, se dira neutro para * si:
V€ Ajexx =xxe==x

1) Si e neutro, y € A, diremos que x tiene inverso
si existe y € A tal que:

Txy=y*xr=-e
IV) * es conmutativa si:
Ve,ye€ A,z xy=yx*x
V) a € A es absorbente si:

Vr€A,xxa=a*xx=a

VI) a € A es idempotente si
axa=a

VII) a € A es cancelable si Vy, z € A:

axy=a%xz=>y=2
Yyrxa=z2%xa=>yY==2

viir) Dado (A4, *,A) diremos que A distribuye con res-
pecto a x si Va,y,z € A:

zA(y * 2) = (xAy) * (zAz)
(y * 2)Az = (yAz) * (2Ax)

[Cancelabilidad]: Sea (A4, x*) e.a., se tiene que a € A
es cancelable si y solo si las funciones I,(z) = a*xz y
D,(z) = x x a para x € A son inyectivas

[Unicidad del neutro]: Una e.a. (A, *) posee a lo méas
un neutro.

[Unicidad del inverso]: Si la e.a. (A, %) tiene neutro e
y * es asociativa, entonces los inversos (en el caso en que
existan) son inicos.

[Propiedades varias]: Si (A, *) es e.a. asociativa con
neutro e, entonces también cumple:

1) Si z € A posee inverso, entonces ™~ también. Més

atn (z71)7! = 2.
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11) Siz,y € A poseen inversos, entonces z * y tambiéns [Estructura de funciones]: Sea (B, %) una e.a., enton-
y se tiene (zxy) t =gy lxz! ces (B4, %) sera una e.a., donde si f,g € B4 definimos
111) Six € A posee inverso, entonces x es cancelable. fxg:A— Bpor:
10.- Homomorfismos (f x9)(x) = f(x) * g(z)

= [Homomorfismos]: Una funcién f : A — B es un ho-* [Propiedades varias:

momorfismo entre las estructuras algebraicas (A, *) y
. 1) Si

(B, A) si:
Si

i (B, *) es asociativa, entonces (B4, *) también.

i (B, %) es conmutativa, entonces (B4, ) también.

I1)

Vo, € A, flrxy) = f(@)Af(Y) 1) Si (B, *) tiene neutro e, entonces f € (B4, %) da-

Si f inyectiva se dird monomorfismo. do j)or f(z) = e (funcién constante) es neutro de
Si f es epiyectiva se dird epimorfimo. (B%,%)
Si f es biyectiva se dird isomorfismo. » [Estructura de pares ordenados]: Sean (Aj,*1) y
(A1, *1) e.a., se define la l.c.i. ® sobre A; x Ay por: Para

Si (A, %) = (B, A) los homomorfismo se llaman en-
(a1,a2), (b1,b2) € Ay x Aj:

domorfismos. Si son biyectivos se llaman auto-

morfismos (a1,a2) @ (b1, b2) = (a1 *1 b1, az *9 ba)

» [Props epimorfismos|: Si f : A — B epimorfismo en-
tre (A, *) y (B, A), entonces se tienen las siguientes pro-= [Propiedades varias]:
piedades:

1)
1)
111)

V)

1) Si(A1,#1),(As2,*2) son asociativas, entonces (A; x
Si (A, %) es asociativa, entonces (B, A) tambien lo As, ®) también.
es- 1) Si (A1,%1),(A2,%2) son conmutativas, entonces
Si (A, %) es conmutativa, entonces (B, A) tambien (A} x Ag, ®) también.
lo es. 1) Si (Aj,#1),(Asz, *2) poseen neutros e y es, entonces
Si e es neutro para (A, x), entonces f(e) lo es para (A; X Ay, ®) posee neutro (e, e2)
(B,A). 1v) Si a1, a2 poseen inversos by, by en (Aj,*1),(Az, *2),
Si a tiene inverso b para (A, %), entonces f(a) tiene entonces (a1,as) posee inverso (by,bs) en (A; x
inverso f(b) para (B, A). Ay, ®).

[Props. méas generales|: Sea f un homomorfismo de 117 .- Grupos
(A, %) a (B,A), con neutros e4 y eg:

D

1)

Siep € f(A), entonces eg = f(ea). » [Grupo]: Sea (G, %) una e.a., diremos que:

Siep € f(A) y a € A tiene inverso b, entonces f(a)

o Es grupo si * es asociativa, tiene neutro y todo
tiene inverso f(b).

elemento posee inverso.

[Composicién |: Si f : A — B un homeomorfismo de « Es grupo abeliano si es grupo y * es conmutativa.
(A,*) en (B,A) y g : B — C un homemorfismo de

(B,A) en (C,e), entonces la composicién de f con g,
gof:A— C,es un homomorfismo de (4, *) en (C,e).

[Estructuras isomorfas]: Dos estructuras (A,*) y

» [Propiedades grupos]|: Sea (G, %) grupo, entonces:

1) Va,b€ G,a*xxy =bs xy =a ' b
Va,be G,aaxa=bsxy =bxa

(B, A) son isomorfas, denotado (A, x) = (B, A), si existe Es decir, las ecuaciones tienen una tnica solucién.
una funcién f: A — B isomorfismo. 11) Va € G las funciones I,(z) =axxy Dy(x) =x % a
Obs.: = es una relacion de equivalencia. son biyectivas.

[Isomorfismo inverso]: Si f : A — B es un isomorfi-

111) El unico elemento idempotente es el neutro.

mos entre (A,*) y (B,A), entonces f~1: B — Aesun 1v) Si (K,A) una e.a.y f : G — K homomorfismo,
isomorfismo entre (B, A) y (A, x). entonces (f(G),A) es grupo.

VII



Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas

Universidad de Chile

v) Si (K, A) una e.a., un homomorfismo f : G — K es
monomorfismo (inyectivo) si y solo si f~!({ex}) =

{ec}

[Grupos importantes]:

e Si (G,*) es grupo (abeliano) y A # (), entonces
(G4, %) es grupo (abeliano)

o Si(Gy,#1), (G2,*2) son grupos (abelianos), enton-
ces (G1 X G2,®) es grupo (abeliano).

[Subgrupo]: Sea (G, *) grupo y ) # H C G. Diremos
que H es subgrupo de G si (H, ) es grupo.

[Propiedades subgrupos]:

1. Sie € G es el neutro de G y ey € H es neutro de

H entonces e = ep.
| ]

2. Ademsés, sea x € H. 7' € G es el inverso de z en
(G,*), y T es el inverso de z en (H,x*). Entonces

x =7

[Caracterizaciéon Subgrupos]: Sea H # (). Entonces:

(H, ) es subgrupo de (G,*) & Vr,y € H, xxy € H

[Subgrupo imagen]: Sea (G, *) grupo, (K,A) una es-
tructura algebraica y f : G — K un morfismo. Si H
es subgrupo de (G, *), entonces f(H) es subgrupo de

(f(G), A).

[Traslacién]: Sea H subgrupo de (G, *). Definimos tras-
lacién de H en a € GG por la izquierda como:

axH={axh|he H}

[Cardina traslacién]: Sea H subgrupo de (G, *), el con-
junto de las traslaciones de H particiona G, ademas ela
cardinal de cada traslacion coincide con el de H (Va € G,
|ax H| = [H])

[Lagrange]: Si (H,#*) es subgrupo del grupo finito
(G, *), entonces |H| divide a |G]|.

12.- Anillos y Cuerpos

[Anillo]: Una e.a. (A4, +,-) se llamara anillo si:

o (A, +) es grupo abeliano.
- es asociativa y posee elemento neutro en A\ {0}.

e - distribuye con respecto a +.

VIII

En el caso de ser - conmutativo, (A, +, -) seréd anillo con-
mutativo.

[Morfismos de anillos]: f : A — B Sera morfismo
entre dos anillos (A,+,-) y (B, +,-) si:

flx+y) = f(z)+ f(y)
flx-y) = f(x)- f(y)
f1)=1

[Algebra en anillos]: Si (A,+,:) esanilloy z,y € A:
« —(@-y)=(-2)y=z-(-y)
C (2)-(p) =y

Algebra de anillos]: Sea (A, +,-) un anillo conmutati-
vo.

1. Vk,l € Z, Ya,b € A, k(a +b) = ka + kb, (k+l)a =
ka +lay (ka)(lb) = (kl)(ab)

2. Ve,ye A,VneN, (z+y)" = > (Z) xR
k=0

3.Vee A vneN, 2"l —1=(z—-1) Y 2F
k=0

» [Divisores de cero y dominio de integridad]: Sea

(A, 4+, ) un anillo. Un elemento a # 0 es divisor de 0 si
Jy#0talquea-y=00y-a=0.

A un anillo conmutativo y sin divisores de 0 lo llamare-
mos dominio de integridad.

[Propiedad]: Si (A, +, ) anillo, entonces:

a es cancelable en (A4, -) < a no es divisor de cero

[Cuerpo]: Una estructura (K, +, -) se llamara cuerpo si:

e (K,+,") es anillo conmutativo.

o Todo elementos en K \ {0} es invertible para -.
Equivalentemente (K, +, ) sera cuerpo si y solo si:

o (K,+) es grupo abeliano.

o (K\ {0},) es grupo abeliano.

e - distribuye con respecto a +.
[Caracterizaciéon cuerpos finitos]: Si (K,+,-) es
cuerpo, entonces K no tiene divisores de 0 (K es do-

minio de integridad).
El reciproco se tiene si |K| es finito, es decir:
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Si (K, +,-) es dominio de integridad con |K| finito, en-= [Soluciones]: Sean w € C\ {0} y n > 2, si w = re®
tonces (K, +,-) es cuerpo. (forma polar) entonces la ecuacién z" = w tiene n solu-
ciones, dadas por:

13.- Numeros Complejos

(6+27k)

wk:{L/;eZ n

= [Formalidad]: Identificamos C = R?, de manera que ses [Prop]: Sean w € C\ {0} y n > 2, entonces la suma de
definen las operaciones + y - para z = (a,b),w = (¢,d) € las raices n-ésimas vale 0:

C por: _
z+w =(a+cb+d) Zwk:()
z-w = (ac—bd,ad+ be)
» [Unidad Imaginarial: Se define i = (0, 1) » [Muchas propiedades]: Sean z,w € C

t\zH
l\z

» [Forma cartesiana]: La expresién a + bi , a,b € Res 2

la forma cartesiana de z = (a,b). b
Ademas se define: ¢

)

) 2

)z+tw=Z+Wyz—

)Zw =7 -w. Siw#0 (£

) Si A € R, entonces A\z = \Z.

) Re(z) = Re(z) y Im(z) = —Im(z).
» [Coordenadas Polares]: Para z € C\ {0} se define el g) Re(z) = 1(2’ +72)y Im(z) = 2%(2 — %)

)

i)

j)

)

)

)

(oW

e Re(z) = a (Parte real)

)

o Im(z) =b (Parte imaginaria)

—

1 1 _—iarg(z)

0 27) donde:
par (r,6) € (0,00) x [0,2) donde h) Si z # 0, entonces 27 = r;

Q

e 7 es la distancia de z al origen, se llama modulo de
z y se anota r = |z|.

2| = [7|

—-

arg(z) = 27 — arg(»
z-Z=|z|?

J
e 0 es el angulo que se forma entre el eje X (real)

y el segmento que une el origen con z. Se llama

1
argumento (principal) de z y se anota arg(z).

Si z # 0, entonces z7+ =

m) Siw # 0, entonces| | = o]

» [Forma polar]: Para § € R anotamos e = cos(6) +
isin(f). La expresién |z]e?9(2) es la forma polar de z.

14.- Polinomios
» [Props varias|:

1) Va,B €R, e . ¢if = eioth » [Polinomio|: Si (K, +, -) cuerpo, llamamos polinomio en
K (denotado p € K[z]) a una funcién:
) |zw| = [z] - [w]
1) arg(zw) = arg(z) + arg(w) (mod 27) p: K — K .
V) 4] = [2f* o) = 2 et
(ko
v) (€ ) ¢h?) donde n € N y pr € K constantes.

= [Conjugado]: Sea z = a + bi € C, se define z=a — bi « [Igualdad de pohnomlos] Sip € K[z] y ¢ € K[z] con

» [Funcién Conjugado]: La conjugacién es un automor- p(z) = Z prr® y q(z) =

fismo en (C, +, ), es autoinversa y restringida a R es la
identidad. p=aq< (n=mAVke{0,...1}, pp =

Z qez® entonces:
k=0

. . . n
» [Desigualdad triangular]: Si z,w € C, entonces |z +, [Grado]: Si p € K[z] con p(z) = > ppz* llamamos
wl < 2] + lu. =
gr(p) = n con n el mayor numero tal que p, # 0. Si

» [Raices: Sean w € C\ {0} y n > 2. Diremos que z es p(x) = 0 definimos gr(P) = —oo.
una raiz n—esima de w si 2" = w. Obs.: Si p, = 1, p se dira polinomio moénico.

IX
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[Anillo de polinomios]: Si (K, +, -) es cuerpo, entonces
(K[z],+,-) es anillo conmutativo que no posee divisores
de 0.

[Suma y producto de polinomios]: Si p, ¢ € K|[z] con
gr(p) =ny gr(q) = m entonces gr(p + ¢q) < max{n,m}

con: .

méx{n,m}

> ok + an)a”

k=0

P +q)(z) =

Ademés gr(p- q) = gr(p) + gr(q).

[Inversos]: En (K[z], +,-) los tnicos polinomios con in-

versos son los de grado 0.

[Teorema de la Divisién]: Sean p,d € K[z] con d # 0.

Entonces existe un unico par q,r € K[z| tal que
l.p=gq-d+r -

2. gr(r) < gr(d)

Obs.: A ¢ se le llama cociente, a r resto, y d divisor de_
p con resto r.

[Teorema del resto]: Sea p € K[z] y c € K[z] y c € K.
El resto de dividir P por el polinomio (x — ¢) es exacta-
mente p(c)

[Raiz]: ¢ € K es raiz de p € K[z] si p(c) = 0.

[Prop raices]: ¢ € K es raiz de p € K[z| & (x — ¢)|p(z)
(el resto es 0).

Definimos Z(p) como el conjunto de raices de p. -

[Prop varias]:

1. Si ¢1,c9, ..., ¢k raices distintas de p entonces (x —
c1)(x — e2)...(x — i) |p(x).

2. Si p € K[z] con gr(p) = n > 1 entonces p posee a
lo mas n raices distintas.

3. Seann >0y p,q € Klx] con gr(p) <nygr(q) <n.
Si p y ¢ coinciden en n + 1 puntos, entonces son
iguales.

[TFA (D'Alembert)]: Si p € C[z] es tal que gr(p)
n > 1 entonces p posee al menos una raiz en C.

Se deduce mediante esto que el polinomio p debe poseer
n raices en C.

[Factorizacién compleja): Si p € Clz| es tal que
gr(p) = n > 1 entonces existen «,cy, ..., ¢y, € Cy natu-

rales Iy, ..., 1y, > 1 tales que gr(p) =l + ... + I y:
p(x) = afx —c)1 . (x — e)lm
[Raiz conjugadal]: Sip € C[z] tiene todos sus coeficien-

tes reales, y z € C es raiz de P entonces Z es también
raiz de p.

[Factorizacion real]: Si p € R[z] es tal que gr(p) =
n > 1, entonces existen «,cy,...,Cm,P1,492, -, Ps, qs € R
tales que:

p(z) = a(m—cl)..(a:—cm)(x2 +p1x+q1)..(a:2 +pst+¢s)

Donde ¢ son las raices del polinomio y (22 + p1z +
q1), -, (z% + psz + ¢s) N0 tienen raices reales, y a = p,
en p.

[Coeficientes enteros]: Sea p € Rlz]. si £ € Q (ry s
primos relativos) es una raiz de p entonces r|py y s|pp.

[Ultima propiedad]: Si p € R[z] es ménico, con coefi-
cientes po, ..., pp—1 € Z entonces toda raiz racional de p
es entera y divide a pg.



