Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas

Universidad de Chile

MA1101-6 Introduccién al Algebra 2020, Otono

Profesora: Paulina Cecchi B.
Auxiliar: Patricio Yanez Alarcén
Correo: pyanez@dim.uchile.cl

fefm

Auxiliar 12: Anillos-Cuerpos-Divisores de 0

fecha 24/07

Resumen

[Subgrupo]: Sea (G, *) grupoy 0 # H C G. Di-
remos que H es subgrupo de G si (H, *) es grupo.

[Propiedades subgrupos]:

1. Sie € Gesel neutrode Gy ey € H es
neutro de H entonces e = eg.

2. Ademsds, sea x € H. 7! € G es el inver-

so de z en (G, x), y T es el inverso de x en
(H, ). Entonces 2! = T.

[Caracterizacién Subgrupos]: Sea H # (). En-
tonces:

(H, %) es subgrupo de (G,*) < Vo,y € H, zxy ' € H

[Subgrupo imagen]: Sea (G,x*) grupo, (K,A)
una estructura algebraica y f : G — K un mor-
fismo. Si H es subgrupo de (G, %), entonces f(H)
es subgrupo de (f(G), A).

[Lagrange]: Si (H, %) es subgrupo del grupo fini-
to (G, %), entonces |H| divide a |G]|.

[Anillo]: Una e.a. (4,4, ) se llamara anillo si:

e (A, +) es grupo abeliano.

e - es asociativa y posee elemento neutro en
A\ {0}.

e - distribuye con respecto a +.

En el caso de ser - conmutativo, (A, +, -) serd ani-
llo conmutativo.

[Morfismos de anillos]: f : A — B Sera mor-
fismo entre dos anillos (A, +,-) y (B, +,-) si:

flx+y)=f(z)+ f(y)
flx-y) = f(z)- f(y)
f)=1

[Algebra en anillos]: Si (4,4+,) es anillo y
x,y € A:

e 0-z=2-0=0

o (zy)=(-2)y=2-(-y)

o (-z)-(-y)==z-y

o —x=(-1)-z=x-(-1)
[Divisores de cero y dominio de integridad]:
Sea (A,+,-) un anillo. Un elemento a # 0 es di-
visor de 0 si Jy #0 talque a-y =00y -a =0.
A un anillo conmutativo y sin divisores de 0 lo
llamaremos dominio de integridad.

[Propiedad]: Si (A, +, ) anillo, entonces:
a es cancelable en (A, -) < a no es divisor de cero

[Cuerpo]: Una estructura (K,+,-) se llamard
cuerpo si:
e (K,+,-) es anillo conmutativo.

e Todo elementos en K\ {0} es invertible para

Equivalentemente (K, +,-) sera cuerpo si y solo
Si:

e (K,+) es grupo abeliano.
e (K\ {0},-) es grupo abeliano.

e - distribuye con respecto a +.

[Caracterizacién cuerpos finitos]: Si (K, +, )
es cuerpo, entonces K no tiene divisores de 0 (K
es dominio de integridad).

El reciproco se tiene si |K| es finito, es decir:

Si (K, +, ) es dominio de integridad con |K] finito,
entonces (K, 4+, ) es cuerpo.

“Manana se triunfa equipo”

Pato
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Sean (A, *4), (B,*p) grupos y f: A — B morfismo.

a) Demuestre que si (C,*4) es subgrupo entonces (f(C),*p) también lo es.

b) Demuestre que si (D, *p) es subgrupo entonces (f~1(D),*4) también lo es.

(G, %) un grupo abeliano y H, K C G dos subgrupos de G. Probar que el conjunto
H+«K={hxk|he HkeK}

es subgrupo de (G, *).

Sea X ={f:R—=>R: f(zx) = g;”jr'g, con a,b,c,d € R, y ab—cd = 1}. Demuestre que (X, o) es subgrupo
de (RR,0).

Sea (A, +,-) un anillo conmutativo.

(a) Sia € A esun divisor del 0 y b € A, tal que a - b # 0,entonces a - b es divisor del 0.

(b) Demuestre que si el producto de dos elementos es divisor del 0, entonces al menos uno de ellos es
divisor del 0.

Sea (A, +,-) un anillo conmutativo con unidad. Se define G C A por
G = {a € A | a tiene inverso para -}

(1) Mostrar que (G, -) es un grupo abeliano.
(11) Sea H = {a® | a € G}. Pruebe que H es subgrupo de G.
(1) Si A = Zg, encuentre Gy H.

Subgrupos y Lagrange
Sea (G, *) un grupo abeliano, y sean Py @) dos subgrupos de G. Se define

P+xQ={z€G|3(p,q) € PxQ tal que z = px*q}

a) Pruebe que PC PxQy Q C PxQ.

b) Pruebe que P * @ es subgrupo de G.

c¢) Suponga que |G| =36, |P| =12y |Q| = 18. Concluya que P xQ = G
Anillos

Sea (K,+,-) un cuerpo y (A, ®,®) un anillo. Sea f : K — A morfismo entre (K,+, ) y (4, ®,®) con
14 # 04. Demuestre que:

W = f(0K) =04

w V2 € K, f(—z) = —f(2)

» (f(K),®) es un subgrupo de (4, ®)
b) f(r) =04 x=0x

c) f inyectiva.
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Resumen

[Homomorfismos]: Una funcién f : A — B
es un morfismo entre las estructuras algebraicas
(A,%) y (B, A) si:

Va,y € A, flxxy) = f(x)Af(y)

Si f es biyectiva se dird isomorfismo.

[Props epimorfismos]: Si f : A — B epimor-
fismo entre (A, x) y (B, A), entonces se tienen las
siguientes propiedades:

1) Si (A, *) es asociativa, entonces (B, A) tam-
bien lo es.

1) Si (A,*) es conmutativa, entonces (B, A)
tambien lo es.

111) Si e es neutro para (A, *), entonces f(e) lo
es para (B, A).

IvV) Si a tiene inverso b para (A,x), entonces
f(a) tiene inverso f(b) para (B, A).

[Props. mas generales]: Sea f un morfismo de
(A,%) a (B,A), con neutros e4 y epg:

1) Siep € f(A), entonces eg = f(ea).

1) Sieg € f(A)y a € A tiene inverso b, enton-
ces f(a) tiene inverso f(b).

[Composicién |: Si f: A — B un homeomorfis-
mo de (A4, *) en (B,A)y g : B— C un homemor-
fismo de (B, A) en (C, o), entonces la composicién
de fcong, gof: A— C,esun morfismo de (A, *)
en (C,e).

[Estructuras isomorfas]: Dos estructuras (A, *)
y (B, A) son isomorfas, denotado (A, ) = (B, A),
si existe una funcién f: A — B isomorfismo.
Obs.: = es una relacién de equivalencia.

[Isomorfismo inverso]: Si f : A — B es un
isomorfimos entre (A, %) y (B, A), entonces f~ ! :
B — A es un isomorfismo entre (B, A) y (A4, *).

[Estructura de funciones]: Sea (B, *) una e.a.,
entonces (B4, ¥) sera una e.a., donde si f,g € B4
definimos f *g: A — B por:

(f x9)(x) = f(z) * g(x)
[Propiedades varias|:

1) Si (B,*) es asociativa, entonces (B4, x)
también.

1) Si (B,*) es conmutativa, entonces (B, %)
también.

1) Si (B,#) tiene neutro e, entonces f €
(B4, %) dado por f(z) = e (funcién cons-
tante) es neutro de (B4, *)

[Estructura de pares ordenados]|: Sean
(A1,%1) y (A1,%1) e.a., se define la l.c.i. ® sobre
Ay x Ag por: Para (a1,a2), (b,b2) € A1 x As:

(a1,a2) @ (b1,b2) = (@1 *1 b1, ag *2 ba)

[Propiedades varias|:

1) Si(A1,%*1),(Asg,*q) son asociativas, entonces
(41 x A2, ®) también.
1) Si(A1,%*1),(Asg,*2) son conmutativas, enton-
ces (A1 X Az, ®) también.
1) Si (Ap,#1),(Asg,*2) poseen neutros e; y es,
entonces (A1 X Ay, ®) posee neutro (eq, es)
1Iv) Si aj,as poseen inversos by,by en

(A1, #1),(Ag, *2), entonces (a1, az) posee in-
verso (b1, ba) en (A X Ag, ®).

= [Grupo]: Sea (G, *) una e.a., diremos que:

e Es grupo si * es asociativa, tiene neutro y
todo elemento posee inverso.

e Es grupo abeliano si es grupo y * es con-
mutativa.

= [Propiedades grupos]|: Sea (G, %) grupo, enton-

ces:
1) Va,b € Gyaxxy =b<sx =a 1 *b
Va,be G,zoxa=bs 2z, =b*xa?
Es decir, las ecuaciones tienen una tinica so-
lucion.
1) Va € G las funciones I,(z) = a*xz y
D,(x) = x * a son biyectivas.
111) El unico elemento idempotente es el neutro.
1v) Si (K,A) una ea.y f: G — K morfismo,
entonces (f(G),A) es grupo.

V) Si (K,A) una e.a., un morfismo f: G — K
es monomorfismo (inyectivo) si y solo si

7 ({ex}) ={ec}

= [Grupos importantes]:

e Si (G, %) es grupo (abeliano) y A # 0, en-
tonces (G4, %) es grupo (abeliano)

e Si (G1,%*1), (G2, *2) son grupos (abelianos),
entonces (G X Go,®) es grupo (abeliano).




