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Resumen

» [Ley de composicién internal: Dado A # (.
Se define una l.c.i. como:

x: AxA — A
(z,y) — axy

» [Estructura algebrica]: Si # es Led. en A, (A, =)
es llamado estructura algebraica. Si existe otra
lc.i A denotaremos (A, *, A)

s [Definiciones varias]: Sea (A, *) estructura al-
gebrica:

1) * es asociativa si: .
Va,y,z € A (xxy)*xz=a*(yxz2)
1) e € A, se dira neutro para * si:
YVeecAerxr=x+te==x

III) Si e neutro, y @ € A, diremos que x tiene

J

inverso si existe y € A tal que:

TRYy=Ykr=¢

V) # es conmutativa si:
Yo,y € Axxy=1y=*ux
V) a € A es absorbente si:
VecAxrxa=axx=a
vl) a € A es idempotente si

a#a=da

viI) a € A es cancelable si Yy, z € A:

aky=axz=y==z

yra=zra=y ==z

viir) Dado (A, #,A) diremos que A distribuye
con respecto a x si Vo, y,2 € A:

zAly * z) = (zAy) * (zAz)
(y* 2)Aw = (yAa) * (zAx)

[Cancelavilidad]: Sea (A,*) e.a., se tiene que
a € A es cancelable si y solo si las funciones
I(z) =a%axy Dy(2z) = 2%a para € A son
inyectivas

[Unicidad del neutro]: Una e.a. (A, *) posee a
lo més un neutro.

[Unicidad del inverso]: Si la e.a. (A, %) tiene
neutro e y * es asociativa, entonces los inversos
(en el caso en que existan) son Gnicos.

[Propiedades varias]: Si (A, *) es e.a. asociativa
con neutro e, entonces también cumple:

1) Si # € A posee inverso, entonces =1 tam-
bién. Mas atin (27 1)! = a.

1) Siz,y € A poseen inversos, entonces  * y
también y se tiene (zxy) ' =y lxa!

1) Sia € A posee inverso, entonces @ es cance-
lable.

P1. Sea (5, *) una estructura algebraica con neutro e y * asociativa. Para a € S fijo, invertible para

con inverso a~! € S se define la operacién A en S como sigue:

Va,y € S,

xA\Yy =z *ax*y.

I Demuestre que la ley /A es asociativa, tiene neutro y encuéntrelo.

Para los ejercicios de estructuras
algebraicas es necesario conocer
cada una de las definiciones
correspondientes, en este caso
lo que seria ser asociativo ,ser
conmutativo ,poseer elemento
neutroy poseer inverso

para la operacion.

También es importante considerar
la unicidad de estos dos ultimos
dado que esto nos proporcionara
una serie de resultados que nos
seran muy Utiles en el

estudio de las estructuras.

[a Intuicion nos debe decir que nos
definen cierta operacion y verificaremos s
cumplen las propiedades de
asociatividad ,elemento neutro

y existencia de inversa

donde cada una de estas se caracteriza,
de forma particular. La asociatividad
tomamos tres elementos arbitrarios

en el conjunto y los trabajamos. El
elemento neutro debe verificar que al
operarlo con un elemento cualquiera

del conjunto me entregue el mismo
elemento y el elemento inverso

serd el cual yo operé con un elemento

del conjunto y me entregué el

elemento neutro en caso de existir

nos respalda la teoria de estructuras
algebraicas y la matraca sera

ver las ecuaciones

*y

IT Caracterice los elementos invertibles para A y calcule el inverso de a para A.

a) Intuicién:
b) Teoria:

¢) Matraca:
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Comprobamos que funciona nuestro
candidato por derechay por izquierda, dado
que no sabemos si necesariamente es
conmutativa la operacion, ademas de esto
utilizamos que la operacion * era de
antemano asociativa, con elemento neutro e.
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P2. a) Sea S = {a,b,c} (donde a,b y c son todos distintos) y * la ley de composicién interna dada por la
siguiente tabla,

L O O

O O Q| *
SR O
O S Q0

Determine si * es asociativa en S. Identifique el elemento neutro de S, encuentre los inversos para
* y determine si son unicos.

Nev*n veamos que por la columna de c ,es decir, la tercera nos deja invariante los elementos
por lo que podemos concluir que se sera elemento neutro'!
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Notemos que nos entregan un conjuntg
con 3 elementos y ademds una ley de
composicién interna, lo que significa
que al menos tenemos cerradura para
la operacién. Lo cual se describe en la
tabla entregada. Veamos que por
columna se nos entrega un resultado
al operarlo con cierto elemento , como
son 3 elementos podemos operarlo
con otros 3 por lo tanto tendremos 9
resultados los cuales pueden ser
iguales o no lo importante es que
permanezcan dentro del conjunto.

Sabemos que Cés mw\w\uego veemes| Yarlstbl=axp=C A Mo s masadva.

Qe mes eadny ¢ poia camd
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con lo que podemos ver que a es inverso de si mismo pero a su vez b también es invers
de a por lo que en realidad ,a posee dos inverso lo cual es una contradiccién porque

el inverso debe ser Unico para cada elemento (los elementos de S son
diferentes entre si)




P3. a) Sea G = (—1,1) CR, y sea % la ley de composicién interna definida por V?t,l) q -ipd
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donde en un comienzo verificamos la cerradura de la operacién pues tiene que
estar definida dentro del conjunto ,posterior a esto vemos cada una de las distintas
propiedades. Por otra parte como heredamos las buenas propiedades de la

suma y la multiplicacién en Los Reales la intuiciéon nos dird qué conmutar, asociar,
poseera elemento neutro y elemento inverso posible de despejar a través de

una ecuacion.

1)asociatividad: tomamos tres elementos arbitrarios y los calculamos por separado
luego verificamos que nos entregan el mismo valor por lo que por la transitividad
de la relacién del equivalencia de la igualdad se tiene lo pedido.

2) neutro: imponemos la ecuacion de a *e = a de donde podemos despejar, luego este
sera nuestro candidato a neutro para la operacién * donde verificamos que se
cumpla por ambos lados.

3) inverso: como ya tenemos un elemento neutro imponemos un elemento cualquiera
operado con otro que nos dé el elemento neutro ya encontrado. Una vez con esta
ecuacion despejamos el elemento neutro que en este caso nos da el inverso aditivo
del elemento original.

4)conmutatividad: tomamos dos elementos arbitrarios y verificamos quea*b =b *aen
su defecto la suma conmuta y el producto igual lo que nos permite concluir
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b) Se define en R la ley de composicién interna * por:

xxy = /xS +y° Vae,y € R

Muestre que la funcién f(z) = 2° es un isomorfismo de (R,*) en (R,+) y que también es un

isomorfismo de (R,-) en (R, ), donde las operaciones + y - denotan la suma y producto usuales en

R.

« [Homomorfismos]: Una funcién f : A — B
es un morfismo entre las estructuras algebraicas
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el ser un isomorfismo equivale a ser un morfismo biyectivo por lo que habra que
verificar estas condiciones el ser morfismo sélo es ver que a través de la funcion se
separa en operaciones Por otra parte la biyectividad la probaremos como es de
costumbre




P4. a) Demuestre que para cada k € Z, la funcién f : Q — Q dada por f(q) = kg es un automorfis-
mo.(Grupo Aditivo y k # 0)
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