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Ingenieria Matematical
FACULTAD DE CIENCIAS
c FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

Légica

1.1 Introduccién

La légica le proporciona a las matemaéticas un lenguaje claro y un método preciso para
demostrar nuevas afirmaciones a partir de otras ya establecidas o dadas (a estas tltimas
se les denomina axiomas). Por ejemplo, las definiciones, nociones primarias de geometria
clasica y los axiomas de Euclides, junto con las reglas de deduccién légica, son los que dan
lugar a los teoremas (afirmaciones correctas) de la geometria euclidiana.

Un ejemplo de nocién primaria es la de punto. Un ejemplo de axioma es el que dice que por
un punto ubicado fuera de una recta L pasa una y sélo una recta paralela a L. Un ejemplo
de teorema es: La suma de los dngulos interiores de cualquier tridngulo es 180°.

Sin la légica los axiomas serfan un montén de verdades aceptadas, pero no tendrian conse-
cuencias. La légica, sin embargo, les da sentido y permite deducir nuevas verdades (teoremas)
que antes no conociamos.

Al ser la légica la que estipula las reglas de deduccién viélidas, no es de extranar que
comencemos con su estudio. El punto de partida en ella son las nociones primarias tales
como proposicion, valor de verdad y las formas de operar con verdades preestablecidas a
través de conectivos logicos.

1.2 Proposiciones y valor de verdad

Definicién 1.1 (Proposicién légica) Una proposicion es una afirmacion que siem-
pre toma uno de los valores de verdad posibles: verdadero (V') o falso (F).

Ejemplo:

= En el contexto de la aritmética, “2+1=5" y “1 > 0” corresponden efectivamente a
proposiciones. Mds aun, sus valores de verdad son F'y V', respectivamente.

= También son proposiciones: “Estoy estudiando ingenieria” y “Esté lloviendo en Valdi-

via”.



» Si E es un conjunto, “e es un elemento de E” (equivalentemente, también se dice “e
pertenece a E”) es una proposicién usualmente denotada “e € E”. La proposicién es
verdadera si el elemento e efectivamente es parte del conjunto F, y es falsa en caso
contrario.

= No es una proposicién: “Siéntate”.

Tipicamente, notaremos a las proposiciones con letras minusculas: p, g, r, etc., y en ocasiones
las distinguiremos con sub-indices como p1, pa, ..., Pn, -..

1.3 Conectivos légicos

Los conectivos l6gicos sirven para construir nuevas proposiciones a partir de proposiciones
ya conocidas. El valor de verdad de la nueva proposicién dependera del valor de verdad
de las proposiciones que la forman. Esta dependencia se explicita a través de una tabla de
verdad.

Definicién 1.2 (Negacién) La proposicion D (a menudo también denotada —p o ~ p)
se lee “no p” y es aquella cuyo valor de verdad es siempre distinto al de p. Fsto se
explicita a través de la siguiente tabla de verdad.

p
14
F

<

Ejemplo:
= La negacion de “mi hermano ya cumplié 15 anos” es “mi hermano ain no cumple 15
anos”.
= La negacién de “e pertenece a E” es “e no pertenece a E” y se denota “e ¢ E”.

o

Por actuar sobre una sola proposiciéon, decimos que la negacién es un conectivo légico unario.
El resto de los conectivos logicos que definiremos actiian sobre dos proposiciones, por lo que
nos referimos a ellos como conectivos 1égicos binarios.

Definicién 1.3 (O légico o disyuncién) La proposicion pV q, que se lee “p o q”7, es
verdadera cuando al menos una de las dos proposiciones, o bien p o bien q, es verdadera.
En otras palabras, tal como se aprecia en la siguiente tabla de verdad, si se afirma que
se tiene pV q lo que se estd diciendo es que p y q nunca son simultdneamente falsas.
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Ejemplo: La proposicién “manana llovera o manana no lloverd” es verdadera. &

Definicién 1.4 (Y 16gico o conjuncién) La proposicion pAq se lee “p y q”. Tal como
se aprecia en la siguiente tabla de verdad, si se afirma que se tiene p A q, lo que se estd
diciendo es que ambas proposiciones son verdaderas.

| pAg
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A continuacion definiremos el que probablemente es el conectivo logico mas dificil de en-
tender. Todos estaremos de acuerdo en considerar verdadera la proposicion “si el sefior K
estd en Valdivia, entonces el sefior K estd en Chile”. ;Por qué? Puesto que estar en Chile
es consecuencia de estar en alguna de sus ciudades.

Definicién 1.5 (Implicancia) La proposicion p = q se lee “p implica q” o “si p,
entonces q”. Para estudiar su valor de verdad nos debemos concentrar en el caso de que
la hipdtesis p sea verdadera. Ahi tenemos que determinar si basta con esa informacion
para establecer que la conclusion q es verdadera. En resumen: si se afirma que se tiene
p = q, lo que se esta diciendo es que si p es verdad, entonces necesariamente q serd
verdad. Todo esto se explicita a través de la siguiente tabla.

| p

<<
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Observar que por definicién F' = V es una proposicién verdadera, es decir, que si la hi-
potesis es falsa, entonces aceptaremos inmediatamente que la implicancia es verdadera,
independiente del valor de verdad de la conclusién. A menudo esto causa extrafnieza ;Por
qué aceptamos como correcto concluir algo verdadero a partir de algo falso? El siguiente
ejemplo ayuda a entender la razén.



Ejemplo: Sea p la afirmacién “1 = 27, lo que es evidentemente falso en el contexto de la
aritmética. Multiplicando ambos lados de la igualdad por 0 concluimos que 0 = 0 -1 =
0-2 = 0. Luego, si g es la afirmacién “0 = 07, sigue que, a partir de algo falso como p, es
vélida la deduccién de algo verdadero como ¢q. Es decir, es verdadero que p = q. O

Definicién 1.6 (Equivalencia) Decimos que la proposicion p es equivalente con la
proposicion q (o que “p si y sdlo si q”), y escribimos p <= q, cuando basta con
conocer el valor de verdad de una (p o q) para saber el valor de verdad de la otra ya que
éste siempre es el mismo.

| p
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Ejemplo: Por ejemplo “el paralelogramo dibujado en la pared tiene todos sus dngulos
iguales” es equivalente con la proposicion “las diagonales del paralelogramo dibujado en la
pared miden lo mismo”. O bien ambas son verdaderas o bien ambas son falsas. &

Dadas un conjunto de proposiciones podemos formar otras mas complejas combindndolas
recursivamente mediante conectivos logicos. Especificamente, si ¢ y ¢ son proposiciones,
entonces también lo son (¢) y (¢) * (¢) donde * es cualquier conectivo 16gico binario (por
ejemplo, V, A, =, ...).

Ejemplo: ((p = ¢q) Vs) <= (pAs) es una proposicion. O

Para evitar expresiones demasiado complicadas adoptaremos convenciones que nos permi-
tirdn dar por sobreentendidos, y por lo tanto eliminar, algunos paréntesis. Lo haremos de
manera similar al caso de las operaciones aritméticas + y x, donde estamos acostumbrados
a omitir los paréntesis de una expresién como 2+ (3 x 5) pero sabemos que no podemos omi-
tirlos de (2 + 3) x 5. Esto ultimo porque la convencién es que x debe realizarse primero, es
decir, tiene “mayor precedencia” que +. Para el caso de los conectivos 1égicos, establecemos
el siguiente orden de precedencia:

Mayor: -
Intermedio: V, A,
Menor: =, &= .

Si x y o son ambos conectivos 16gicos y x tiene mayor precedencia que o, entonces podemos
omitir, sin temor a generar ambigiiedad, los paréntesis de la expresién (p x ¢) o r. Dicho de
otra forma, la expresion p x g or se entenderd que denota (p*¢q) or dado que * tiene mayor
precedencia que o. Por la misma razén, no se pueden omitir los paréntesis de la expresion
px(gor).

Ejemplo:



pAS.
» [(p=q) AN (g=r1)] = (p=r) se puede escribir como (p = q) A (g=1)= (p=1).

¢

» ((p=q)Vs) < (pAs) se puede escribir como (p = q) Vs <

De ahora en adelante, siempre omitiremos los paréntesis superfluos.

1.4 Tautologias

Definicién 1.7 (Tautologia) Una tautologia es una proposicion que, sin importar el
valor de verdad de las proposiciones que la constituyen, es siempre verdadera.

Ejemplo: Las siguientes afirmaciones son tautologias:

= pVDp.
= p=>pVg.
» (p = q) = (¢ = p).

o

Las tablas de verdad son una forma sencilla, aunque tediosa y poco informativa, de veri-
ficar que una afirmacién (proposicién) es una tautologia. Estas son tablas cuyas primeras
n columnas estan asociadas a las n proposiciones que aparecen en la afirmacion. En estas
columnas aparecen todos las posibles combinaciones de valores de verdad de las n pro-
posiciones. Luego, la tabla de verdad tendra 2" filas. Las siguiente columnas de la tabla
corresponden a cada uno de los paréntesis que aparecen en la afirmacién. Para cada una
de estas columnas, en cada fila, se anota el valor de verdad de la afirmacién contenida en
el correspondiente paréntesis cuando se da la combinacién de valores de verdad a los que
corresponde la fila de la tabla. El orden en que aparecen estas columnas es tal que permite
su calculo en base a las columnas previamente llenadas. La tdltima columna corresponde
a la afirmacién que se quiere determinar si es tautologia, y se calcula igual que las recién
descritas.

Ejemplo: Demostraremos, desarrollando una tabla de verdad, que la primera proposicién
del ejemplo anterior es tautologia.

| pVp
A%
A%
O
Todas las tautologias son equivalentes entre si y se pueden reemplazar por la proposicion

V. Por ejemplo pVp <= V. Esto es similar a lo que hacemos cuando reemplazamos el
término (z — z) por 0.

<
< H|



Definicién 1.8 (Contradiccidn) Asi como ezisten las tautologias existen las contra-
dicciones. Son proposiciones siempre falsas.

Las contradicciones son todas equivalentes a la proposicién F'. Por ejemplo, p A p.
Claramente, una proposiciéon p es una contradiccion si y sélo si p es una tautologia.

Vamos a listar una serie de tautologias de la forma A <= B. El uso que se les dara
es el siguiente. Cada vez que en una cierta proposicién aparezca la expresion A, puede
reemplazarse por B. Y viceversa. El lector debe demostrar, como ejercicio, la condicién de
tautologia de algunas de ellas usando tablas de verdad.

Proposicién 1.9 (Tautologias bésicas) Las siguientes son tautologias:

= Dominancia: pVV <= V, pANF < F.

» Identidad: p ANV <— p, pVF < p.

= Idempotencia: p ANp <= p, pVp < p.

» Doble negacion: —(—p) < p.

= Tercio excluso: pVp < V.

= Consistencia: pAD < F.

w Absorcion: pV (pAq) < p, pA(PVq) < p.
s Relajacion: pANq=p, p=pVq.

» Caracterizacion de la implicancia: (p = q) <= pV q.

Proposicién 1.10 (Algebra Booleana) Las siguientes son tautologias:
» Leyes de De Morgan: pANq <= pVq, pVq < pAQq.
= Conmutatividad.
—delV:pVq < qVp.
—del N\:pNq <= qADp.
= Asociatividad.

—delV:pV(gVr) < (pVq) Vr.
—delN\:pAN(gNAT) <= (PN AT.
» Distributividad.

— del N\ con respecto al V:
pA(gVr) <= (pAQV(AT), (@Vr)Ap < (¢Ap)V (rAp).
— del V con respecto al N:

pV(gAr) <= (pVa) A(pVr), (gAT)Vp <= (gVp)A(rVp).



La asociatividad del A y del V nos permite omitir algunos paréntesis. Al igual que la aso-
ciatividad del 4+ nos permite omitir algunos paréntesis de la expresiéon (1+(2+(3+4)))) v
simplemente escribir 1424344, podemos también omitir los paréntesis de (pA(gA (T As)))
y escribir p Ag AT A s.

Proposicion 1.11 Las siguientes afirmaciones son tautologias:
(1) Equivalencia dividida: (p <= q) <= (p= q) N (¢ = p).

(11) Demostracion por casos:

@'V = q = @ = Jr0" = a).

Verificacion simbdlica y exploratoria

Cuando queremos verificar que cierta proposicién es tautologia evitaremos usar tablas de
verdad y sélo nos permitiremos usar (como conocidas) las tautologias que aparecen en
las secciones anteriores. Esto lo haremos de alguna de las dos formas que se ilustran a
continuacién.

Ejemplo (de demostracion simbdlica): Probemos que la siguiente proposicién es una
tautologia:

(p = q) = GAYV(PAQ.

En efecto:

p <= q <= P=>9N(g=Dp) (por Equivalencia dividida)
<~ (pVq) AN(@VDp) (por Caracterizacién de la implicancia)
— [PV AGVI[PVq) Ap] (por Distributividad del A ¢/r al V)

= [(PADV (@AD]VIEAP)V(gAP)
(por Distributividad del A ¢/r al V)
<~ [(pAqQ) VF]VI[FV(qAD)] (por Consistencia)
<~ (pVq) V(pAQ). (por Morgan e Identidad)

¢

Ejemplo (de demostracién exploratoria): Demostremos exploratoriamente, que la
siguiente proposicién es tautologia:

p=DN(r=q9=@=T7).

Vamos a asumir que tanto p = ¢ como r = ¢ son verdaderas. Es decir, nos ocupamos
s6lo del caso en que la hipdtesis es verdadera (el otro caso, en que la hipétesis es falsa, es
trivial, puesto que por definicién de la implicancia algo falso implica cualquier cosa). Lo que
debemos hacer es concluir que p = 7 es verdadera.

» Caso 1 (p es falsa): Este caso es facil, pues de la definicién de implicancia se tiene
inmediatamente que F' = T es verdadera.



» Caso 2 (p es verdadera): Como asumimos que p = § es verdadera, se tiene que ¢
es falsa. Como r = ¢ se asume verdadera y como ¢ es falsa, r tiene que ser falsa. Por
lo tanto, como r es falsa, se tiene que p = 7 es verdadera.

%

Nota: La constantes reiteraciones de “p es verdadera” o “A es una tautologia” rapidamente
se torna molesta. En general se omiten tales repeticiones dandolas por sobreentendidas u

ocupando expresiones alternativas como “se tiene p”, “entonces p”, “se cumple p”, “se deriva

p”, etc.

1.5 Técnicas de demostracion.

Las tautologias que se listan en la Proposicién y en el siguiente resultado son particular-
mente tutiles para probar afirmaciones pues cada una da lugar a una técnica de demostracién.

El lector debe probar, como ejercicio, la gran mayoria, ya sea de manera simbdlica o explo-
ratoria.

Proposicion 1.12 Las siguientes proposiciones son tautologias:
(1) Regla de separacion (Modus Ponens): p A (p = q) = q.
(1) Transitividad: (p = q) A (g=1r)= (p=7r).
(1) Contrarreciproca: (p = q) < (¢ = D).
(tv) Contradiccion o Reduccion al absurdo: [(p = q) <= V| <= [pAqg= F].

Dem. Propuesta. [l

La tautologia de la parte de la proposicién anterior puede interpretarse de la siguiente
forma: Para demostrar la implicancia p = ¢ basta probar que si suponemos que —g es un
axioma més que asumimos como verdadero (junto con la hipdtesis p), entonces obtendriamos
una inconsistencia. Luego, la tnica opcién vélida es que —¢q sea falsa, es decir, se cumpla
q. Otras formas alternativas que toma la referida tautologia se muestran en el siguiente
resultado.

Corolario 1.13 (Otras formas de Contrareciproca) Las siguientes proposiciones son
tautologias:

= (p=4q) <= (pA7=F).

" (g = V) = (g=7F).

Dem. Ambas tautologia se obtienen de la Proposicién parte La primera obser-
vando que
(p=q < [p=q) < V]



La segunda, reemplazando p por V' y observando que (V = ¢q) <= qy que VA7 < 7.
O

A continuacion ilustramos cémo una de las tautologias de la Proposicion y otra del
Corolario dan lugar, cada una, a una importante estrategia de demostracién. En las
secciones siguientes haremos algo similar para las tautologias restantes.

Ejemplo (de demostraciéon por Contrarreciproca): Decimos que a es un nidmero
racional, si @ = m/n con m y n enteros, n # 0. Probemos que:

3a no es racional = a no es racional.
La técnica de demostracién por contrarreciproca nos dice que es equivalente probar que
a es racional = 3a es racional.

Comprobemos lo tltimo. Supongamos que a es racional. Luego, a = m/n con m y n enteros,
n # 0. Sigue que 3a = 3m/n, o sea 3a = m//n con m’ = 3m entero y n # 0 entero, por lo
que concluimos que 3a es racional.

Nota: Es ilustrativo que el lector intente hacer una demostraciéon “directa”. Es decir, su-
ponga que 3a no es racional, y pruebe que a no es es racional. No es evidente cémo proceder
con dicho argumento. &

Ejemplo (de demostracién por Reduccién al absurdo): Probemos que v/2 no es
racional.

La técnica de demostracién por contradiccién (version del Corolario[1.13]) nos dice que basta
suponer que /2 es racional y deducir algo evidentemente falso.

En efecto, supongamos que /2 = m/n para m y n enteros positivos. Como podemos cancelar
cualquier factor comtn que tengan m y n, podemos suponer que no tienen divisores comunes,
salvo el 1. Elevando al cuadrado la identidad v/2 = m/n y despejando, sigue que m? = 2n?.
Luego, m? es par y se tiene que m es par. O sea, m = 2k para algiin entero k. Reemplazando
en la identidad m? = 2n? y despejando, obtenemos que n? = 2k?, por lo que n? es par y,
argumentando como antes, concluimos que n es par. Pero esto no puede ser, puesto que
entonces n y m comparten a 2 como divisor y habiamos dicho que no tenian divisores
comunes. Hemos deducido algo claramente falso, como queriamos (decimos que llegamos a

una contradiccién). &



Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

© 0N w D

10.
11.

12.
13.

14.

15.
16.

17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.

24.

25.
26.

“25-11” no corresponde a una proposicion logica.

“; Podras venir manana?” es una proposicién légica.

“r — 11” corresponde a una proposicién logica, si se reemplaza x por un numero.

“25 — 11 < 0” corresponde a una proposicion légica.

El valor de verdad de la proposicién p es siempre distinto al de p.

Existen proposiciones légicas p tales que p tiene el mismo valor de verdad que el de p.
Si p es falsa, entonces la proposicién p V q es siempre falsa.

La proposicién p V ¢ es verdadera cuando p y ¢ no son simultaneamente falsas.

La proposicién p V q es verdadera cuando al menos una de las proposiciones p 6 ¢ es
verdadera.

La proposicién p A ¢ es falsa sélo si p y ¢ son falsas.

Existe una proposicion logica p tal que p A g es siempre verdadera, sin importar el
valor de verdad de gq.

Basta que p sea falsa, para que la proposicién p A ¢ sea siempre falsa.

Si una proposicién compuesta es tautologia, sin importar el valor de verdad de las
proposiciones que la constituyen, es verdadera.

Dada una proposicién compuesta p, si existe una asignacion de valores de verdad
para las proposiciones que la constituyen que la haga verdadera, entonces p es una
tautologia.

Una tautologia cualquiera g, es siempre equivalente a la proposiciéon p = p.

El valor de verdad de la proposicién p V p es siempre el mismo, sin importar el valor
de verdad de p.

Existe un valor de verdad para p, tal que la proposicién p V p es falsa.

El valor de verdad de la proposicién (p A ) V (p = ¢) puede ser falso.

La negacién de la proposiciéon pV gespV gq.

La negacién de la proposicion pV q es p A q.

La negacién de la proposicion pV g es pV q.

La proposicién (p V q) V r es equivalente a la proposicién (pV r)V (q V r).

La proposicién (p V q) V r siempre tiene el mismo valor de verdad que la proposicién
(rVaq)Vp.

La proposicién (p V ¢) V r siempre tiene el mismo valor de verdad que la proposicién
(pVr)AlgVr).

La proposicién (p A q) V p es verdadera s6lo cuando q es verdadera.

La proposicién (p A q) V p es verdadera si p es verdadera.
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27.
28.
29.
30.
31.

32.

33.

34.
35.
36.
37.

38.
39.
40.
41.

Si la proposicién (p A q) V p es falsa, necesariamente ¢ es falsa.

La proposicién p = F es siempre falsa.

La proposicién p = P es siempre falsa.

La proposicién p = ¢ es siempre verdadera si el valor de verdad de p es falso.

Si la proposicién p = ¢ es verdadera y p también lo es, necesariamente ¢ es
verdadera.

Si la proposicién p = (¢ = r) es verdadera y p también lo es, necesariamente r
es verdadera.

Si la proposicién (p = ¢q) = r es falsa y p es verdadera, necesariamente ¢ es
verdadera.

La proposicién p <= V tiene siempre el mismo valor de verdad que p.
La proposicién p <= F' es equivalente a la proposiciéon p V F'.
La proposicién (p <= q) = (p = q) es una tautologia.

Si la proposicién ((r == p) A (p = ¢q)) es verdadera, la proposicién r = ¢
también lo es.

La proposicién ((§ = p) A (¢ = 1)) = (F = P) es una tautologia.
La proposicién (p = ¢q) <= (p = ) es tautologfa.

La negacién de la proposicién p = g es (p A Q).

La negacién de la proposicion p = gesp — q.

Guia de Ejercicios

Demuestre usando tablas de verdad que las siguientes proposiciones vistas en la tuto-
ria, son tautologias:

a) (pvp) = V.

b) (p = ¢ = (V9.

c) (pVq) < PAT

d) ((gvr)Ap) < (gAp)V(rAp).

. Escriba las siguientes proposiciones légicas, de manera equivalente, sélo usando los

conectivos légicos de implicancia ( = ) y negacién ( = ):

EACHCACS

. Se define el conectivo légico pl¢ <= p V q. Escriba usando sélo el conectivo |,

proposiciones equivalentes a las siguientes:

11
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> <
| ==
Q

. Sean p, ¢, r proposiciones logicas. Demostrar usando tablas de verdad que las siguientes
proposiciones son tautologias:

. Sean p, q, r proposiciones légicas. Demostrar sin usar tablas de verdad que las siguien-
tes proposiciones son tautologias:

o |0 |T|®
S N N N N

. En cada caso, con la informacién entregada, determine el valor de verdad de la pro-
posicién r:

r = q es falsa.

q = T es falsa.

p = (qVT) es falsa.

7 <= qesverdaderay (pAq) = s es falsa

(r = p) = (pAq) es verdadera y ¢ es verdadera.

o &l |T|®
S N e N N

Guia de Problemas

. Sean p, q,r proposiciones. Probar sin usar tablas de verdad que la proposicién pre-
sentada en cada item es una tautologia. Trate de aprovechar la forma que tiene cada
proposicién, usualmente el hecho de que sea una implicancia.

a) (20min.) (pVq <= pAr) = ((¢ = p)A(p = 1))
b) (20 min.) (p = PA(r = ¢q) = (» )

¢) (20 min.) (p = q) = [(gAr) = (pAT)]

d) 20min.) [(p = PAFVYAT] = D

. En esta parte, dada una hipétesis (una proposicién que se sabe es verdadera), debera
estudiar el valor de verdad de otra proposicion.



|

o
—

a) (20 min.) Sean p, g, proposiciones. Averiguar si la equivalencia pV (¢ A1) <

(pVr)Aq puede ser verdadera sin que lo sea la implicancia p = ¢. Es decir, use
la informacién de la hipdtesis para sacar conclusiones de los valores de verdad de
las proposiciones involucradas.

(25 min.) Determine el valor de verdad de las proposiciones p, q,r y s si se sabe
que la siguiente proposicién es verdadera.

[s = (rv7)] = [(p = ¢) AsAT]

(25 min.) Sean p, ¢, 7, s proposiciones que satisfacen que la siguiente proposicién
es verdadera:

(q es verdadera) A [(p A q) no es equivalente con (r <= s)].

Demuestre que el valor de verdad de la proposicion:
[(pAT) V(G = s)] = [pV(rAs)

es verdadero para todas las combinaciones de valores veritativos que cumplen la
hipotesis.
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— SEMANA 02:

Ingenieria Matemética
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

Légica

1.6 Cuantificadores

La Légica Proposicional no nos permite hacer cierto tipo de deducciones que a todas luces
quisiéramos (y necesitamos) poder hacer, como por ejemplo:

Toda persona que nace va a morir.
Yo naci.
Yo moriré.

Por otro lado, la Loégica Proposicional nos permite deducir que: si p1 A pa A ... A p, €s
una proposicién verdadera e ¢ un entero dado, 1 < i < n, entonces debe ocurrir que p; es
verdadera. La conclusion es valida dado que la siguiente proposicién es una tautologia:

PLADP2 N ANDp = P;. (1)

Sin embargo, no tenemos el lenguaje matematico para escribir una expresién que nos permi-
ta afirmar que todas las proposiciones p, son verdaderas, cualquiera sea el entero positivo
n. En particular, no podemos expresar que si tenemos una infinidad de proposiciones verda-
deras, digamos p1,p2,...,Pn,- .., € 1 €8 Un entero positivo fijo, entonces p; es verdadera. La
Logica de Primer Orden es una extensiéon de la Logica Proposicional que valida este tipo de
deducciones. Pero, més importante aun, describe cémo hacerlas correctamente. El primer
concepto clave de este nuevo tipo de logica es el siguiente:

Definicién 1.14 (Funcién proposicional o predicado) Una funcién proposicional
P(x,y,z,...) es una expresion que depende de una o mds variables x,y, z, ... que al ser
reemplazadas por elementos de un conjunto de referencia E hacen que P se transforme
en una proposicion. Es decir, que tome el valor V o F.

Siempre se asume que el conjunto de referencia E contiene al menos un elemento.

Las funciones proposicionales suelen denotarse por letras mayusculas como P, Q, R, S, ...
Ejemplo:
= Si p es una proposicién légica, entonces P(x) : “p” es un predicado, cualquiera sea el
conjunto de referencia.

14



» P(x) : “z es un jugador de fitbol” es un predicado sobre el conjunto de referencia de
personas. Notar que P(Alexis Sanchez) es verdadera y que P(Nicolds Massu) es
falsa.

s Q(x) : “x —5 <07, es un predicado sobre el conjunto de nimeros enteros. En particu-
lar, Q(2) es verdadera, pero Q(6) es falsa.

» P(a,b,c) : “2a +b > ¢” es un predicado sobre el conjunto de nimeros reales. En
particular, P(1,0,0) es verdadera y P(—%, 1,1) es falsa.

¢

Usaremos P(z,y, z,...) de dos formas distintas:

= Para referirnos al predicado mismo y mostrar que x,¥,z,... son las variables que
reemplazamos por elementos del conjunto de referencia.

= Para referirnos, cuando z,y, 2, ... son reemplazadas por elementos del conjunto de
referencia, a la proposicion que se obtiene de haber hecho el reemplazo en el predicado.

La expresividad de la Légica de Primer Orden viene dada por la posibilidad de “cuantificar
universalmente”, es decir, de poder hablar de todos los elementos de un conjunto, inde-
pendiente de cudntos elementos tenga el conjunto. Para ello, se introduce el cuantificador
universal. Este se representa con el simbolo V, que juega un rol similar al A en . Si P(x)
es un predicado en una tnica variable x con conjunto de referencia F y, recordando que la
proposicién “e es un elemento de E” la denotamos “e € E”, entonces se tiene:

Definicién 1.15 (Cuantificador universal) La expresion (Vx € E, P(x)), que se lee
“para todo equis en E, pe de equis”, es una proposicion verdadera si al reemplazar x por
cualquier elemento en E se verifica que P(x) es verdadera.

En palabras, lo que la definicién anterior nos dice es que (Vax € E, P(x)) corresponde a la
proposicién “P(e) es verdadera siempre que e pertenece a E”.

Ejemplo: La afirmacién (Vo € E, P(z) V P(x)) es verdadera, porque por Tercio excluso,
P(z) V P(x) <= V. Luego, por definicién de cuantificador universal, se tiene (Vz €
E, P(z) v P(z)). &

En general, una definicién establece una equivalencia que aceptamos como verdadera. Por
Equivalencia dividida (Proposiciénparte sabemos que una equivalencia corresponde
a una doble implicancia. A veces, como cuando se trabaja con cuantificadores, al utilizar
una definicién resulta més claro senalar cual de las dos implicancias involucradas se esta
utilizando. Para facilitar lo anterior, a continuacién le asignamos un nombre a cada una de
las dos implicancias implicitas en la Definicién [1.15

= Instanciacién universal: Si e € F es un elemento arbitrarioﬂ entonces se cumple que:

(Vz € E, P(z)) = P(e).

!Por arbitrario entendemos que, aparte de pertenecer al conjunto de referencia E, no hay ninguna premisa
establecida sobre e.
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» Generalizacién universal: Si se cumple P(e) para e € E arbitrario, entonces (Vx €
E, P(x)) es verdadera.

Maés que determinar el valor de verdad de expresiones como (Vz € E, P(z)), lo que usual-
mente haremos es derivar nuevas expresiones potencialmente también cuantificadas que son
equivalentes o implicadas a partir de otras expresiones cuantificadas.

Ejemplo: Considerando nuevamente el ejemplo del comienzo de esta seccién, o sea P(x) :
“Si la persona x nace, entonces x morird” y tomando como E el conjunto de todas las perso-
nas (nacidas o por nacer), por Instanciacién universal, aceptamos como vélida la conclusién
que “Yo moriré”. &

Observar que si P(x) es sobre un conjunto de referencia E = {ej,...,e,}, y si denotamos
por p; la proposicién P(e;), entonces

(Vz € E,P(x)) <= p1iAp2/A...NADp.

Luego, para tal conjunto E, Instanciacién universal corresponde exactamente a la tautolo-

gia .

Definicién 1.16 (Contraejemplo) Un elemento e € E tal que P(e) es falsa se deno-
mina contraejemplo de (Vx € E, P(x)).

Ejemplo: Considerando otra vez el predicado P(z) : “x es un jugador de futbol” y el conjun-
to de referencia E de todas las personas, se tiene que Nicolas Massu es un contraejemplo
a (Vx € E, P(x)). O

Notar ademés que si P(z) es un predicado en una tnica variable x, entonces (Vo € E, P(x))
es una proposicién. Pero, en el caso de funciones proposicionales en mas de una variable,
al cuantificarlas obtenemos otro predicado, por ejemplo, al cuantificar Q(y, z) obtenemos
(Vy € E,Q(y, z)) que es un predicado en la variable z. Si volvemos a cuantificar, obtenemos
(Vz € E,(Vy € E,Q(y, z)) que por convencién se escribe omitiendo paréntesis simplemente
como (Vz € E,Vy € E,Q(y, 2)).

A continuacién veremos un ejemplo de proposiciéon construida usando el cuantificador uni-
versal y como se prueba la veracidad de dicha proposicién. Aprovecharemos de ilustrar una
de las técnicas de demostracién mencionadas en la seccién anterior. A saber, demostra-
ciéon por Equivalencia dividida. La técnica se basa en la tautologia de la parte de la
Proposicién Es decir, en:

(r <= s) < (r=s)A(s=r).

Esta nos permite dividir la demostracién en dos partes, ya que en lugar de verificar que
r <= s, basta comprobar que se tienen (r = s) A (s = r). Esto, a su vez, lo hacemos
verificando por separado que r = sy que s = r.

Ejemplo: Verifiquemos que se tiene:

(Vx e E,P(x) NQ(z)) <= (Vz € E,P(x)) A (Vz € E,Q(x)).

(=) En efecto,
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Paso Afirmacion Justificacién

(1) (Vx € E, P(x) A Q(x)) por Hipdtesis.

(2) P(e) NQ(e) con e € E arbitrario por (1) e Instanciacién universal.
(3) P(e) con e € E arbitrario por (2) y Relajacion.

(4) (Vz € E, P(x)) por (3) y Generalizacién universal.
(5)  Q(e) con e € E arbitrario por (2) y Relajacién.

(6) (Vz € E,Q(x)) por (5) y Generalizacién universal.
(7) (Vz € E,P(x)) AN(Vz € E,Q(x)) por (4), (6), y definicién de A.

Nota: En realidad, es muy raro (y poco “amigable con el lector”) presentar las derivaciones
en forma de tabla. Lo usual es hacerlo en palabras, en el entendido que pueden reemplazarse
por derivaciones con tablas si uno quisiera. Por ejemplo, lo natural es que la derivacion
anterior se presente asi:

Por hipétesis, asumimos que se tiene (Vx € E, P(z) A Q(x)). Luego, para e € E
arbitrario, se cumple P(e) A Q(e). Es decir, se tienen tanto P(e) como Q(e).
Sigue que (Vx € E, P(z)) y (Vo € E,Q(x)) son verdaderas. Por definicién de A
obtenemos la conclusién deseada. Por lo tanto (Vo € E, P(x)) A (Vz € E,Q(x)).

Notar que ni siquiera se explicitan las reglas de inferencia que involucran cuantificadores.
Adoptaremos esta convencién en el resto del curso, salvo por esta seccién, donde seguiremos
presentando las demostraciones tanto en tabla como en la forma recién ilustrada.

(<) En efecto,

Paso Afirmacion Justificacién

(1) (Vz € E,P(x)) AN (Vz € E,Q(x)) por Hipdétesis.

(2)  P(e)A(Vx € E,Q(x)) con e € E arbitrario por (1) e Instanciacién universal.
(3)  P(e) ANQ(e) con e € E arbitrario por (2) e Instanciacién universal.
(4) (Vz € E,P(z) A Q(x)) por (3) y Generalizacién universal.

La forma usual de presentar esta demostracion seria:

Sea e arbitrario. Como por hipétesis, se cumple que (Vx € E, P(x)), se tiene
P(e). Analogamente, se tiene ()(e). Por definicién de A, se tiene que P(e) AQ(e).
Como e € E es arbitrario, se concluye que (Vo € E, P(x) A Q(x)).

¢

A menudo, se requiere decir que la proposicién (Vo € E, P(x)) es falsa o, lo que es equi-
valente, que la negacién de (Vo € E,P(xz)) es verdadera. Para ello, se define un nuevo
cuantificador como sigue:
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Definicién 1.17 (Cuantificador existencial) La expresion (3x € E, P(x)), que se
lee “existe un equis en E tal que pe de equis”, es una proposicion que es verdadera si y
solo si (Vx € E,~P(x)) es falsa. Formalmente

(3z € E, P(z)) <= ~(Vz € E,~P(x)).

En palabras, lo que la definicién anterior nos dice es que (3x € E, P(x)) corresponde a la
proposicién “P(e) es verdadera para un e particular perteneciente a E”.

Notar que si P(z) es un predicado sobre E = {ej,...,e,}, y si denotamos por p; la propo-

sicién P(e;), entonces

(Jzx € E,P(x)) <= p1Vp2V...VDp.

Al igual que para el caso de la definicién del cuantificador universal, distinguimos con
distintos nombre las dos implicancias implicitas en la definicién del cuantificador existencial:

» Instanciacién (o eliminacién) existencial: Si se tiene que (3x € E, P(x)), entonces para
un elemento e € E particular se tiene que P(e) es verdadera.

» Generalizacién existencial: Si se cumple P(e) para un elemento e € E particular,
entonces (dx € E, P(z)) es verdadera.

Ejemplo: Probemos que (3z € E,P(z) A Q(z)) = (3x € E,P(x)) A (3z € E,Q(x)). En
efecto,

Paso Afirmacién Justificaciéon

(1) (x € E, P(x) ANQ(x)) por Hipdtesis.

(2)  P(e) ANQ(e) para un e € E particular por (1) y Eliminacién existencial.
(3)  P(e) para un e € E particular por (2) y Relajacién.

(4) (Bze E,P(x)) por (3) y Generalizacién existencial.
(5)  Q(e) para un e € E particular por (2) y Relajacién.

(6) (Jz € E,Q(x)) por (5) y Generalizacién existencial.
(7) (Jz € E,P(x)) A (3z € E,Q(x)) por (4), (6), y definicién de A.

Como ya lo dijimos, la forma de presentar la tabla seria mas bien: Por hipdtesis, tenemos
que (3z € E, P(x) A Q(z)). Luego, se tiene P(e) y Q(e) para algin e € E. En particular,
se cumplen (Jz € E,P(x)) y (3z € E,Q(z)). Por lo tanto, se debe tener que (Jz €
E,P(z)) A (3z € E,Q(x)), como se queria demostrar. &

Proposicién 1.18 (Negacién de cuantificadores) Se tiene que,

(1) Negacion del cuantificador ezistencial: =(3z € E, P(x)) < (Vx € E,—-P(x)),
(11) Negacidn del cuantificador universal: —=(Vx € E, P(z)) <= (Jz € E,—-P(x)).
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Hay un cuantificador més que se utiliza con frecuencia:

Definicién 1.19 (Existencia y unicidad) La expresion (3lx € E, P(z)), que se lee
“existe un unico equis en E tal que pe de equis”, es una proposicion que es verdadera
si y sdlo si existe un e € E tal que P(e) es verdadera y para todo x,x’ € E: si P(x) y
P(z") son verdaderas, entonces x = x’. Formalmente,

(Az € E,P(x)) < (x € E,P(z)) AN Va,2' € E,P(z) AN P(2)) = x =2).

existencia unicidad

En palabras, la definicién anterior dice que (3lx € E, P(z)) corresponde a la proposicién
“para un e perteneciente a F se tiene que P(e) es verdadera y, no hay dos elementos e y €
distintos, ambos pertenecientes a E, tales que P(e) y P(e’) sean ambas verdaderas”.
Ejemplo:

» La expresion, (3n € Z,Ym € Z,nm = 0) representa la afirmacién “existe un tnico
nimero entero que al multiplicarlo por cualquier otro entero da 0”. Dicho elemento es
el 0 y, efectivamente, la referida expresion es una proposiciéon verdadera.

» Nuevamente, considerando nuestro predicado P(x): “z es un jugador de fitbol” y
el conjunto de referencia E de todas las personas. ;Cudl serd el valor de verdad de
(Flz € E, P(x))?

Podemos notar que tanto x = Alexis Sanchez y 2’ = Matias Fernandez hacen que
P(x) sea verdadera. Es decir, si bien existe un x que hace a P(x) verdadera, no es
unico. Asi, (3lz € E, P(x)) es falsa.

o

Concluimos nuestra discusiéon de légica matematica listando varias tautologias que invo-
lucran cuantificadores. Haremos uso frecuente de éstas (sin mencionarlas) en las secciones
siguientes.

Proposicién 1.20 Sea Q(x) predicado y P otro predicado que no depende de la variable x,
ambos P y @ con conjunto de referencia E. Se tienen las siguientes equivalencias:

(1) (Vx € E,P) < P.

(1) (3z € E,P) < P.
(1) PV (Vx € E,Q(x)) <= (Vx € E,PV Q(z)).
(iv) PA(Jx € E,Q(x)) < (3x € E,P AQ(x)).

Proposicién 1.21 (Reglas de intercambio de cuantificadores) Sea P(z,y) predica-
do con conjunto de referencia E. Se cumplen las siguientes equivalencias:

(1) (Vx € E,Vy € E,P(x,y)) < (Vy € E,Vx € E, P(z,vy)).
(1) (3x € E,3y € E,P(x,y)) < (Jy € E,3z € E, P(x,y)).
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(1) (3xr € E\Vy € E,P(z,y)) = (Vy € E,3x € E, P(z,y)).

Observacion: Notar que no se tiene el reciproco de la 1dltima implicancia de la Proposi-
cién Es decir, no necesariamente se cumple que

(Vy € E,3z € E,P(x,y)) = (Jz € E,Vy € E, P(z,y)).

Para probarlo necesitamos dar un contraejemplo. Tomemos E = Ny P(z,y) : “x > y”. Para
y € N arbitrario, z = y+ 1 es tal que > y. Luego, se cumple que (Vy € N, 3z € N,z > y).
No obstante, no es cierto que (3z € N,Vy € N,z > y) porque ningin entero es mayor que
todos los nimeros naturales.

Intentaremos explicar informalmente porqué, en general, no se cumple el reciproco. Supon-
gamos que hacemos una tabla cuyas filas y columnas estdn indexadas por elementos de F,
denotados por e y f respectivamente. Supongamos que colocamos en la fila e y columna f
una X si P(e, f) es verdadera y nada en caso contrario. Consideremos dos situaciones como
las ilustradas por las siguientes tablas:

+— fe kb — +— fek—
X X X X
X X X
0 X X X X X X 0 X
ecE | X eck X
1 X X X i} X
X X X X

Consideremos ademads, las siguientes afirmaciones:

= Afirmacién 1: Hay una fila en que en todas las columnas aparece una X.

= Afirmacién 2: En toda columna hay una fila en que aparece una X.
Observar que si la Afirmacion 1 es cierta, entonces la Afirmacion 2 debe también ser ver-
dadera. Pero no asf el reciproco. La tabla de la izquierda més arriba es un ejemplo para el
cual la Afirmacion 1 es cierta (y por lo tanto también la Afirmacién 2 es cierta). La tabla

de la derecha es un ejemplo para el cual la Afirmacién 2 es cierta pero que no satisface la
Afirmacion 1. ]

Proposicién 1.22 Sean P(z) y Q(x) predicados con conjunto de referencia E. Las siguien-
tes proposiciones se cumplen:

(1) Modus Ponens Universal: P(e) AN (Vx € E,P(x) = Q(x)) = Q(e).
(11) Distributividad del ¥ con respecto a A:

(Vz € E,P(x) NQ(z)) <= (Vx € E,P(x)) A (Vz € E,Q(x)).
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(111) Distributividad del 3 con respecto a V:

(3x € E,P(z)VQ(x)) < (x € E,P(x))V (3x € E,Q(x)).

(v) Vzx e E,P(z))V (Vz € E,Q(x)) = (Vx € E,P(z) vV Q(x)).
(V) 3z e E,P(x) NQ(x)) = (z € E,P(x)) A (Fz € E,Q(x)).

Dem. Las partes y va fueron establecidas en ejemplos previos. El resto quedan
como ejercicios propuestos. ]

Observacion: Un contraejemplo del reciproco de la pentltima implicancia de la Proposi-
cién serfa tomar P(x) : “x es par”, Q(x) : “x es impar”, y E = N. Queda como ejercicio
encontrar un contraejemplo para la tltima implicancia. O

Para concluir, a continuacién enumeramos algunas practicas que se adoptan al trabajar con
cuantificadores y que facilitan su uso:

Convencién (sobre el uso de cuantificadores):

» Se suele omitir el paréntesis de mds afuera de (Vo € E,P(z)) y escribir Vz €
E, P(z).

= Al usar un mismo cuantificador para varias variables distintas tomando valores
en un mismo conjunto de referencia, no es necesario repetir el cuantificador. Por
ejemplo, Vo € A,Vy € A, P(z,y) se escribe Va,y € A, P(z,y) (andlogamente si
reemplazamos V por 3).
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— SEMANA 02:

Ingenieria Matemética
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

Principio de induccién

2.1 Introduccién

Una categoria importante de proposiciones y teoremas involucra propiedades de los niimeros
naturales, es decir, de N = {0, 1,2, ...}. Por ejemplo:

= Vn €N, n<2".
= Vn € N,n es primo y n # 2 = n es impar.
» Vn € N, 327+1 1 2742 g divisible por 7.

En general, si nyp € N y P(n) es una funcién proposicional con conjunto de referencia los
n € N tales que n > ng, el Principio de induccién nos proporciona una proposicién
equivalente a la proposiciéon

Vn € N,n >ny = P(n).

(Para no recargar la notacién, la proposicién anterior suele denotarse VYn > ng, P(n)).
Formalmente, asumimos como correcta la siguiente regla de inferencia:

Axioma 2.1 (Principio de induccién) Sing € N y P(n) es un predicado en el con-
junto de referencia de los n € N tales que n > ng, entonces

[ P(no) A(Yn > ng, P(ng) A P(ng+1) A ... A P(n—1) = P(n))] <= (¥Yn > ng, P(n)).
——

caso base Hipdtesis Inductiva (H.1I.)

Ejemplo: Usemos el Principio de induccién para demostrar que

1
Vn21,1+2—|—...+n:§n(n—|—1).

P(n)

El caso base a demostrar en esta ocasién es n = ng = 1. Aqui, tenemos que demostrar que
1 =1(1+1), lo que es trivialmente cierto.

Sea n > 1. Supongamos ahora que la propiedad vale para 1,2,...,n — 1, es decir, que se
cumplen P(1), P(2), ..., P(n — 1) (H.I.). Debemos demostrar que la propiedad también es
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cierta para n. Es decir, que
1
1+2+...+(n—1)+n:§n(n+1).
En efecto:

I42+...4+(n=1)+n=(14+2+...4(n—1))+n

1

= §(n —Dn+n (Porque se tiene P(n — 1) por H.I.)
1

= 5((11 — 1)n + 2n)
Snln -+ 1)

= —n(n
2

Concluimos entonces, gracias al Principio de induccién, que (Yn > 1, P(n)). &

Ejemplo: Nuevamente usemos induccién, ahora para probar la siguiente propiedad:

vn>1,1-(1)4+2-(1-2)+3-(1-2-3)+..4n-(1-2-..-n)=1-2- .- (n+1)— 1.

P(n)

Primero observamos que el caso base n = ng = 1 se cumple porque 1-1=1=1-2—1.
Asumimos entonces que se cumplen P(1), P(2), ..., P(n — 1) (H.L.). Luego,

1-(1)+2-(1-2)+3-(1-2-3)+...+n-(1-2-...-n)
=1-2-...n—14n-(1-2-...-n) (Porque por H.I. se cumple P(n — 1))
=1-2-..-n-(n+1) -1,
y se concluye la veracidad de la propiedad gracias al principio de induccién. &

Ejemplo: También es posible probar por induccién que se cumplen desigualdades. Esto lo
ilustraremos probando que si > —1, entonces

VneN,1+nz<(1+4+x)".

Claramente se cumple el caso base n = ng = 0. Asumimos que se cumplen P(0), ..., P(n—1)
(H.I.). Luego,

(I+z)"=00+2)"(1+2)
> 1+ (n—-1)z)(1+2)  (Porque 1+ >0y por H.I. se cumple P(n — 1))
=1+nx+(n—1)2?
> 1+ nax. (Porque z2 > 0)
Luego, por el Principio de induccién concluimos que la desigualdad planteada se cumple
para todo n € N. &

A menudo cuando se hace una demostracién de tipo inductiva, para completar la induccién
se requiere establecer la validez de una afirmacién (distinta a la hipétesis) y que a su vez
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puede ser demostrada por induccién. Este tipo de argumento se conoce como induccién
anidada que ilustramos a continuacion.

Ejemplo: Verifiquemos usando induccién que

Vn>1,2-34" —3-23" + 1 es divisible por 726 .

P(n)

El caso base es n = ng = 1 y se tiene porque 2 -34 — 3-23 4+ 1 = 0 es divisible por 726.
Asumimos que se cumplen P(1),..., P(n — 1) (H.I.). Veamos que se tiene P(n). En efecto,
sin>1,

2.34" —-3.23" +1=234-2-34""1-923.3.23""1 11
=23-(2-34"1 —3.23" 1 1) 422 (34" — 1)

=23-726-k+22- (34" —1).
(Por HI. 3k € Z,2- 34" —3.23" = 726 - k.)

P(n—1)

Para concluir la induccién, necesitamos establecer que 22 - (34"~ — 1) es divisible por
726 sin > 1. ;Como lo demostramos? jpor inducciéon! En efecto consideremos el predicado
Q(n) =22-(34"~1—1) es divisible por 726”. Demostremos por induccién que (Yn > 1, Q(n)).
Ahora el caso base es n = ng = 2, el cual se cumple porque 22-34—1 = 726 que es obviamente
divisible por 726. Asumimos que se tienen Q(1),...,Q(n — 1) (nueva H.I.). Luego, si n > 2,

22 (34"t —1)=22-34- (342 — 1) + 726
=748 - 726 - k' + 726. (Por HI. 3k’ € Z,34" 2 -1 ="726-F.)
Q(n—1)

Sigue entonces que 22 - (34”1 — 1) es divisible por 726 lo que concluye la demostracién
inductiva de la afirmacién (Vn > 1,Q(n)), que a su vez permite establecer que 2 - 34" — 3 -
23" + 1 es divisible por 726 y por lo tanto que (¥n > 1, P(n) como se deseaba probar.

La razon por la que es valido hacer la segunda induccién “anidada dentro de la primera” es
porque podriamos haber probado (por induccién) pero antes de partir la primera induccién
que (Yn > 1,Q(n)), y luego haber usado que esta afirmacién es cierta para probar (Vn >
1,P(n)). Se prefiere el argumento de induccién anidada porque partir probando (Vn >
1,Q(n)) es artificial en el sentido que no se entenderia bien la necesidad de comenzar la
demostracién de esa forma. O

Ejemplo: Una de la razones de la importancia del Principio de induccién esta dada por su
amplio espectro de aplicabilidad el que no esta limitado a establecer identidades o desigual-
dades entre expresiones aritméticas. Para ilustrar el punto probaremos que,

Vn>1,(p1VpeV--Vpn=q) <= (=) Ap2=> A App=17q)).

P(n)
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El caso base n = ng = 1 es directo del hecho que (r <= r) es una tautologia cualquiera
sea la proposicién r. Asumimos que se cumplen P(1),..., P(n — 1) (H.L.). Luego,

(p1Vp2V---Vp,=q) < ((Pl\/pz\/"'\/pn—l :>Q) /\(Pn:>Q))
(por Proposicién Parte |(11)))

= (m=)AP2=a) A Ao = q))
(H.I. y asociatividad de A)

Por el Principio de induccién se concluye que la afirmacion planteada se cumple para todo
n > 1. &

El lector habra notado que en los ejemplos anteriores para establecer que P(n) es verdadera,
no se usé que P(ng), P(ng+ 1), ... , P(n — 1) eran todas verdaderas, sino algo méas débil
que se deriva de la hipdtesis inductiva; a saber, que P(n — 1) es verdadera. En ciertas situa-
ciones (como en el ejemplo que sigue) es crucial que, por hipétesis inductiva, se tenga que
P(ng), P(no+1),...,P(n—1) sean todas verdaderas. Para resaltar este tipo de situaciones
a veces uno se refiere a ellas por “induccién fuerte”.

Ejemplo (de induccién fuerte): Recordemos que los niimeros compuestos son los ni-
meros naturales mayores que 1 que poseen un divisor distinto de 1 y de si mismos. Es decir,
para n > 2:

n es compuesto <= (Id € {2,...,n — 1},d divide a n).

Recordemos también que los niimeros primos son los que no son compuestos.

Probaremos el siguiente resultado por induccién: Todo n € N, n > 2, posee al menos un
divisor que es un numero primo. Es decir, Yn > 2, dp € N primo tal que p divide a n.

El caso base es n = 2, para el cual observamos que p = 2 es primo y divide a n.

Sea n > 2, y supongamos ahora que para todo valor k = 2,3,...,n — 1 se tiene que k posee
un divisor primo (H.I.). Separamos por casos:

= Caso n es primo: Entonces p = n es un ntimero primo tal que p divide a n.

» Caso n no es primo: Entonces existe d € {2,...,n — 1} tal que d divide a n. Por
hipétesis inductiva y notando que d < n — 1, entonces existe un nimero primo p tal
que p divide a d. Tenemos entonces que p divide a d y d divide a n. Sigue que p divide
an.

¢

2.2 Recurrencias

En matematicas, una recurrencia es una ecuacién o procedimiento que define una secuencia
de términos (u objetos matemadticos), cada uno definido como funcién de términos anteriores.
A menudo las recurrencias permiten describir objetos de una manera muy elegante y concisa.
Por ejemplo, en la Figura [1| se muestran curvas de Hilbert de orden n, denotada H,, para
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n =1,2,...,5. Cada H, se representa en un cuadrado cuyo lado asumimos es 1. La curva
H,, se obtiene haciendo 4 copias a escala de H,_;. La primera (respectivamente, cuarta)
copia de H,_1 se gira en 90° (respectivamente, 270°) en el sentido horario y se coloca en la
parte superior (respectivamente, inferior) izquierda de un nuevo cuadrado de lado de largo
1. La segunda y tercera copia de H,_; se colocan (sin girar) en las partes superior e inferior
derecha del nuevo cuadrado. Posteriormente, se une con trazos rectos los extremos de cada
copia con la que le sigue. La curva de Hilbert es muy interesante. Es un ejemplo de una curva
continua que “en el limite llena el espacio”. Informalmente, esto quiere decir que podemos
acercarnos tanto como queramos a cualquier punto del cuadrado de lado 1 tomando un n
suficientemente grande y dibujando la curva de Hilbert de orden n. El objeto que se obtiene
en “el limite” cuando n tiende a infinito, jllena el cuadrado! Més atn, la curva cambia de
direccién (gira en 90°) jen cada punto! jTodas estas propiedades en un objeto descrito por

una simple recurrencia!
L L
L] L

L]
o afn

(a)n=1 (b)yn=2 (c)n=3

(d)yn=4 (e)n=5

Figura 1: Curva de Hilbert de orden 1, 2, 3, 4, y 5.

A continuacién nos enfocamos en el estudio de un cierto tipo de recurrencias. (En adelante,
IN* denota el conjunto de los enteros positivos, es decir, N* = {1,2,3,...}.)

Definicién 2.2 (Férmulas de recurrencia) Las formulas de recurrencia son re-

glas del tipo:
a, sin =0,
Ty = ,
fn,zo,...,xp—1), sin € N*

donde a es la llamada base de la recurrencia y f estd dada por alguna expresion
aritmética o procedimiento.
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Observacion: A menudo es més conveniente (aunque no agrega generalidad) expresar una
férmula de recurrencia partiendo de un caso base n = m € N. Es decir, escribirla de la

siguiente formas:
a, sin=m,
Ty = )
fn,zpm,...,xn_1), sineN,n>m.
O

Las féormulas de recurrencia nos permiten definir secuencias de nimeros. Por ejemplo, la
secuencia 2,4, 6, 8,10, ... de nimeros pares positivos se define asi:

2, sin =0,
Ty = )
24+x,-1, sin>0.

Otros ejemplos de definiciones por férmulas de recurrencia son:

= Progresion aritmética: Seaa € Ry d € R, se dice que ag, a1, as, ... €s una progresion
aritmética si ag = a y a, = an_1 + d para todo n € IN*,

= Progresion geométrica: Sea a € R y p € R, se dice que ag, a1, az, ... s una progre-
sién geométrica si ap =a y a, = p - ap—1 para todo n € IN*.

» Factorial: Sea n € N. Se define n! (se lee “n factorial”) por 0! =1y n!l=(n—1)!-n
para todo n € N* (por ejemplo, 1! =1,2! =11-2=2,31=3.21 =6, 4! =4-3! = 24).

= Numeros de Fibonacci: Sea n € IN. Se define el n-ésimo ntimero de Fibonacci f,
por fo =0, fi =1y fn = fu-1 + fn—2 para todo n € N, n > 2 (por ejemplo,
fo=041=1,f3=141=2 f1=142=3, fs =2+3=05)
Los niimeros de Fibonacci estén relacionados con muchos otros temas (para més de-
talles ver http://es.wikipedia.org/wiki/Sucesién_de_Fibonacci).

A menudo el estudio de las férmulas de recurrencia da lugar a conjeturas que se demuestran
utilizando el principio de induccién, como se ilustra a continuacion.

Ejemplo: Consideremos la férmula de recurrencia

1, sin =0,
€T =
"L+ (B)?, sine N
Reemplazando por n = 0,1,2,... vemos que g = 1, x1 = % = 1,25, 29 = % = 1, 78125,
x3 = 1,79321..., x4 = 1,80390.... Conjeturamos que (¥n € N,z, < 2). Demostraremos la
conjetura utilizando el principio de induccién. El caso base resulta ser cierto pues corres-
ponde a demostrar que xg < 2 (recordemos que zp = 1).

Sea n € N tal que z,, < 2. Luego, por hipétesis inductiva,

2 2
Tn—1 2 xr —1 2
—1 (") T S )
Tn, + 5 + 1> + 1
con lo que z,, < 2, y se concluye la demostracién. &

De manera analoga al ejemplo anterior, se puede establecer lo siguiente.
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Proposicién 2.3 (Término general de progresiones aritméticas y geométricas)

(1) Sean a,d € R tales que ap = a € R y a, = an—1 + d para todo n € N*. Entonces,

ap=a+n-d.
(i1) Sean a,r € R tales que ag = a € R y ap, = r - ap—1 para todo n € N*. Entonces,
a, =1""-a.
Dem. Ejercicio propuesto. ]

Ejemplo (Ndmeros de Fibonacci): Entre muchas propiedades que cumplen los niimeros
de Fibonacci, demostraremos por induccion que, Vn € N, fy, es divisible por 3.

Caso base: Tenemos que probar que fy es divisible por 3. Esto es directo, pues como ya
vimos, fo = 0.

Paso inductivo: Sea n > 1y supongamos que fy(,_1) es divisible por 3. Existe, entonces, un
k € N tal que fy,,—1) = 3k. Debemos demostrar que fy, es divisible por 3. Desarrollemos
este término, utilizando la férmula de recurrencia que cumplen los ntimeros de Fibonacci:

Jan = fagm—1)+3 + fam-1)+2 (definicién de f,)
= (fan—1)12 + fan—1)4+1) + (Fagn—1)+1 + fagn—1)) (definicién de f,)
= fam—1)+2 T 2fam-1)41 + fan—1)
= (fatn-1)+1 + fan—1)) + 2fam—1)+1 + fam—1) (definicién de fy,)
= 3fatm-1)+1 + 2f4(n-1)
= 3f4n-1)+1 +2- 3k (hipétesis inductiva)

= 3(fa(n-1)+1 + 2k)

con lo que fy, también es divisible por 3, que era lo que desedbamos establecer. %
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Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

Ll

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

La negacién de la proposicién légica (Vo € E, P(x)) es (3z € E, P(z)).

(

La negacién de la proposicion logica (Vo € E, P(x)) es (3z ¢ E, P(x)).
La negacién de la proposicion logica (3z € E, P(x) es (Vz ¢ E, P(x)).
La proposicién cuantificada (Vo € E, P(x)) es verdadera si P(z) es verdadera para
cualquier elemento de E.

Si la proposicién (Vz € E, P(x)) es verdadera, entonces la proposicién (Jz € E, P(x))
es también verdadera.

. Si Q(z) es una funcién proposicional y z¢ € E es tal que Q(xg) es verdadera, entonces

la proposicién cuantificada (3z € E, Q(x)) es verdadera.

Es siempre cierto que si la proposicién (Jz € FE, P(x)) es verdadera, entonces la
proposicién (Ilx € E, P(z)) es verdadera.

. Si P(x) es una funcién proposicional y xg € E es tal que P(x¢) es falsa, entonces la

proposicién cuantificada (Vo € E, P(x)) es falsa.

. Si las proposiciones (Vo € E,P(x)) y (Vz € E,Q(x)) son verdaderas, entonces la

proposicién (Va € E, P(z) A Q(x)) es verdadera.
Si la proposicién (Vo € E, P(x) V Q(x)) es verdadera, entonces la proposicién (Vo €
E,P(z))V (Vz € E,Q(x)) es verdadera.

Si la proposicién (Vz € E, P(x))V(Vx € E,Q(x)) es verdadera, entonces la proposicién
(Vz € E,P(x) V Q(z)) es verdadera.

La negacién de la proposicién (3! € E, P(x)) es (Vz € E,P(x))V (3 € E,(Jy €
E.x#y= (Px)V PQy))))

La proposicién (Vn € N, P(n)) es verdadera si y sélo si P(0) y (VYn € N,[P(n) =
P(n + 1)]) son verdaderas.

La proposicién (Vn € N, P(n)) es verdadera si y sélo si P(0) A (Vn € N,[P(n) =
P(n+ 1)]) es verdadera.

La proposicién (Vn € N, P(n)) es verdadera si y sélo si P(0) V (Vn € N,[P(n) =
P(n+ 1)]) es verdadera.

La proposicién (Yn € N, P(n)) es verdadera si y sélo si P(0) y (Vn € N,[P(n+1) =
P(n)]) son verdaderas.

La proposicién (¥n € N, P(n)) es verdadera si y sélo si P(0) y (Vn € N,[P(n) =
P(2n)]) son verdaderas.

La proposicién (Vn € N, P(n)) es verdadera si y sélo si P(0) y (Vn € N,[P(2n) =
P(2n + 1)]) son verdaderas.

La proposicién (Vn € N, P(n)) es verdadera si y sélo si P(0), (Vn € N,[P(2n) =
P2n+1)])y (Vn>1,[P(2n — 1) = P(2n)]) son verdaderas.
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

2.

La proposicién (Yn € N, P(n)) es verdadera si y sélo si P(0) y (Vn € N,[P(2n) =
P(2n+1)]V (Vn > 1,[P(2n — 1) = P(2n)] son verdaderas.

La proposicién (Vn € N, P(n)) es verdadera si y sélo si P(0) y (Vvn > 1,[P(n—1) =
P(n)]) son verdaderas.

La proposicién (Vn € N, P(n)) es verdadera si y sélo si P(0) y (Yn > 1,[P(n—1) =
P(n + 1)]) son verdaderas.

La proposicién (Vn € N, P(n)) es verdadera si y sélo si P(0) y P(1) A... A P(n) son
verdaderas para algin n € N.

La proposicién (Vn € N, P(n)) es verdadera si y s6lo si P(0) y (Yn > 1,[(P(0) A ... A
P(n—1) A P(n)) = P(n+ 1)]) son verdaderas.

La proposicién (Vn € N, P(n)) es verdadera si y sélo si P(0) y (Vn > 1,[(P(0) A ... A
P(n—1)) = P(n+1)]) son verdaderas.

La proposicién (Vn € N, P(n)) es verdadera si y s6lo si P(0) y (Vn > 1,[(P(0) A ... A
P(n —1)) = P(n)]) son verdaderas.

La proposicién (Vn € N, P(n)) es verdadera si y sélo si P(0) y (Vn > k,[P(k) A ... A
P(n —1) = P(n)]) son verdaderas para algin k € N.

La proposicién (¥n € N, P(n)) es verdadera si y sélo si (Vn > k, [P(k)A...AP(n—1) =
P(n)]) es verdadera para algin k € N.

La proposicién (Vn € N, P(n)) es verdadera si y s6lo si P(k) A ... A P(n) es verdadera
para algunos k,n € N.

La proposicién (Vn € N, P(n)) es verdadera si y sélo si P(0) y (Vn € N,[P(n) <=
P(n + 1)]) son verdaderas.

Guia de Ejercicios

. Sean P(z),Q(x) funciones proposicionales. Determinar la negacién de las siguientes

proposiciones cuantificadas:

a) de € E\Vy € E, P(x) AQ(y).
Vr € E,\Vy € E, P(z) = Q(y).

b)

c) dlz € E, P(x).

d) Vo€ B, Q) — (y € E, P(y)).
e) Ixe E,Jye E,P(zx) < Q(y).
f)IxeR, VyeR, z<y.

g) VzeR, YyeR, z>y.

h) IreR, Vye R,z >1Ay <1

i) Ve € R*,3ng € N,Vn > ng, |a,| <e.

Demuestre las siguientes afirmaciones, usando induccién. Indique claramente sobre
qué variable la estd usando y cudl es la hipdtesis inductiva.

a) Vn € N, la suma de los primeros n naturales es divisible por n o por n + 1.
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Vn € N, n? + 5n es divisible por 6.

Vn € N, 527+l 4 727+1 o5 divisible por 6.

Vn € N, (z —y) divide a 2™ — y™.

VneNn>1, 1+ i+5+..+5<2— 1.

VneN, —1-3+2-5—-3-7T+---+2n(4dn+ 1) = an, y determine el valor de la
constante a.

ez =

Vn € N, demuestre que el producto de n nimeros naturales mayores estrictos
que uno y no necesariamente consecutivos es mayor estricto que n.

o=
SN—

=

Vn € N, demuestre que si tiene n rectas en el plano, de modo tal que no existen
rectas paralelas y ademds la interseccién entre ellas es dos a dos (es decir, no
existen tres rectas que se corten en el mismo punto), entonces el total de regiones
formadas es (1 +---+mn)+ 1.

i) Vn € N, demuestre que n puntos sobre una recta generan n + 1 segmentos.

(Guia de Problemas

. (20 min.) Probar por induccién que para todon > 1, 2-7" +3-5" — 5 es divisible por
24.

2. (20 min.) Demuestre que (Vn € N,n > 10,73 < 27).

3. Consideremos la siguiente sucesion {a(n)},>1 definida por recurrencia.

{1, sin=1lon=2,
a(n) =

la(n —1)+a(n—2)]+1, sin>2.
Queremos probar que para todo n € N*, a(3n) + a(3n + 1) es divisible por 32.

a) (20 min.) Pruebe usando induccién que para todo n € N, a(3n+2)—1 es divisible
por 2.

b) (20 min.) Pruebe usando induccién que para todo n € N, 3a(3n + 1) + 5 es
divisible por 8.

¢) (20 min.) Pruebe usando induccién que para todo n € N*, a(3n) + a(3n + 1) es
divisible por 32.

. (20 min.) Demuestre usando induccién que para todo n € N,n > 1 y para todo
x € R,z # 1 se tiene que:

(1+2)(1+22)(1+2%)1+2%). 1+ =
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— SEMANA 03:

Ingenieria Matemética
FACULTAD DE CIENCIAS
c FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

Conjuntos

3.1 Introduccién

Todos tenemos una nocién intuitiva de lo que son los conjuntos, a saber, una coleccién de
cosas. Sorprendentemente, no es facil definir de manera rigurosa la nocién de conjunto. De
hecho, la importancia de contar con una nocién formal fue comprendida recién a fines de
los 1800’s. Esta dio lugar al desarrollo de la teoria axiomaética de conjuntos. Nosotros no
estudiaremos esta teoria y nos conformaremos con la nocién intuitiva que tenemos de los
conjuntos, pero si veremos en detalle cdmo obtener nuevos conjuntos a partir de otros dados
o conocidos (como los reales R, los naturales N, los enteros 7Z, etc.). Por ejemplo, dado un
predicado P(z) sobre un conjunto de referencia F, podemos construir un nuevo conjunto A
indicando que sus elementos son aquellos e € E para los cuales se tiene P(e). Es decir,

Vee E, x € A <= P(z),

lo que a menudo también denotamos A = {z € E | P(x)}, donde hemos usado la convencién
que consiste en denotar la funcién proposicional “z pertenece a A” por “z € A” (y cuya
negacion, el lector recordard, denotamos “z ¢ A”).

Otra forma de escribir un conjunto es listar sus elementos (cuando esto es posible). Por
ejemplo, A = {a}, B = {a,b}.
Ejemplo:
» El intervalo cerrado [a,b] = {x € R | a < 2 < b} y el intervalo abierto (a,b) = {z €
R |a<z<b}, donde a,b e R, a<b.
= El conjunto de muiltiplos de 7 es el conjunto {z € N | 1z € N}.

» Losracionales Q ={z € R |3Ip,¢ € Z,q#0 N x = %} y los irracionales {x € R | x ¢
Q}-
» Los enteros positivos N* = {1,2,3,4,...}.

¢

Los conjuntos suelen denotarse con letras mayusculas, como A, B,C,..., XY, Z. En lo
que sigue, a menos que se diga lo contrario, estas letras mayusculas denotan conjuntos
arbitrarios, cuyos elementos suponemos que siempre estan en el conjunto de referencia F.
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Diagramas de Venn

Un Diagrama de Venn es una ilustracion que muestra la relacién matematica o légica
entre conjuntos y/o entre conjuntos y sus elementos (ver Figura . Cumplen el rol de
ayudarnos a desarrollar una intuicién frente al concepto de conjunto y a las relaciones
entre éstos. Sin embargo, no podemos usarlos para demostrar propiedades, ni para sacar
conclusiones generales (que se apliquen a todo conjunto).

E

Figura 2: Diagramas de Venn. El de la izquierda representa al conjunto A y la relacién de
pertenencia x € A. El de la derecha, representa a los conjuntos A, B,y C.

3.2 Preliminares

Hay ciertos conjuntos particulares a los que les daremos un tratamiento especifico. A algunos
inclusive les daremos un nombre y los denotaremos con un simbolo especial.

Conjunto de referencia

Como ya adelantamos, asumiremos la existencia de un conjunto de referencia que usual-
mente denotaremos E y al que pertenecen todos los elementos con los que se va a trabajar.
Formalmente, E es tal que la funcién proposicional e € E es siempre verdadera. En ocasio-
nes, el conjunto de referencia serd uno conocido, como N, Z, R, etc.

Siempre asumiremos que un conjunto de referencia contiene al menos un elemento.

Conjunto vacio

Definicién 3.1 (Conjunto vacio) FEl conjunto vacio, denotado (), es un conjunto que
no contiene elementos, es decir, cumple que cualquiera que sea el conjunto de referen-
cia B

Vre E,x €() <— F.
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Notar que ningin elemento pertenece a (). Es decir, siempre se cumple que (Vo € E,x ¢ ().

3.3 Relaciones entre conjuntos

Primero, especificamos cuando consideramos que dos conjuntos son iguales.

Definicién 3.2 (Igualdad) Se dice que los conjuntos A y B son iguales, denotado
A =B, si A y B tienen los mismos elementos. Es decir,

A=B < (Vz€FE,x€ A < z€B).

Notar que de la definicién sigue que {a,a} = {a}. En particular, si A = {a,b} se tiene que
a=bsiy solosi{a,b} ={a}.

Definicién 3.3 (Inclusién) Se dice que A es subconjunto de B (o que A estd conte-
nido en B, o que A esta incluido en B), denotado A C B, si todos los elementos de A
estdan también en B. Es decir,

ACB < (Vzxe€eE,x€ A=z € B).

La Figura [3| muestra una representacion en términos de Diagrama de Venn de la relacién
de inclusién entre A y B.

E

Figura 3: Diagrama de Venn representando A C B.

A continuacién enunciaremos las principales propiedades que involucran a la igualdad e
inclusién de conjuntos. Sus demostraciones consisten en reducirlas a proposiciones cuya
validez se establece a través de la légica.

Proposicion 3.4 Para A, B,C C E se cumplen las siguientes propiedades:

(1).- Reflexividad de la C: A C A.
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(11).- Antisimetria de la C: A=B <— ACBABCA.
(in).- Transitividad de la C: ACBABCC — ACC.

Dem. Sélo probaremos la segunda propiedad. En efecto,

A=B < (Vze E,x € A < z € B) (def. de igualdad de conjuntos)
— (VxeE,(reA=zxeB)AN(re€B=x¢cA)) (Equivalencia dividida)

— (VreErxecA=rxecB)ANVreE,xeB=z€cA)
(Distributividad de ¥ ¢/r a A)

< ACBABCA. (def. de la Q)
OJ

Proposicién 3.5 ) C AC E.

Dem. Sea x arbitrario. Notar que

re€l) = ze€ A (porque z € ) <= F y definicién de =)
= x € F. (porque z € E <= V y definicién de =)
Como z es arbitrario, por definicién de C, se concluye el resultado enunciado. O

Otras propiedades importantes que se establecen de manera similar a las dos recién vistas,
v que quedan propuestas como ejercicios, son:

Proposicién 3.6 Para A, B,C C E se cumplen las siguientes propiedades:
= Reflerividad del =: A= A.
s Simetria del =: A=B <— B = A.
= Transitividad del =: A= BANB=C — A=C.

3.4 Algebra de conjuntos.

A partir de conjuntos conocidos se pueden definir nuevos conjuntos. A continuacién ilustra-
remos varias formas de hacerlo. Nuevamente, A, B, C' denotan subconjuntos de E.

Unién e intersecciéon de conjuntos

Definicién 3.7 (Unién) La union de A y B, denotada AU B, es el conjunto que retine
a los elementos que estan en al menos uno de los dos conjuntos A o B. Formalmente,

Vie BE,xr e AUB < x€ AVz e B.
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Figura 4: Diagrama de Venn representando la unién de A y B (érea sombreada).

Definicién 3.8 (Interseccién) La interseccion de A y B, denotada AN B, es el con-
junto de los elementos que estdn tanto en A como en B. Formalmente,

Vee B, xr € ANB < rz€ ANz € B.

Figura 5: Diagrama de Venn de la interseccién entre A y B (drea sombreada).
A continuacion, veremos propiedades que involucran a la unién e interseccién de conjuntos.
Proposicion 3.9 X CY AW CZ —= XNWCYNZ A XUWCYUZ.

Dem. Por hipétesis, suponemos que X CY y W C Z. Sea x arbitrario. Notar que

reXNW <= zeXANxeW (definicién de N)
= xeYANzxeZ (porque por hipétesis X CY y W C Z)
= zcYNZ (definicién de N)

Como z es arbitrario, por definicién de inclusion, se concluye que X "W C Y N Z. De
manera similar se prueba que, bajo las mismas hipétesis X UW C Y U Z. (|

Corolario 3.10

(1) ANBC AC AUB (andlogamente, ANBC BC AUB).
m) ACBANACC = ACBNC.
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(imn) ACBANCCB = AUCCB.

Dem. Las tres propiedades son casos particulares de la Proposicion La parte (I) se
obtiene reemplazando, en la proposicion mencionada, X e Y por A, W por B,y Z por E,
para obtener que AN B C A. Si por otro lado se reemplaza X ¢ Y por A, W por 0, y Z
por B, se concluye que A C AU B. (Intercambiando el rol de A y B se obtiene el resultado
analogo para B.) La parte se obtiene reemplazando X y W por A, Y por B,y Z por
C. La parte se obtiene reemplazando X por A, W por C, e Y y Z por B. O

Proposicion 3.11 Se tienen las siguientes igualdades de conjuntos:

» [dempotencia: ANA=A, AUA=A.

s Vacio es neutro para U: AU = A.

= Vacio es absorbente para N: ANQ =0,

» El conjunto de referencia es neutro para N: ANE = A.

= FEl conjunto de referencia es absorbente para U: AUFE = F.
= Conmutatividad:

e delaU: AUB=BUA.
e delan: ANB=DBNA.

n Asociatividad:

e delaU: AU(BUC)=(AUB .
e delan: AN(BNC)=(AnB)NnC.

n Distributividad:

e delaUc/ran: AU(BNC) = .
e delanc/raU: AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

c
Q

|
N
C
=
D
£
C
a

Dem. Todas las propiedades son consecuencia directa de las definiciones de union e inter-
seccion de conjuntos y las propiedades analogas para A y V. Queda como ejercicio realizar
dichas demostraciones. O

Hasta ahora hemos reducido todas las demostraciones de afirmaciones que involucran con-
juntos a verificar que ciertas proposiciones légicas son verdaderas. La demostracion del
siguiente resultado es particularmente novedosa, puesto que usa las propiedades ya estable-
cida para demostrar nuevas propiedades. Esta nueva forma de argumentar es mas directa y
elegante; la preferiremos por sobre los referidos argumentos que hasta ahora hemos realizado.

Proposicién 3.12 ACB — AUB=B N ANnB=A.

Dem. Veamos que A C B = AU B = B. En efecto,

ACB < ACBABCB (def. de A y porque B C B)
= AUBCB (Corolario [3.10| parte |(111)])
— AUB=B. (Corolario parte |(1)| y def. de = de conjuntos)
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Veamos ahora que A C B — AN B = A. En efecto,

ACB < ACANACB (def. de Ay porque A C A)
= ACANB (Corolario parte [(11)))
= A=ANB. (Corolario parte [(1)| y def. de = de conjuntos)

O

Antes de concluir esta seccién, discutiremos cémo realizar y operar con uniones e inter-
secciones de mas de dos conjuntos. Especificamente, supongamos que tenemos conjuntos
Aq,Ag, ..., Ay. Su unién la podemos expresar en término de sucesivas uniones de pares de
conjuntos por:

((... (AU Ag) U As)...UA,_1) UA,).

Dado que, tal como hemos visto, U es asociativa, los paréntesis en la expresién anterior son
irrelevantes y pueden ser omitidos, obteniéndose la siguiente expresion:

AiUAUA3U...UA,_ 1 UA,,
que suele denotarse de las siguientes dos formas:
U Aiv o U Ai?
i=1 ief{1,...n}

y que se leen “unién de i = 1 a n de los 4;” y “unién de los ¢ en {1,...,n} de los A;”,
respectivamente.

El lector puede probar (por induccién en n) que
ze |J A= @Fie{l,... n}zecA. (2)
i€{1,...,n}

Consideremos ahora que hay una cantidad infinita de conjuntos. Mas precisamente, pense-
mos que tenemos un conjunto de indices A y para todo A € A tenemos un conjunto Aj.

El caso considerado mds arriba corresponde a A = {1,...,n}. Pero si A es un conjunto
de indices que tiene una infinidad de elementos, la forma (esencialmente recursiva) en que
definimos la unién de la coleccidn finita de conjuntos A1, ..., A, falla puesto que nunca ter-

mina. No obstante, la expresién a la derecha de la equivalencia es facilmente extensible
al caso infinito y da lugar a la siguiente definicién de unién de los Ay con A € A.

Definicién 3.13 (Unidn sobre conjuntos de indices) Sea A conjunto de indices y,
para todo A € A, sea Ay C E conjunto. Se define la union de los Ay con X € A, denotado
Uxea Ax, como el conjunto de los x tal que x € Ay para algin X € A. Formalmente,

VeeEBxe | ]Ar & (Frehzed)).
ACA

38



Un razonamiento andlogo pero para el caso de la interseccién nos lleva a la siguiente:

Definicién 3.14 (Interseccién sobre conjuntos de indices) Sea A conjunto de
indices y para todo X\ € A sea Ay C E conjunto. Se define la interseccion de los Ay
con X € A, denotado (ycp Ax, como el conjunto de los x tal que x € Ay para todo
A € A. Formalmente,

Vz e E,z e ﬂAA — (VA€ A,z e Ay).

AEA
Ejemplo:
» Sea el conjunto de indices N y para i € N, sea 4; = {—¢,...,—1,0,1,...,4}. Notar
que
1€EN 1€N

» Sipara i € Z se define B; = {i,i+1,...,7 + 10}, entonces

€Y 1€7,

%

Convencion: Cuando el conjunto de indices A es vacio, adoptamos como convencién

que:
UAA:(Z) y ﬂA,\:E.

AEA AEA

Observacién: En las expresiones (Jycp Ax ¥ [aea Axs €l A se le llama indice mudo. Es
decir, dicho A puede ser reemplazado por otro simbolo (por ejemplo, «, 3,7, ... 0 i,7,...) ¥
la expresion que se obtiene denotard el mismo conjunto. Por ejemplo,

UAA:UAQZUAﬁz...:UAi:...

AEA a€EA BEA 1EA

Diferencia y complemento

Definicién 3.15 (Conjunto complemento) El complemento de un conjunto A (con
respecto a E), denotado A€, es el conjunto de los elementos que estin en E pero no
estdn en A. Formalmente,

Vee E,x € A° < x ¢ A.
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El diagrama de Venn de A° se muestra en la Figura [f]

Figura 6: Diagrama de Venn representando el complemento de A (drea sombreada).

Ejemplo: Si nuestro conjunto de referencia fuese Z y A = {m € 7Z | m es par}, entonces
A®={m € Z | m esimpar}. O

Algunas propiedades:
Proposicion 3.16

» Leyes de De Morgan: (AU B)¢=A°NB¢ y (AN B)¢= A°U B°.
s Doble complementacion: (A°)¢ = A.
s ANA=0yAUA°=E.

Dem. Demostraremos sélo la primera Ley de De Morgan. Sea x € E arbitrario.

r€(AUB) < r€ AUB (definicién de conjunto complemento)
<~ r€AVzEB (definicién de U)
<~ z€ANTEB (Leyes de De Morgan de la légica proposicional)
< z € A°Nz € B° (definicién de conjunto complemento)
< z € A°N B°. (definicién de N)

Como z es arbitrario, por definicién de igualdad de conjuntos, se concluye que (AU B)¢ =
A¢ N BC. O

Proposicion 3.17 Las siguientes son todas equivalentes:
(1) ACB.
(1) B C A°.

(i) AN B¢ =40.

(iv) A°UB =E.

Definicién 3.18 (Diferencia) La diferencia de A con B, que notamos A\ B, es el
conjunto formado por los elementos que estan en A y que no estan en B. Formalmente:

A\ B=AnB"
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El diagrama de Venn de A\ B se muestra en la Figura

Figura 7: Diagrama de Venn representando la diferencia de A con B (drea sombreada).

Observacién: A°= FE \ A. O

Diferencia simétrica

Un elemento x se dice que pertenece a la diferencia simétrica entre A y B, que se denota
AAB, si y solamente si x estd o bien en A o bien en B pero no en ambos (Ver diagrama de
Venn en Figura .

Definicién 3.19 (Diferencia simétrica) La diferencia simétrica entre A y B, que
denotamos AAB, es el conjunto formado por los elementos que estdn en A pero no en
B, o que estin en B pero no en A. Formalmente:

AAB = (A\ B)U (B\ A).

Figura 8: Diagrama de Venn representando la diferencia simétrica entre A y B (drea som-
breada).

A continuacidn, estableceremos algunas de las propiedades de la diferencia simétrica.

Proposicién 3.20

= AAB=(AUB)\ (ANB).
= AANA =),
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s Vacio es neutro para A: AAD = A.

s Conmutatividad de A: AAB = BAA.

» Asociatividad de A: (AAB)AC = AA(BAC).

» Distributividad de la N ¢/T a A: AN (BAC) = (ANB)A(ANC).

Dem. Demostraremos sélo la primera.

AAB = (A\ B)U(B\ A) (definicién de A)
=(ANB°)U(BNAY (definicién de \)
=[(ANB°)UB|N[(ANB°) U A (distrib. de U ¢/r a N)
=[(AUB)N(B°UB)|N[(AUA°)N (B°U A°)] (distrib. de U ¢/r a N)
=[(AUB)NE|N[EN(B°UA9)] (porque AUA =B°UB =FE)
=(AUB)N(B°U A9 (porque XNE=ENX =X)
=(AUB)N(BNA)° (Leyes de De Morgan)
=(AUB)\ (AN B). (definicién de \)

g

Cabe destacar que si bien N distribuye con respecto a A, no es cierto que U distribuya con
respecto a A. En efecto, basta considerar el siguiente contraejemplo donde A # ():

AU(AAA) = A# D)= (AUA)A(AU A).
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Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

1. Una definicién formal del conjunto A = {1,2,3} es
Ve Eix €A < (z=1Va=2Vzx=23).
2. Una definicién formal del conjunto A = {1,2,3} es
VieEixeA < (z=1ANx=2ANx=23).
3. Dado el conjunto B = {z € A | P(z)}, la proposicién z € B esté definida por

Vee E,x € B <= z€ AV P(x).
4. Dado el conjunto B = {z € A | P(z)}, la proposicién = € B estéd definida por
Vxe E,x € B <= z € ANP(x).

5. Dado el conjunto B = {z € A | P(x)}, la proposicién x € B esta definida por

Vee E,x € B <= (r€ A = P(z)).
DadounconjuntoA;HN,setieneque(l):{erN’w#x}#{xeA‘x;&x}.

Dado un conjunto A, es cierto que ) = {z € A ’ x # x}.

La siguiente proposicién légica es falsa: (3lz € E,z € ().

© o N o

La siguiente proposicién légica es verdadera: (Vo € E,x ¢ ().

10. La siguiente proposicién légica es falsa: (3z € E,x ¢ ().

11. Dos conjuntos A y B son iguales si (Jz € E,x € A <= =z € B).

12. Dos conjuntos A y B son iguales si (Vo € E,z € A <= x € B).

13. Dos conjuntos A y B son iguales si (Vo € E,z € AANx € B).

14. Un conjunto A estd incluido en un conjunto B si (Vo € E,x € B = xz € A).
15. Un conjunto A estd incluido en un conjunto B si (Vz € E,x ¢ B — = ¢ A).
16. Un conjunto A estd incluido en un conjunto B si (Vz € B,z € A = = € B).
17. Dados A, B conjuntos, si A C By B C A, no necesariamente se tiene que A = B.
18. Dados A, B conjuntos se tiene que A=B < AC BABCA.

19. Dados A, B conjuntos, se tiene que A=B < AC BV B C A.

20. Dados A, B,C conjuntos, si A C By B C C, entonces B=A6 B=C.

21. Dados A, B, C conjuntos, si AC By B C C, entonces B=A=C.

22. Dados A, B, C conjuntos, si A C By B C C, entonces A C C.
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23.
24.
25.
26.

27.

28.

29.
30.

31.

32.

33.

34.
35.
36.
37.

38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.

Para cualquier conjunto A, se tiene que § C A.
Dado un conjunto A, se tiene que {0} C A.
Dado A # () conjunto, la proposicién (3x € E,z € ) = x € A) es verdadera.

La unién entre los conjuntos A y B, se define formalmente como:

Vie E,x€e AUB < x€ ANz € B.

La unién entre los conjuntos A y B, se define formalmente como:

Ve E,xt€e AUB < x€ AVz € B.

Dados A y B conjuntos, un elemento = que satisface (z ¢ A Az € B), pertenece a
AUB.

Para que AU B = A, el conjunto B debe ser vacio.

La interseccion entre los conjuntos A y B, se define formalmente como:

Vie BE,.xre ANB < x€ ANz € B.

La interseccion entre los conjuntos A y B, se define formalmente como:

Vie E,xe ANB < x€ AVzeEB.

Sean A, B conjuntos. Como ANB C A, basta que un elemento = pertenezca a A, para
que x € AN B sea verdadera.

El conjunto de referencia F se define de manera que la proposicion xz € E es siempre
verdadera para los elementos de interés.

Dado un conjunto de referencia E y un conjunto A C E, luego A° = F \ A.
Dados un conjunto de referencia E y un conjunto A, se tiene que AN E = A.
Dados un conjunto de referencia /'y un conjunto A, se tiene que A N A¢ = FE.
Dado un conjunto de referencia E y cualquier par de conjuntos A y B, se tiene que
AU B =E.

Si dos conjuntos A y B satisfacen que A C B, entonces A¢ C B€.

Existen conjuntos A y B para los cuales A C B¢ A A° C B.

Si dos conjuntos A y B satisfacen que A C B, entonces B¢ C A°.

El complemento del conjunto AU B¢ es A°N B.

El complemento del conjunto AU B¢ es B¢ N A°€.

El complemento del conjunto AN B¢ es B U A°.

Dados A, B conjuntos, se tiene que AAB = (AUB)\ (AN B).

Dados A, B conjuntos, se tiene que AAB C A.

Dados A, B conjuntos, se tiene que AAB = (AU B)\ (AN B) = A°AB°.
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Guia de Ejercicios

1. Sean A, B,C C FE conjuntos. Emplear los teoremas del dlgebra de conjuntos para
probar las siguientes igualdades:

(AN B)¢ = A°U B“.
ACB < B°C A“

(AAB)AC = AA(BAC).

AAD = A.

AN (BAC)=(ANB)A(ANC).
\C)U(B\C)=(AUB)\C.
\B)N(A\C)=A\(BUCQ).

\O)\ (B\C) =(A\B)\C.
\(B\A)JU[(B\A)\ A =AUB.
NB)\(ANC)=(ANB)\ (A°UC).
ACBC(C = C\(B\A)=AU(C\B).
B=(ANB)U(A°NB) < A=0.

RN R S = S A
N’ e e e e e e e e e S N N

2. Sea A un conjunto de indices tales que para todo A € A tenemos conjuntos Ay y B.
Pruebe que:

(D= (Unea 40)° = Mrea A5 Y (Maea A0)° = Unea 45
(II).— (V)\ eMN A, C B)\) — U)\EA Ay C U)\GA By A n)\eAA)\ - mAEA B,.

Guia de Problemas

1. Sean A, B, C, D conjuntos. Emplear los teoremas del algebra de conjuntos para probar

que

a) 1) (10 min.) (B\ A) CC <= C°C (B°UA).
2) (30 min.) (B\A)CC = (D\C)C (D\ B)UA.
Hint: Use lo anterior.
b) (20 min.) AUB=ANC < BCAANACC.

2. (35 min.) Sean A,B C E'y C = (AU B)*. Probar que

(AAB)AC=AUBUC <= AnB=\.
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3.5 Pares ordenados y producto cartesiano

Conjuntos

Notemos que los conjuntos {a, b} y {b,a} son idénticos. Esto porque, ambos contienen los
mismos elementos. Quisiéramos introducir un objeto que distinga el orden de los elementos.

La solucién no es dificil. Basta con definir las 2-tuplas o pares ordenados asi: (a,b) =
{{a},{a,b}}. La propiedad fundamental de los pares ordenados es la siguiente.

Proposicién 3.21 Para todo a,a’ € E y b,b € F se tiene:

(a,b) = (d',V/) <= a=d Nb=V.

Dem. Haremos la demostracién por equivalencia dividida.

<) Por hipétesis, a = a’ y b = b'. Luego, por definicién de par ordenado,
(a,b) = {{a}, {a,b}} = {{a'}, {a',V'}} = (. ).

=) Dividimos el andlisis en dos casos:

» Caso a = b: En este caso, (a,b) = {{a},{a,b}} = {{a}}. Por definicién de par orde-

nado e hipétesis,
{{a'}, {d",V'}} = (V) = (a,b) = {{a}}.

Luego, por definicién de igualdad de conjuntos, {a'} = {d’,b'} = {a}. Sigue que
a=a ="b.Comoa=>,se concluye quea=a’ y b=10.

= Caso a # b: Por hipétesis y definicién de par ordenado, {{a},{a,b}} = {{d’},{d/,b'}}.
En este caso, {a'} # {a,b}, porque a y b no pueden ser simultdneamente iguales a
a’. Por lo tanto, se debe tener que {a’'} = {a} y {d/,0'} = {a,b}. Por definicién de
igualdad de conjuntos, sigue que a = a’ y b = I/, como queriamos establecer.

O

La nocién de 2-tupla se puede generalizar para poder especificar un orden entre los ele-
mentos de un conjunto de mas de 2 elementos dando lugar a la nocién de n-tupla en que
(a1,as,...,a,) denota el conjunto de tamano n y ordenado de forma que el i-ésimo elemen-
to, llamado i-ésima coordenada, es a;. Hay varias formas de definir una n-tupla, pero no

46



discutiremos ninguna de ellas, salvo para decir que de todas ellas se deduce la propiedad
fundamental de una tupla, a saber que dos n-tuplas son iguales si y sélo si son iguales
coordenada a coordenada. Formalmente,

(a1,a9,...,a,) = (ay,dh, ... a)) <= Vie{l,...,n},a; = a,.

Definicién 3.22 (Producto cartesiano) Se define el producto cartesiano de A C E
con B C F, denotado A X B, como el conjunto de pares ordenados (a,b) tales que a € A
y b € B. Formalmente,

VYa € E,Nb € F,(a,b) e AXB <= a€ A N beB.

En general, se define el producto cartesiano de los conjuntos A1,...,An, A; C E; para
todo i € {1,...,n}, denotado Ay x ... x Ay, por

Vai € E1,...,Va, € Ep, (a1,...,an) € A1 X ... x Ay <= Vi€ {l,...,n},a; € A;.

Ejemplo: Si A ={1,2,3} y B = {a, b}, entonces

Ax B={(1,a),(1b),(2.a),(2b),(3,a),(3,b)},
B x A={(a,1),(a,2),(a3),(b1),(b2),(b3)}

En particular, A x B # B x A. Es decir, X no conmuta. &

A menudo resulta conveniente representar/visualizar conceptos mateméticos pues esto ayu-
da a asimilarlos y manipularlos. En particular, hay una representacion muy 1til del producto
cartesiano que estd motivada por instancias en que A y B son subconjuntos de R, y por
lo tanto A x B corresponde a una regién del plano cartesiano. En la Figura [9] se muestran
dos ejemplos. Estos ejemplos motivan pensar en el producto cartesiano A x B como un rec-
tangulo de lados paralelos a los ejes cartesianos. Esto es una abstraccién, pues es discutible
que los ejemplos de la Figura [10] parezcan rectangulos. No obstante, en seguida tendremos
la oportunidad de comprobar la utilidad de esta representacién.

A continuacién, establecemos algunas de las propiedades del producto cartesiano.
Proposicién 3.23 Si A,A' CFE y B,B' C F, entonces

(1) AxD=0xB=40.

) ACAA N BCB = AxBCA xB.
(1) (Ax BN (A" x B')=(AnA") x (BNB).
(v) (Ax B)U(A'x B'YC (AU A’) x (BUB').

Antes de proceder con la demostracién de la proposicién, intentaremos visualizar las pro-
piedades y desarrollar intuicién de la razén por la que deben cumplirse. Para la parte |(1)
visualizamos A x () como un “rectdngulo” tal que uno sus lados es A y el otro es ). Es decir,
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Ax B Ax B
1 K- @& ¢ o o
3,9 | | | |
B B <777 I 777\7777\7777\
a5 Y Y e
e e e o @
! | 1,5 : : : :
] I 1 27 3 4

A A

(a) A=[1,4y B=[2,1] (b) A={1,2,34}y B={%,5,1

Figura 9: Representaciones de A x B para distintos A, B C R. Los elementos de A x B se
representan por areas sombreadas (izquierda) o puntos (derecha).

) Ax B ) Ax B
3.5 T 350 Y ° *
o sof ¢ Y *
B <,,,, b | | 1
251 B o |
<7777\ | | | <777‘1777.‘ 777777777 .‘
L5 | | | | 1,5 | | |
R 172 4
A A
(a) A=[1,4)yB={3,3,1 (b) A={1,2,4}y B={%,3,1

Figura 10: Ejemplos adicionales de representaciones de A x B. Los elementos de A x B se
representan por segmentos de recta (izquierda) o puntos (derecha).
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un “rectangulo” tal que uno de sus lados no contiene elementos. De aqui parece razonable
pensar que el “rectdngulo” A x () no debiese contener elementos. Para la parte conside-
ramos la Figura que ilustra la situacién. Dado que los lados de los “rectangulos” A x B
y A’ x B’ estén incluidos los primeros en los segundos, se percibe que el primer “rectangulo”
debiese estar incluido en el segundo. Para la parte consideremos la Figura donde
resalta que la interseccién de dos “rectdngulos” de lados paralelos a los ejes es otro “rectan-
gulo” de lados paralelos a los ejes cuyos lados son la interseccién de los correspondientes
lados de los “rectangulos”. La Figura también nos permite visualizar la propiedad de la
parte Su interpretacién queda propuesta como ejercicio.

A x B’ A x B’ (AUA")x (BUB')

B BI Ax B B 1T |

-F--- BI :(AnA’)x(BmB’)E
N SR S S |AxB

l C l e | ‘

= | N 3
| A j ! A j
[ A’ : [ A’ :

(a) (b)
Figura 11

Dem. (de la Proposcién (3.23)): Demostraremos las partes y

Veamos que se cumple Por hipdtesis tenemos que A C A’ y B C B’. Debemos probar
que A x BC A’ x B'. Notar que si a € E y b € F son arbitrarios, entonces

(a,b) e AXB <= ac€ ANbEB (definicién de x)
= ac A NbeB (hipétesis y definicién de Q)
< (a,b) e A’ x B'. (definicién de x)

Como a y b son arbitrarios, sigue que A x B C A’ x B’.
Veamos que se cumple Sea (a,b) € E x F arbitrario. Notar que
(a,b) € (Ax B)n (A" x B)
< (a,b) € (Ax B)A(a,b) € (A x B (definicién de N)
< ac ANbeBAac A Nbe B (definicién de x y asociatividad del A)
< ac AnNA'Abe BNB (conmutatividad de A y definicién de N)
< (a,b) e (ANA) x(BNB). (definicién de x)
Como (a,b) es arbitrario, sigue que se tiene la igualdad del enunciado. U

Queda como ejercicio probar las siguientes propiedades:
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Proposicién 3.24 Sean A, A’ CFE y B,B' C F.

(1) (AUA)xB=(AxB)U(A' xB) y Ax(BUB)=(AxB)U(AxB).
(i) (ANA)xB=(AxB)N(A xB) y Ax(BNB)=(AxB)N(Ax B).

Concluimos esta seccién adoptando un par de convenciones. Notacién:

= El conjunto A x A X ... x A se suele notar A”.

n veces
= Por analogia con el caso de uniones e intersecciones sobre conjuntos de indices, el
conjunto Ay x Ay x ... x A, se notara también por x7_; A;.

3.6 Conjunto potencia y particiéon de conjuntos

A continuacion describiremos una importante forma de construir conjuntos a partir de
conjuntos existentes. Como ya es costumbre, asumiremos que hay un conjunto de referencia
F en el que nos encontramos trabajando.

Definicién 3.25 (Conjunto potencia) Llamamos conjunto potencia de A (o partes
de A), denotado P(A), al conjunto de todos los subconjuntos de A. Formalmente:

P(A)={XCE|XCA}

Note que siempre () € P(A) y A € P(A). En particular, P(A) nunca es vacfo.
Ejemplo:
- Si A= {1,2,3}, entonces P(4) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2}{1,3}, {2,3}, {1, 2.3}

» Suponga ahora que A = (). ;Cudles son los subconjuntos de ()7 Solamente el mismo
0. Luego P(0) = {0}. Note que @ # {0} pues el primer conjunto no tiene ningin
elemento mientras que el segundo tiene un elemento. En efecto: ) € {0}.

Calculemos ahora P(P(0)) = P({0}).

Obviamente, un conjunto de un solo elemento tiene solamente como subconjuntos los
triviales: al vacio y a ¢l mismo. O sea P({0}) = {0,{0}}. El lector debe ser capaz
ahora de calcular P(P(P(0))). Note que este proceso puede no detenerse nunca. |Y lo
que estamos generando es una infinidad de conjuntos!

o

Proposicién 3.26

(1) P(A)UP(B) C P(AUB,).
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(1) P(A)NP(B)=P(ANB).
Dem.

(1) Sea X C E arbitrario. Notar que

X eP(A)UP(B) < X € P(A)VX € P(B) (definicién de U)
— XCAVXCBH (definicién conjunto potencia)
= X CAUB (porque A, B C AU B)
= X € P(AUDB). (definicién conjunto potencia)

Como X es arbitrario, por definicién de inclusién de conjuntos se concluye que P(A)U
P(B) C P(AUB).
(11) Sea X C E arbitrario. Notar que

X ePANPB) < XePANXeP(B) (definicién de N)
< XCAANXCB (definicién de conjunto potencia)
< XCANB (Corolario parte [(I)| y
< X e P(ANB). (definicién de conjunto potencia)

Como X es arbitrario, por definicién de igualdad de conjuntos se concluye que P(A)N
P(B) =P(ANB).

0

Es natural preguntarse si no se tiene la igualdad en la primera propiedad de la proposicion
anterior. La forma de mostrar que no es el caso es exhibir un contraejemplo. Preferentemente,
el contraejemplo mas “simple” o mas “pequenio” posible. En este caso, corresponde a tomar
A = {a} y B = {b} y observar que P(A) = {0, A} y P(B) = {0, B}. Como P(AUB) =
{0,A,B,AUB} y AUB ¢ P(A) UP(B), se tiene que

P(A)UP(B) £ P(AUB).

Es importante resaltar que un subconjunto C de P(A) tiene como elementos a subconjuntos
de A. Formalmente, si X € C, entonces X C A (en particular, X no es elemento de A).
Algunos subconjuntos de P(A), llamados particiones de A, son particularmente interesantes
por, como veremos en un par de semanas, estar en correspondencia con clasificaciones de
los elementos de A. Formalmente,

Definicién 3.27 (Particién de conjuntos) Se dice que C C P(A) es particion de
A si las siguientes tres condiciones se cumplen:
» VC eC, C#0.

s Los elementos de C son disjuntos de a pares, es decir, VCO,C" € C, si C # (',
entonces C N C" = ().

» C cubre A, es decir, | Joee C = A.

Los elementos de C se denominan partes.

51



Ejemplo:

= Sean Par e Imp los conjuntos de enteros pares e impares, respectivamente. Notar
que {IPalr, ]Irfn]p} es una particién de 7.

» El conjunto A = {z,y, z} tiene 5 particiones distintas, a saber,

{{ed A {2y {{=ub izt {{e2h{ud) {{eh {2y {{zw2d)

En la Figura [12] se representan graficamente cada una de estas particiones.

Por otro lado, no son particiones de A ni {{ZC}, {z,y, z}} (porque sus elementos no
son disjuntos de a pares), ni {{z},{y}} (porque no cubre A).

%

<O
<O
<O

<o
<o

Figura 12: Ilustracién de cada una de las 5 particiones de A = {x,y, z} (el conjunto A se
representa como un rectdngulo y sus elementos como circulos).

3.7 Cuantificando sobre conjuntos

Dado un conjunto A C F y una funcién proposicional P(z) con conjunto de referencia F,
podemos escribir cuantificadores en los que sélo nos interese ver lo que ocurre con los
elementos de A. Esto da lugar a las siguientes convenciones:

(1) Para decir que P(x) se cumple para todos los elementos de A, escribimos (Va €
A, P(z)). Formalmente,

(Vze A,P(z)) <= (Vxe E,x € A = P(x)).

Notar en particular que z € ) = P(z) es siempre verdadera (porque x € () es
falsa y por definicién de =). Luego, si A = (), tenemos que (Vx € A, P(z)) resulta ser
verdadera independiente de cual sea la funcién proposicional P(x).
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(1) Para decir que P(z) se cumple para algin elemento en A, escribimos (3x € A, P(x)).
Formalmente,

(Gx € A,P(x)) <= (Bx € E,z € ANP(x)).

Ahora, x € ) A P(x) es siempre falsa (porque z € () es falsa y por definicién de A).
Luego, si A = (), tenemos que (Jx € A, P(x)) resulta ser falsa independiente de cual
sea la funcién proposicional P(zx).

() Para decir que P(x) se cumple para un tunico elemento en A, escribimos (Ilz €
A, P(z)). Formalmente,

(Flz € A,P(z)) < (3lz € E,x € AN P(x)).
El lector puede facilmente verificar que se tienen las siguientes propiedades:

Proposiciéon 3.28

» (Vo€ A, P(z)) > (Jz€ A P()).
» (Jz € A, P(z)) < (Vz € A, P(x)).
. ) <= (Vx € A, P(z))V (3z,2’ € A, P(x) NP(z') Az # ).

Ve € AUB, P(x
dr e AUB,P(x

(Vx € A, P(x)) A (Vx € B, P(x)).
< (Jr € A, P(x))V (Izr € B, P(x)).

(
(
(Fx € A, P(x
(
(

) =
)
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Funciones

Es probable que el concepto matematico mas importante sea el de funcién que vamos a
comenzar a discutir. No obstante, su aplicacién y uso es mucho mas amplio. El aspecto
central del concepto es el de correspondencia entre elementos de un conjunto y los de
otro conjunto. La nociéno de funcién es imprescindible y bésica. Es ademds una parte
fundamental del lenguaje usado para la formulacion y el estudio de modelos matematicos.

4.1 Introduccion

Ya que conocemos el producto cartesiano A x B entre dos conjuntos A y B, podemos definir
entre ellos algin tipo de correspondencia. Es decir, asociar de algin modo elementos de A
con elementos de B. Una de las posibles formas de hacer esto es mediante una funcién.
Formalmente:

Definicién 4.1 (Funcién) Diremos que la 3-tupla f = (A, B,G) es funcion de A en
B si

[ GQAXB
= Vae A,3be B,(a,b) € G.

A G se le llama el grafo de la funcion f.

Podemos entender una funciéon como una regla de asociacién que, dado un elemento cual-
quiera de A, le asigna un unico elemento de B. Por unicidad, si f = (A, B, G) es funcién y
(a,b) € G, entonces podemos usar sin ambigiiedad la notacién b = f(a). O sea, llamamos
f(a) al (inico) elemento b € B tal que (a,b) € G.

Ejemplo: Si G = {(n,p) € NxN | p=2n}, entonces f = (N, N, G) resulta ser una funcién
de N en N, pues el 1inico valor que estamos asociando a cada natural n es el natural p = 2n.

&

En vez de referirnos a una funcién f como una tupla (A, B,G), usaremos la notacién f :
A — B. Asi, la funcién que definimos en el ejemplo anterior podemos describirla como

“f: N — N es la funcién dada por f(n) = 2n para cada n € N.”
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Ejemplo:
» Sea f: R — R dada por f(x) = 22, para cada = € R.

Sigue que f es funcién, pues a cada x € R le asociamos el niimero real 22 = - z. Este
valor es Unico pues la multiplicacién de x por si mismo posee un solo resultado.

» Sea g : R — R dada por g(x) = p, donde p es el mayor niimero entero tal que p < x.

Aunque ain no tenemos las herramientas para demostrar que g es efectivamente una
funcién, podemos intuir que si lo es: a cada ntmero real x le asociamos el nimero
entero mas cercano que sea menor o igual a él. Por ejemplo ¢g(11/2) = 5; g(3) =3y
g(—3/2) = —2.

= Un ejemplo importante, que utilizaremos después, es la llamada funcién identidad
de un conjunto A. Esta es la funcién ids : A — A, que se define por id4(z) = x para
cada x € A.

= Cuando tenemos conjuntos A y B que tienen pocos elementos, podemos definir una
funcién f : A — B mediante un diagrama de flechas, como en el ejemplo de la
Figura Aqui, lo importante para que f sea efectivamente una funcién, es que
desde cada elemento de A debe partir una unica flecha hacia algin elemento de B.

Figura 13: Una funcién definida mediante diagrama de flechas.

= En una tienda, cada producto tiene asociado un tinico precio. Asi, podemos definir la
funcién v : X — IN, donde denotamos por X el conjunto de productos que la tienda
dispone, y v(z) es el precio en pesos del producto x.
También podemos considerar la funcién s : X — N, donde s(z) es la cantidad de
unidades disponibles (el stock) del producto x.

¢

A pesar de que conocemos la definicién de funcién, hay que tener un minimo de cuidado.
Hay objetos que parecen funciones, pero no lo son. Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo: Considere el conjunto de puntos G = {(z,9) € R x R | 22 +y? = 1} (ver
Figura . Hay dos razones que impiden que f = (R, R, G) constituya una funcién de R
en R:
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» El valor f(z) no estd definido para todos los nimeros reales z, es decir, para algunos
x € R no existe un y € R tal que (x,y) € G. A modo de ejemplo, f(2) debiera ser el
niimero real y que cumple que 22 4 y? = 1. Pero, esto equivale a decir que y> = —3, lo
cual es falso para cualquier y € R. Por lo tanto, f no estd asociando ningin nimero
real al real x = 2.

De la misma forma, se puede demostrar que f(z) no estd definido para cualquier z € R
que cumpla x < —1 o0 x > 1.

= Lo mds grave, sin embargo, es que existen numeros reales = a los cuales f les esta
asociando mas de un valor ¥, es decir, para algunos valores de z € R existen y1,72 € R
tales que y1 # y2 v (z,v1), (z,y2) € G. En efecto, basta notar que para z = %, hay
dos valores de y € R que cumplen 22 + y? = 1: éstos son y; = % ey = —%.

De la misma forma, se demuestra que f estd asociando dos valores distintos a todos
los reales x que cumplen —1 < z < 1.

Y

4+ y? =

[S2{[S%)

Figura 14: Este diagrama no define una funcién.

%

Sea f : A — B una funcién. Al conjunto A le llamaremos dominio de f, o conjunto
de partida de f, y lo denotaremos Dom(f). De igual modo, al conjunto B le llamaremos
codominio o conjunto de llegada de f, y lo denotaremos Cod(f). Al grafo de la funcién
f, es decir, al conjunto {(a, f(a)) € A x B :a € A}, lo denotamos por Gy.

Dos funciones f : A = By g : C — D se dirdn iguales si vistas como las 3-tuplas (A, B, Gy)
y (C, D, G,) son iguales. Formalmente:

Definicién 4.2 (Igualdad de funciones) Si f: A — B yg: C — D son funciones,

entonces
Dom(f) = Dom(g) A Cod(f) = Cod(g)A

f=9 = Va € Dom(f), f(x) = g(x)
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Ejemplo (Igualdad de funciones): Consideremos la funciones f y g dadas por

(x—=1)(z+2)
(x—1)

Aunque a primera vista ambas funciones nos parecen iguales, esto no es asi. Primero debemos
notar que nuestra definicién de f y g no ha sido todo lo rigurosa que debiera.

fz) = g(z) = (z +2).

(Cuales son el dominio y el codominio de f y g?

La funcién g estd bien definida para cualquier elemento de R, por lo que podemos considerar
Dom(g) = R. También podemos definir Cod(g) = R.

Para f, sin embargo, observamos que el valor f(x) no estd bien definido para x = 1. En
efecto, no se puede dividir por cero. En ese caso, vemos que IR no puede ser el dominio de
f. St podria serlo el conjunto R\ {1}.

Para el codominio consideraremos Cod(f) = Cod(g) = R (como ejercicio para el lector,
puede mostrar que también se puede considerar Cod(f) = R\ {3}).

Vemos que Dom(f) # Dom(g), asi que ambas funciones ya no pueden ser iguales. Si nos
empenamos en querer compararlas, podemos hacer lo siguiente: ver a g como si fuera una
funcién solamente definida de R\ {1} en R.

Es decir, nos olvidamos que g también puede ser evaluada en = = 1. En tal caso, Dom(f) =
R\ {1} = Dom(g), y ademas Cod(f) = R = Cod(g). Asi, sélo falta ver que las evaluaciones
de f y g coinciden. Sea z € R\ {1}:

(x —1)(z+2)

= (z+2) = g(x).

Esta vez si podemos realizar la simplificacién del factor (z — 1) porque estamos suponiendo
que x # 1. Asi, en este contexto, las funciones f y g son iguales. &
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Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

— = = =
B~ w Ny RO

15.

16.
17.
18.
19.
20.

21.

22.

© 0 NSO WD

Dado un conjunto A, siempre es cierto que A € P(A).

Dados A, B conjuntos, se tiene P(ANB) C P(A)NP(B).

Se tiene que P(0) = P({0}).

Se tiene que P(0) = {0}.

SiA CAy B C B, entonces A’ x AC B’ x B.

SiAAC Ay B C B, entonces A’ x B’ C A x B.

Si A y B son conjuntos tales que A x B = B x A, entonces necesariamente A = B.
f € A x B es funcién si la proposicién (Va € A,3b € B, (a,b) € f) es verdadera.

f € A x B es funcién si la proposicién (Va € A,3!b € B, (a,b) € f) es verdadera.

f € A x B es funcién si la proposicién (Va € A,Vb € B, (a,b) € f) es verdadera.

. Segtin la notacién de funcidn, se tiene que para a € A (a, f(a)) € f.

. Segtn la notacién de funcién, b = f(a) equivale a (f(a),b) € f.

. Segtn la notacién de funcién b = f(a) equivale a (f(a), f(b)) € f.

. El conjunto A = {(z,y) € R x R | #* 4+ y* = 1} corresponde a una funcién de R en

R.

El conjunto A = {(z,y) € [0,1) x (0,00) | 22 +y? = 1} corresponde a una funcién de
0,1) en R.

El conjunto A = {(z,y) € RxR ‘ y € {—1,1}} corresponde a una funcién de R en R
El conjunto A = {(z,y) € RxN ‘ y € {—1,1}} corresponde a una funcién de R en N
Para que dos funciones f y g sean iguales basta que (Va € E, f(a) = g(a)).

Para que dos funciones f,g: A — B sean iguales basta que (Va € A, f(a) = g(a)).

Para que dos funciones f : A — By f : C — D sean iguales basta que (Va €
ANC, f(a) = g(a)).

Para que dos funciones f : A — By f : C — D sean iguales se debe cumplir que
Dom(f) = Dom(g) y que (Va € A, f(a) = g(a)).

Para que dos funciones f : A — By f : C — D sean iguales se debe cumplir que
Dom(f) = Dom(g), que Cod(f) = Cod(g) y que (Va € A, f(a) = g(a)).

Guia de Ejercicios

. Sean A, B,C C E conjuntos. Emplear los teoremas del dlgebra de conjuntos para

probar las siguientes proposiciones:
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a) ACB <= P(A) CP(B).
b) (AUB=ANB) = (BCANACCO).

¢ (ANC=0) = (A\B)\C=A\(B\C).

. Dado el conjunto A = {a, b}, determine los siguentes conjuntos (justifique su respuesta,
indicando cémo ésta depende de qué son a y b):

P(A).

P(P(A)).
ANP(A).
P(A)NP(D).

(A x A)NP(P(A)).

o &0 |T|w
N’ e e N N

. Sean A, B C F conjuntos. Colocar el signo de inclusién, igualdad o ninguno de ellos,
segun corresponda entre los conjuntos siguientes (justifique su respuesta):

ANB? B.
A°? B\ A.

P(AUB)? P(A)UP(B).
P(ANB)? P(A)NP(B).
P(E\ A)? P(E)\ P(A).

up
NP

o &0 |T|
N N e N N

. Dar ejemplos de conjuntos A, B, C' tales que:

AXx B+# B x A.

Ax (BxC)# (AxB)xC.
AU(BxC)#(AUB)x (AUC).
(A x B)¢ # A¢ x B°.

) (A#B)AN(AxC=DBxC).

o &0 |T |
S N N N

. Indique cudles de los siguientes conjuntos establecen funciones:

R ={(a,b) € N? | b= aP para algtin p € N}.

Sean a,b,c € R\{0} fijos, R = {(z,y) € R? | y = az® + bz + c}.
(z,y) € R? | y=aaz®+bx+ccona,b,ceR}.

(z,y) e R? |z =y? + 2y + 1}.

(y,z) e R? |z = (y+1)%}.

) R={(z.y) € R | o = ).

M — N

R={
R={
R={

0 &0 T |

. Indique cudles pares de funciones son iguales, si no lo son, explique por qué.

f,9:RA{=2} > Rocon f(z) = (22— 1)/(2? + 20+ 2) y g(z) = (z 1)/ (2 +2).
f,9: R\ {-1,0,1} = R con f(z) = 1/x,9(z) = (z + 1)(x — 1)/(23 — z).

frg: R— R, con f(z) =(z+2)3y g(z) =23 + 622 + 122 + 8.

fr9: R\ {-1,0} - R con f(z) =sen(x)/(z+1),g9(x) =sen(z —1)/x.

£.9: (0,00) = R con f(z) = 2//F, g(x) = V.

o &0 |T° |
N’ e e N N
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Guia de Problemas

1. (20 min.) Sea F un conjunto no vacio y A C E. Pruebe que si
VX, Y e P(E),AUX =AUY = X =Y,

entonces A = (.

2. (20 min.) Sean A, B subconjuntos de un mismo conjunto de referencia E. Probar que
ANB=0 < PA)NPB)={0}

3. (40 min.) Sea ® la operacién entre conjuntos definida por A® B = A°N B¢. Considere
un conjunto de referencia £y F C P(F) un conjunto no vacio tal que VA, B €
F, A® B e F.Si A, B € F, entonces demuestre que:

AAB ¢ F
e F N E€F.

LAENIACAES
o
C
oy
m
k,.]

4. Sea E # () un conjunto fijo. Para todo subconjunto A de E se define la funcién
caracteristica de A como:

oo E —{0,1}
1, sizeA,

T A= g

a) (10 min.) Describa dg(x) y dg(x) para todo z € E
b) (10 min.) Demuestre que (Vx € E, danp(x) = da(z)dp(z))
¢) (10 min.) Si C, D C E, entonces C C D <= (Vx € E,ic(z) < dp(z))
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— SEMANA 05:

Ingenieria Matematical
< FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

4.2 Funciones inyectivas, epiyectivas, y biyectivas

Funciones

Consideremos el siguiente problema: Dada una funcién f : A — B, y un elemento y € B,
queremos encontrar un x € A tal que y = f(z). Por ejemplo consideremos la funcién
¢:R — R, g(z) = 2. Notemos que:

= Siy < 0, entonces no existe € R tal que y = 22

= Si y =0, entonces hay una tnica solucién: x = 0.

= Siy > 0, entonces hay dos soluciones: 1 = \/y y 2 = — /.
Este ejemplo nos basta para darnos cuenta de que no siempre el problema que nos plantea-
mos tiene solucién, y en caso de tenerla, puede tener mas de una.

En lo que sigue identificaremos propiedades que nos ayudaran a saber cuando este problema,
para una funcion f : A — B dada, posee soluciones para cualquier y € B, y si estas
soluciones son unicas.

Inyectividad

Definicién 4.3 (Inyectividad) Diremos que una funcion f : A — B es inyectiva si
se cumple que

Vo, x9 € A,y # 22 = f(21) # f(22).

0O, equivalentemente, si se cumple que

Va1, z9 € A,f(xl) = f((l?g) - I = I2.

Notar que para establecer que una funcién no es inyectiva bastard entonces exhibir dos
elementos distintos z; y x2, ambos eleementos de A, tales que f(x1) = f(z2).
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Ejemplo:

» La funcién [ : R — R dada por I(z) = ax + b con a # 0 es inyectiva. En efecto, para
x1,x2 € R arbitrarios.

l(z1) = l(z2) <= ax1 +b=ary+b (por definicién de [)
<= ax; = axs (restando b a ambos lados de la igualdad)

<= x1 =22 (dividiendo por a # 0 a ambos lados de la igualdad)

Como x1 y xo eran arbitrarios, concluimos que Va1, zo € R,l(x1) = l(z2) = x1 =
T9, por lo que [ es inyectiva.

» La funcién ¢ : R — R tal que ¢(z) = 22 no es inyectiva pues, tomando z; = —1 y
ra = 1, se tiene que z1 # w2 y f(x1) = f(22).

%

Epiyectividad

Definicién 4.4 (Epiyectividad) Diremos que f: A — B es epiyectiva si se cumple
que
Vy € B,3zx € A,y = f(z).

Observar que para establecer que una funcién no es epiyectiva bastard entonces exhibir
un elemento y del codominio tal que no hay ningtin elemento x del dominio para el cual
flx) =y.
Ejemplo:
2

» La funcién ¢ : R — R tal que g(z) = =

existe ningtn real = tal que —1 = z2.

, o es epiyectiva pues para el real y = —1 no

= Observemos, también, que la funcién [ : R — R que habiamos definido anteriormen-
te es epiyectiva: En efecto, para y € R arbitrario, debemos mostrar que es posible
encontrar un = € R de modo que y = I(z).
Si elegimos el real z = yT_b (recordemos que a # 0), entonces es facil verificar que
l(x)=vy.
Como el razonamiento que hicimos es valido para cualquier y € R, hemos demostrado
que [ es epiyectiva.

o
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Biyectividad

Definicién 4.5 (Biyectividad) Sea f : A — B una funcion. Diremos que [ es bi-
yectiva si es inyectiva y epiyectiva a la vez.

Ejemplo: De los ejemplos previos, sigue que g no es biyectiva pero que [ si lo es. Es sencillo
verificar que la funcién identidad id4 : A — A también es biyectiva. &

Proposicién 4.6 f: A — B es biyectiva <= Yy € B,3lz € A,y = f(z).

Dem. (Idea - queda como ejercicio desarrollar el argumento formalmente): Ob-
servemos que la epiyectividad de f equivale a la existencia de un z € A tal que y = f(x)
para cualquier y € B. Ademads, la unicidad del tal z equivale a la inyectividad de f. O

4.3 Funcion inversa

Dada una funcién f : A — B, nos gustaria encontrar una funcién ¢g : B — A correspondiente
al “camino inverso” de f. Es decir ¢g(y) = x cada vez que f(z) = y. Es facil observar que
debiéramos al menos pedir que f sea biyectiva para que una tal funcién g exista. Como vemos
en la Figura si f no fuera biyectiva, habria elementos de B a los cudles no sabriamos
asociarle un elemento de A. Recordando que una funcién de A en B es en realidad un

Figura 15: Dificultades para definir la inversa de una funcién no biyectiva.

subconjunto de A x B, podemos construir un “candidato” a funcién g del siguiente modo:

Los elementos de Gy € B x A seran todos los pares ordenados (b,a) € B x A
tales que (a,b) € Gy, es decir todos los pares ordenados (b, a) tales que b = f(a).
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Ya vimos que esta construccién no siempre hace que g sea funcién. Sin embargo, tenemos
lo siguiente:

Proposicion 4.7 f es biyectiva <= g es funcion.

Dem. En efecto,

f es biyectiva <= Vye B,z € A, f(x) =y (por Proposicién
<~ YyeB,zeA(yx)ecyg (por definicién de g)
<= g es funcién. (por definicién de funcién)

]

A la funcién g que construimos de la manera descrita la llamaremos funcién inversa. For-
malmente:

Definicién 4.8 (Funcién inversa) Dada f : A — B biyectiva, se define la funcion
inversa de f, denotada f~': B — A, como la funcion de B en A dada por:

Veec AVye B, fHy) =2z < y=f(z).

Para una funcién biyectiva f : A — B, y su inversa f~' : B — A, tenemos las siguientes
propiedades:

Proposicién 4.9 Si f : A — B es funcion biyectiva, entonces su inversa f~': B — A es
tal que:

(1) Vo € A, f71(f(x))
(1) Yy € B, f(f*(y)) =

x.

Dem. Demostraremos Consideremos y € B arbitrario. Luego,

) = f(z) (para = = f~1(y))
=. (por eleccién de x y definicién de funcién inversa)
O

4.4 Composicion de funciones

Pensemos que tenemos tres conjuntos no vacios A, B,C, y dos funciones, f : A - By
g: B — C, como en el siguiente diagrama:

Es natural asociar a x € A el elemento z € C' que se obtiene de evaluar f en a, y posterior-
mente g en f(a). Esto da lugar al siguiente concepto:
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Figura 16: Esquema necesario para poder componer dos funciones f y g.

Definicién 4.10 (Funcién composicién) Sean f: A — B y g : B — C funciones,
la composicion de f y g, la cual denotaremos por go f, se define como la funcion de
A en C, dada por

Ve e A, (go f)(x) =g(f(x)).

Notemos que para definir g o f basta que se cumpla que Cod(f) € Dom(g), para poder
evaluar la funcién g sobre el elemento f(a). Es decir, la definicién puede hacerse de manera
mas general.

Ejemplo: Consideremos la funcién h : R\ {0} — R, dada por h(x) = x—lg Si tomamos las
funciones f: R\ {0} — R tal que f(z) = 2 y g: R — R tal que g(z) = 22, entonces para
cualquier z € R\ {0},

2
o @) =ati@) =a(3) = (1) =t
Como ademdas Dom(g o f) = Dom(f) = R\ {0} = Dom(h) y Cod(go f) = Cod(g) =R =
Cod(h), sigue que go f = h. o

Obviamente, estudiaremos las propiedades de la composicidn:
Proposicién 4.11 f: A — B biyectiva => fo f~'=idg A f~lo f =idy.

Dem. Veamos primero que fo f~! = idg. Basta observar que Dom(fo f~!) = Dom(f~!) =
B, Cod(fo f~!) = Cod(f) = B, y notar que para y € B arbitrario,

Fof~lw) = £\ W) (por definicién de o)
=. (por Proposicién parte
La demostracién de que f~!o f =idy es similar. g

El siguiente resultado es directo de la definicién de composicién de funciones. Su demostra-
cién queda como ejercicio.

Proposicion 4.12 Sean f: A — B, g: B—C, yh:C — D funciones. Se tiene:
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(1) o es asociativa, es decir, ho(go f) = (hog)o f.
(1) idp es neutro por la izquierda para o, es decir, idgo f = f.

(i11) id4 es neutro por la derecha para o, es decir, foidg = f.

Observacion: Destaca la ausencia, en la proposicién anterior, de alguna referencia a la
conmutatividad. Esto se debe a que o no es conmutativa. Un contraejemplo sencillo esta
dado por f y g de R en R tales que f(z) = 1y g(z) = 0 para todo = € R. Luego,
fog(x)=1+#0=go f(z), cualquiera sea x € R. O

Enunciamos ahora algunas propiedades de la composiciéon de funciones con respecto a la
inyectividad y epiyectividad:

Proposicion 4.13 Sean f: A — B y g: B — C funciones. Se tiene que:

(1) f y g son inyectivas => go [ es inyectiva.
(i1) f y g son epiyectivas = go f es epiyectiva.
(1) f y g son biyectivas = go f es biyectiva.
(1iv) go f es inyectiva = [ es inyectiva (g no necesariamente lo es).

(V) go f es epiyectiva = g es epiyectiva (f no necesariamente lo es).

Dem. Demostraremos y (Notar que es consecuencia directa de|(1)|y )

Para Por hipdtesis tenemos que f y g son epiyectivas. Queremos ver que la funcién
gof:A— C es epiyectiva. Sea z € C. Buscamos un z € A tal que (go f)(x) = z, es decir,

tal que g(f(x)) = =.

Como g : B — C es epiyectiva, sabemos que existe un y € B tal que ¢g(y) = z. Del mismo
modo, como f: A — B es epiyectiva, sabemos que existe x € A tal que f(x) = y. Asi

(g0 f)x) =g(f(x) =9g(y) =2
que es lo que queriamos demostrar.

Para Por hipétesis tenemos que g o f es inyectiva. Queremos demostrar que f es
inyectiva.
Consideremos x1,x9 € A arbitrarios. Notar que
f(x1) = f(x2) = go f(x1) = g(f(z1)) = g(f(x2)) = g o f(x2)
(evaluando ambos lados de la = en ¢ y por definicién de o)

= I = Z9. (porque por hipétesis g o f es inyectiva)
Como 1,2 € A son arbitrarios, se concluye que f es inyectiva.

Veamos ahora, mediante un contraejemplo, que g no tiene porque ser inyectiva. Conside-
remos A = {z}, B = {1,2}, y C = {c}. Ademds, sean f : A — B tal que f(z) =1y
g: B — C tal que g(1) = g(2) = ¢. La funcién f es claramente inyectiva mientras que g no
lo es. No obstante, go f : A — C es trivialmente inyectiva, pues no existen a,a’ € A con
a#a. O
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Corolario 4.14 Si f : A — B es biyectiva, entonces =1 es biyectiva y (f~1)~! = f.

Dem. Por Proposicién si f es biyectiva, entonces fo f~! =idg y f~'o f =idy. Por
Proposicién@par‘ue de fof~! = idp sigue que f~! es inyectiva. Por Proposicién
parte de f~'o f =1idy sigue que f~! es epiyectiva. Por lo tanto, se concluye que f~!
es biyectiva.

Veamos ahora que (f~1)~! = f. Primero observamos que Dom((f~1)7!) = Cod(f~!) =
Dom(f) y que Cod((f~1)™!) = Dom(f~!) = Cod(f). Falta probar que (f~!)"(z) = f(x)
para todo x € A. En efecto, sea x € A arbitrario. Notar que

flx)=f(z) &= x= f_l(f(x)) (por definicién de f~1)
— (fFHYz) = f(=). (por definicién de (f~1)~1)
Como x € A es arbitrario, se obtiene la conclusién que buscdbamos. O

Método para calculo de inversas

Por Corolario y Proposicién sabemos que, si f: A — B es una funcién biyectiva,
entonces existe g : B — A inversa de f (es decir, g = f~1) que satisface las siguientes tres
propiedades:

(a) go f=idy.
(b) fog=1idp.
(c) g es biyectiva.

FEl siguiente resultado establece una especie de reciproco.

Proposiciéon 4.15 Sean f: A — B yg: B — A. Si de las condiciones las
funciones f y g satisfacen dos cualquiera, entonces f es biyectiva y su inversa es g (es decir,

g=rf1).

Dem. Supongamos que se cumplen las condiciones @y La primera de estas condiciones
garantiza que go f = id4. La segunda condicién y el Corolario nos garantizan que g~
existe. Luego,

gof=1idy < g lo(gof)=g loidy (componiendo por la izquierda por g—!)
— (gtog)of=g1 (porque o es asoc. y Proposicién [f.12] parte [(111))
< idgof=g¢g"! (por Proposicién
— f=g L (por Proposicién parte |(11)))

Como g es biyectiva, por Corolario se tiene que f = ¢~ es biyectiva y que g = f~ L.

El caso en que se cumplan las condiciones @ v |(c)| se verifica de manera parecida al caso
anterior.
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Finalmente, supongamos que se cumplen las condiciones @ y @ Como go f=1idy eidg
es epiyectiva, por Proposicion parte sigue que g es epiyectiva. Como f o g = idp
e idp es inyectiva, por Proposicién parte sigue que g es inyectiva. Luego, g es
biyectiva y se cumple la condicién La conclusién sigue del caso anterior. (Il

Como consecuencia, podemos obtener el siguiente resultado:

Proposicién 4.16 (Inversa de una composicién) Si f : A - B yg: B — C son
biyectivas, entonces

(gof)t=ftog™"
Dem. Denotemos F =go f y G = f~'og~!. Por Proposicién basta con verificar que
GoF=idy y FoG=idg.
En efecto,

GoF=(ftogHo(gof) (por definicién de F'y G)
fto((g7tog)of) (por asociatividad de o)
= flo(idgo f) (por Proposicién 4.11))
ftof (por Proposicién parte [(11)))
=idy (por Proposicién

Andlogamente, se verifica que F o G = idp. ]
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Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

10.

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.
22.

23.

. El problema de dada un funcién f : A — By a € A, encontrar x € B tal que f(a) =z

siempre tiene una tnica solucion.

. El problema de dada un funcién f : A — By a € A, encontrar x € B tal que f(a) =z

no siempre tiene una solucion.

. El problema de dada un funcién f : A — By a € A, encontrar x € B tal que f(a) =z

siempre tiene una solucién, pero no siempre unica.

El problema de dada un funcién f : A — B y b € B, encontrar x € A tal que f(z) =b
siempre tiene una tinica solucion.

. El problema de dada un funcién f : A — By b € B, encontrar x € A tal que f(z) =b

no siempre tiene solucién.

. El problema de dada un funcién f : A — By b € B, encontrar x € A tal que f(z) =b

si tiene solucion ésta no es siempre Unica.

Una funcién f : A — B es inyectiva si satisface que (Vxi,29 € A,z1 # x2
f(z1) # f(x2)).
. Una funcién f : A — B es inyectiva si satisface que (Vz1,22 € A,x1 = 29

f(z1) = f(x2)).

. Una funcién f : A — B es inyectiva si satisface que (Vz1,z9 € A, f(z1) = f(x2)

xr1 = x39).

Una funcién f : A — B es inyectiva si satisface que (V1,22 € A, f(x1) # f(x2)

x1 # x39).

La funcién f :
La funcién f :
La funcién f :
La funcién f :
La funcién f :

La funcién f :

Lyl

(0,00) — R, definida por f(x) = 2?2, es inyectiva.

R — R, definida por f(x) = 22, es inyectiva.

R\ {0} — (0,00), definida por f(z) = 22, es inyectiva.
R — (0,00), definida por f(x) = |x — 1], es inyectiva.
(0,00) — R, definida por f(z) = |z — 1], es inyectiva.
(1,+00) — R, definida por f(z) = |z — 1], es inyectiva.

Una funcién f : A — B es epiyectiva si satisface que (Va € A,3b € B, f(a) = b).

Una funcién f: A — B es epiyectiva si satisface que (Va € A,3!b € B, f(a) = ).

Una funcién f: A — B es epiyectiva si satisface que (Vb € B,3a € A, f(a) = b).

Una funcién f : A — B que satisface (Vb € B,3la € A, f(a) = b), no necesariamente

es epiyectiva.

Una funcién f : A — B que satisface (Vb € B,3la € A, f(a)

, s inyectiva.

=)
Una funcién f : A — B que satisface (Vb € B,3la € A, f(a) = b), es epiyectiva, pero
no necesariamente inyectiva.

La funcién f :

(0,00) — R, definida por f(x) = 22, es epiyectiva.
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24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.

40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
o7.
58.

La funcién f : R — R, definida por f(x) = 22, no es epiyectiva.

La funcién f: R\ {0} — (0,00), definida por f(x) = 22, es epiyectiva.

La funcién f : (0,00) — (0, 00), definida por f(z) = x2, es epiyectiva.

Una funcién es biyectiva si es inyectiva o epiyectiva.

Una funcién es biyectiva si es inyectiva y epiyectiva.

Una funcién f : A — B es biyectiva si satisface (Vb € B)(Jla € A)(f(a) = b).

La funcién f: R\ {0} — (0, 00), definida por f(z) = 2, es biyectiva.

La funcién f : (0,00) — (0, 00), definida por f(z) = x2, es biyectiva.

La funcién f : (0,00) — R, definida por f(z) = 22, es biyectiva.

La funcién f: R — R, definida por f(x) = ax + b con a,b € R, siempre es biyectiva.
La funcién f: R — R, definida por f(x) = ax + b con a,b € R, es biyectiva si b # 0.
La funcién f : R — R, definida por f(x) = ax 4+ b con a,b € R, es biyectiva si a # 0.
Dada una funcién f : A — B cualquiera, su inversa existe y se denota 1.

Existen funciones que no son inyectivas y que tienen una inversa.

La inversa de una funcién biyectiva, es biyectiva.

Existe una funcién f : A — A biyectiva, tal que para algin a € A se tiene que
(@) # 1 (f(a)-

Sif:A— B,g:C — D. Basta con que B C C para que g o f exista.

Sif:A— B,g:C — D. Basta con que C' C B para que g o f exista.

Sif:A— B,g:C — D. Necesariamente se debe tener B = C para que g o f exista.
Sif:A— B,g:B— Aentonces fog=go f.

Sif:A— A,g: A— Aentonces fog=go f.

Sif:A— B,g:B— Ay f eslafuncién identidad, entonces fog=go f.
Sif:A— B,g:B— Cy f esinyectiva, entonces g o f también lo es.

Sif:A— B,g: B— Cy f esepiyectiva, g o f también lo es.

Sif:A— B,g: B — C son tales que f y g son epiyectivas, g o f también lo es.
Sif:A— B,g: B— Cy f esbiyectiva, g o f es inyectiva.

Sif:A— B,g: B— Cy f esbiyectiva, go f es epiyectiva.

Sif:A— B,g: B— Cy g es biyectiva, g o f también lo es.

Sif:A— B,g: B— Cy g es biyectiva, g o f es epiyectiva.

Sif:A— B,g: B — C son tales que f y g son biyectivas, g o f también lo es.
Sif:A— B,g:B— Cygof esinyectiva, g también lo es.

Sif:A— B,g: B— Cygof esepiyectiva, g también lo es.

Sif:A— B,g:B— Cygof esbiyectiva, g también lo es.

Sif:A— B,g:B— Cygof esbiyectiva, g es inyectiva.

Sif:A— B,g:B— Cygof esbiyectiva, f también lo es.
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99.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.

:A— B,g:
:A— B,g:
:A— B,g:
Sif:A— B,g:
Sif:A— B,g:
Si f es biyectiva, (f~1)~! = f.

Si f es biyectiva, (f~1)~t = f~L
Sif:A— B,g:
Sif:A— B,g:
Sif:A— B,g:
Sif:A— B,g:

Si f
Si f
Si f

B — A son biyectivas,
B — A son biyectivas,
B — A son biyectivas,

B — A son biyectivas,

B — C son biyectivas,
B — (' son biyectivas,
B — C son biyectivas,
B — C son biyectivas,

B — C y go f es biyectiva, f es inyectiva.

idg.

entonces si g = f1, luego f o g = ida.

entonces si g = f~1, luego go f =

entonces si g = £, luego f o g = idp.

entonces si f = ¢~ !, luego g = f~1.

luego 9)”
luego (fog)~
(fog) 1) =f
(feg)™)t=foy

._. ,_.
HQ kh
L
o
s
—

(fo
(
luego (
(

luego

Guia de Ejercicios

. Dado un conjunto F # () y B C fijo, determine si cada una de las siguientes es funcién
y, en caso de serlo, si es inyectiva, epiyectiva y biyectiva. Considere a E como el

universo. Encuentre la funcién inversa en el caso que corresponda.

Considere f: R = R

a) f(z)=Va?+1
b) f(z) = a?

o) f(z) = sen(x)
d) f(z) = S5l

.Se puede redefinir el dominio o el codominio de f de modo que la funcién logre ser

inyectiva o epiyectiva?

son biyectivas.

FiRA{0} = R, con f(x) =
Seaa#0. f:R— R, con f(
f:[0,27] = R, f(x)=sen(z?)
f:]0,00) = R, f(z)=

1
3
T

Nz

EACHCACS

2) £ PLE) > P(E) dd or (X € B, 10 = X)

b) g: P(E) - P(E), dada por (X C E, g(X) = X \ (X°)).

c) hi:P(E )—>73( ), dada por (VX C E, hi(X) = XN B).

d) hy: P(E)\ {0} — P(E), dada por (VX C E, hs(X) = X U B).
e) hs:P(E)— P(E), dada por (VX C E, h3(X)= XAB).

. Comente sobre la inyectividad, epiyectividad y biyectividad de las siguientes funciones.

. Encuentre la funcién inversa de las siguientes funciones, verificando previamente si

=ax+b

71



. Dadas f: A — B, g : B — C funciones, demuestre las siguientes propiedades enun-
ciadas en las tutorias:

a) Si f y g son inyectivas, entonces (g o f) es inyectiva.
b) Si f y g son biyectivas, entonces (g o f) es biyectiva.
c) Si(go f) es epiyectiva, entonces g es epiyectiva (f no necesariamente lo es).

.Sean f : Z - Z, g : % — Zy hZ — 7 tres funciones dadas por f(z) = 1 — z,
glx)=—x—1yh(x)=x+2.

a) Verificar que cualquier composicién entre estas tres funciones (por ejemplo, f o
(hog), fog, (hoh)og, etc.), resulta ser una funcién invertible.

b) Pruebe que hogo f =go foh =1idg, en donde idy es la funcién identidad.

¢) Deducir de lo anterior que flogt=h.

. Dados dos conjuntos A y B, determine si las siguientes son funciones y si son inyectivas,
epiyectivas y biyectivas. Encuentre la funcién inversa en el caso que corresponda.

).

a) ma: Ax B — A, dada por (Y(a,b) € A x B, ma((a,b)) =
=0).

g : A X B — B, dada por (V(a,b) € A x B, ©g((a,b))

>~

)
) da: A— Ax B, dada por (Va € A, da(a) = (a,a)).

) T: AXx B — B x A, dada por (Y(a,b) € A x B, 7((a,b)) = (b,a)).
) Dado by € B fijo. f: A — A x B, dada por (Va € A, f(a) = (a,by)).

o &0 o

. Considere las mismas funciones del ejercicio anterior, pero suponiendo A = B. Indique
si se pueden o no definir las siguientes funciones. En los casos afirmativos, determinelas.

TAOTRH.
mpodgoTy.
TBOT.
maoToO f.
dyo fomy.

o |0 |T |
N N e N N

Guia de Problemas

. (20 min.) Considere las funciones f : N\ {0} — @Q definida en cada n € N\ {0} por
fn) = ﬁ y g : Q — @Q definida en cada ¢ € Q por g(¢q) = 2. Determine si f, g son
inyectivas, epiyectivas y biyectivas.

. Sea f: R\ {2} — R la funcién definida en cada z € R \ {2} por f(z) = 2.

xT

) (10 min.) Demostrar que {f(z) | z € R\ {2}} =R\ {2}.

) (10 min.) Demostrar que f es inyectiva.

) (10 min.) Se define una nueva funcion g : R\ {2} — R\ {2} tal que en cada
xz € R\ {2} se tiene que g(x) = f(x). Pruebe que g es biyectiva y calcule su
inversa.

o |T |
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3. (30 min.) Para a,b € R considere la recta L, = {(z,y) € R? | y =ar+b}yla
coleccién de rectas £ = {L,p C R? | a,b € R}. Se define el conjunto de pares de

rectas no paralelas
H={(L,L)eLl*|LNL #0,L#L}

y la funcién 1 : H — R? talque ¥((L, L)) = (z0, yo), donde (xq,yo) es el tinico punto
de interseccién de L y L'. Pruebe que 1) es epiyectiva.

4. Sea F el conjunto universo y A, B C E. Se define

f:P(E) — P(E)
X — f(X)=ANn(BUX)

a) (15 min.) Pruebe que f(f(X)) = f(X) para todo X € P(E).
b) (15 min.) Si A # E'V B # {), pruebe que f no es inyectiva.
c) (10 min.) Si A # E pruebe que f no es epiyectiva.
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4.5 Conjuntos imagen y preimagen

Si f:A— B esuna funcidn, y si y = f(z), decimos que y es imagen de z a través de f, y
que x es preimagen de y a través de f.

Como f es una funcién, tenemos que Vx € A, Jly € B,y = f(x).

Esto nos dice que cada x € A posee una unica imagen y € B. Sin embargo, los elementos
y € B pueden tener varias preimagenes distintas, como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo: Tomemos la funcién f : N — N dada por f(n) = (n — 10)2. Se tiene que 36 es
la imagen por f de 4, pues f(4) = 36. A su vez, tenemos que 4 es preimagen de 36. Pero
también f(16) = 36, por lo que 16 también es preimagen de 36. Es facil observar que 36 no
tiene més preimagenes que estas dos, asi que podemos decir que {4,16} es el conjunto de
preimagenes de 36. Del mismo modo, {5,15} es el conjunto de preimagenes de 25, y {10}
es el conjunto de preimagenes de 0. Podemos reunir estos conjuntos de preimégenes:

{4,5,10,15,16} es la unién de las preimégenes de los elementos de {0, 25,36}.

También estd el caso del natural 2, el cual no tiene preimégenes por f (esto se observa
dado que f(n) siempre es un cuadrado perfecto, y 2 no lo es). En este caso decimos que el
conjunto de preimégenes de 2 es () (el conjunto vacio).

Asi como obtuvimos el conjunto de todas las preimagenes de ciertos elementos, podemos
formar el conjunto de todas las imagenes de una coleccién de elementos. Como sabemos que
9,4, 1,0, 1y 4 son respectivamente las imagenes de 7, 8, 9, 10, 11 y 12, escribimos:

{0,1,4,9} es el conjunto obtenido al reunir las imégenes de {7,8,9,10,11,12}
(observar que en el primer conjunto hemos eliminado los elementos repetidos,
como corresponde en los conjuntos).
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Definicién 4.17 (Conjunto imagen) Sea f : A — B una funcion, y sea A’ C A.
Definimos el conjunto imagen de A’ por f como

f(AY={f(x)eB:xec A’}
0, equivalentemente

VyeB,(ye f(A) < Bz ec A, flx)=y)).

Notemos que f(A’) siempre es un subconjunto de B. Es el obtenido al reunir todas las
imdgenes de los elementos de A’.

Proposicién 4.18 f: A — B es epiyectiva <= f(A) =B

Dem. En efecto,

f(A)=B <= BC f(A) (porque f(A) C B por definicién de funcién)
<~ (Vy e B,y € f(A)) (definicién de Q)

<— (VWyeB,FzxeAy=f(x)) (definicién de conjunto imagen)

<= f es epiyectiva. (definicién de epiyectividad)

]

Proposicion 4.19 Sea f: A — B funcion. Sean A1, Ao C A. Se tiene:
(1) A1 C Ay = f(A1) C f(A2).
(11) f(A1NA2) C f(A1) N f(A2).

(1) f(A1UA2) = f(A1) U f(A2).

Dem. Demostraremos |(1)| y

Veamos que se cumple Por hipétesis, se tiene que A; C As. Luego,

f(A) ={f(z):z e A} (definicién de conjunto imagen)
C{f(z):we A} (porque A; C As)
= f(A2). (definicién de conjunto imagen)
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Veamos que se cumple En efecto, sea y € B arbitrario,

y€ f(AINAy) < Jx € AjNAs,y= f(x) (definicién de conjunto imagen)
< dreExcAiNANy=f()
(convencién sobre cuantificacién sobre conjuntos)
< JrxeE (xecAiNy=f(x)AN(zxe€ ANy = f(x))
(Idempotencia y asociatividad del A)
= (TreEBrzcAiNy=f(z))NFr e E,x € As Ny = f(x))
(porque (Fz € E,P(x) NQ(z)) = (Jz € E, P(x)) A (Fz € E,Q(x)))
= (Elx € A17y = f(fE)) N (Elﬂj’ S AQay = f(l’))

(convencién de cuantificacién sobre conjuntos)

— ye f(A) Ny € f(Ag) (definicién de conjunto imagen)
< y € f(A1)N f(A2). (definicién de N)
Como y es arbitrario, se concluye que f(A; N A2) C (A1) N f(As2). O

Ejercicio: Queda propuesto mostrar que no se cumple el reciproco. Es decir, mostrar con
un contraejemplo que, en general, no se cumple que f(A4; N Ag) = f(A1) N f(A2). A

Definicién 4.20 (Conjunto preimagen) Sea f : A — B funcién y sea B C B.
Definimos el conjunto preimagen de B’ por f como

fHB)={reA: f(x) e B}

o0, equivalentemente

V€ A, (z € fYB) = f(x)e B).

Notar que f~1(B’) es siempre un subconjunto de A. Es el obtenido al reunir todas las
preimégenes de los elementos de B’. Mas atin, f~!(B’) queda bien definido siempre, inclusive
si f no es biyectiva (en cuyo caso f no serfa invertible).

Proposiciéon 4.21 Sea f: A — B funcién y sean By, Bo C B. Se tiene:
(1) B1 € By = f~'(B1) C f~!(Ba).

(i) f~H(B1NBy) = f~H(B1)N f(By).
(1) f~H(B1UBy) = f~1(B1) U f~(Ba).

Dem. Demostraremos y

Veamos que se cumple Por hipétesis, se tiene que By C Bs. Luego,

fH(B)={xcA: f(z) € B} (definicién de conjunto preimagen)
C{reA: f(x) € By} (porque B; C B3)
= f1(Bo). (definicién de conjunto preimagen)
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Veamos que se cumple Notar que si € A es arbitrario, entonces

z € fTYBINBy) < f(z) € BiNBy (definicién de conjunto preimagen)
< f(x) € Bi1 A f(z) € By (definicién de N)

— zc f Y B)Azc f 1 (By) (definicién de conjunto preimagen)

— zc fYB)NnfYBy). (definicién de N)

Como x es arbitrario, se concluye que f(B1 N B2) = f(B1) N f(Ba). O

A continuacién enunciaremos un par de resultados que reunen los conceptos vistos en esta,
seccién y las anteriores. Posteriormente, resolveremos ejercicios relacionados.

Proposicién 4.22 Sea f: A — B funcion, A’ C A y B’ C B. Se tiene:
(1) A" C fHf(A)).
() f(f~1(B) = B' N f(A).

Proposicion 4.23 Sea f: A — B funcion. Se tiene:

(1) [ es inyectiva si cada elemento del codominio tiene a lo mds una preimagen, es decir,
f es inyectiva <= Yy € B, f *({y}) =0.v Az c A, f 1 ({y}) = {x}).
(1) f es epiyectiva si cada elemento del codominio tiene al menos una preimagen, es decir
f es epiyectiva < Yy € B, f~({y}) # 0.

(1) f es biyectiva si cada elemento del codominio tiene exactamente una preimagen, es
decir,

f es biyectiva = Yy € B, f'({y}) = {f*(v)}.
En general, si f es biyectiva y denotamos su inversa por h, entonces se tiene que
VB' C B, fY(B') = h(B).
Es decir, la preimagen de B’ por f y la imagen de B’ por h coinciden, para cualquier
B’ C B.
Ejercicio: Probar que: f es inyectiva <= VA’ C A, A" = f~1(f(A")).
Haremos la demostracion por Equivalencia dividida.
=) Debemos probar que VA’ C A, A" = f=1(f(4)).

Sea entonces A’ C A y x € A arbitrario. Notar que,

ze fHfA)) = f(z)e f(Aa) (definicién de conjunto preimagen)
— W e A, f(z) = f(2) (definicién de conjunto imagen)
— ' c A,x=12 (porque f es inyectiva por hipétesis)
— xe A (definicién de €)
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Como z es arbitrario, se concluye que A’ = f=1(f(4")).
<) Por hipétesis VA" C A, A" = f~1(f(4’)). Debemos probar que Vay,z2 € A, f(x1) =
f(z2) = x1 = x9. En efecto, si x1, 9 € A arbitrarios, entonces

f(z1) = f(z2) <= {f(x1)} ={f(z2)} (definicién de = de conjuntos)
— f{z1}) = f({z2}) (definicién de conjunto imagen)

= [ (f{z1}) = 1 (f{z2)))

(tomando preimdgenes de ambos lados de la =)

— {z1} = {z2} (hipdtesis)
<— 21 = T9. (definicién de = de conjuntos)
AN

Ejercicio: Probar que: f es epiyectiva <= VB’ C B, f(f~1(B')) = B'.
Haremos la demostracién por Equivalencia dividida.
=) Por hipétesis, f es epiyectiva. Debemos probar que VB' C B, f(f~1(B')) = B'.
Sea entonces B’ C B e y € B’ arbitrario. Como f es epiyectiva, 3z € A tal que y = f(x).
Notar que,

y=f(z)€eB < zc f (B (definicién de conjunto preimagen)

= y=f(z) € fF(F7H(B).
(porque y = f(x) y definicién de conjunto imagen)

Como y es arbitrario, se concluye que B’ C f(f~1(B’)). La inclusién reversa se tiene por
Proposicién parte |(11)]

<) Por hipétesis VB’ C B,B’ = f(f~'(B’)). Debemos probar que f es epiyectiva, o lo
que es equivalente, por Proposicién que f(A) = B. En efecto, tomando B’ = B en la
hipétesis, tenemos que

B=f(f"Y(B)) = BC f(4) (porque f~Y(B)C Ay Proposiciénparte
<= B = f(A). (porque f(A) C By definicién de = de conjuntos)

A
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El siguiente concepto que vamos a estudiar es el de relacién, en particular las relaciones bi-

narias. Estas nos permitiran modelar conceptos como “es mayor que”, “es adyacente a”, “es

divisible por”, “precede a”, etc. En general, las relaciones son la manera de formalizar mate-
maticamente que objetos de interés comparten cierta vinculacion. Un caso muy particular

de las relaciones son las funciones.

Aunque no lo estudiaremos, las relaciones (no necesariamente binarias) también constituyen
la principal forma de describir la estructura de las bases de datos en que se almacena
informacién en los sistemas informéticos modernos.

5.1 Definiciones y propiedades generales

Definicién 5.1 (Relacién) Una tripleta de conjuntos (A, B,R) es una relacion si
cumple R C A x B.

Para (a,b) € A x B, denotaremos aRb cuando (a,b) € R, y aR b cuando (a,b) ¢ R.

El conjunto A se llama el dominio de la relacion y el conjunto B el codominio.

En lugar de (A, B,R) es una relacién, diremos que R es una relacién en A x B.

En este apunte, el estudio de relaciones en A x B, cuando A y B son arbitrarios, se restringe
a lo ya hecho en el capitulo de las funciones, que por cierto son un tipo de relaciones.

En lo que sigue consideraremos sélo relaciones donde A = B. En este caso, diremos que R
es una relacion en A, en lugar de decir que R es una relaciéon en A x A.

Ejemplo:
s Cualquiera sea el conjunto A la relacién R = () es relacién en A.
» Para A = {a} sélo hay una relacién no vacia en A, a saber R = {(a,a)} = A x A.

Diremos que una relacion Q en un conjunto §2 es trivial si ) tiene un sélo elemento
vy Q=Qx Q.

= Kl orden de los niimeros reales, <, es una relacién en R, interpretando < como el
conjunto {(z,y) e R x R | z < y}.
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» Para A # () no vacio y f : A — B una funcién dada, el conjunto {(a,b) € A x
A f(a) = f(b)} es una relacién en A.

¢
Ejemplo: Si E # (0 y P(E)* = P(E) \ {0}, entonces las siguientes son relaciones:
= Inclusién de conjuntos (C) en P(E), es decir, {(4, B) € P(E) x P(E) | A C B}.
= Menor o igual cardinal en P(E)*, es decir,
M ={(A,B) € P(E)"* x P(E)* | 3f : A— B inyectiva }.
» Igual cardinal en P(E)*, es decir,
I ={(A,B) e P(E)" x P(E)* | 3f : A — B biyectiva }.
¢

Ejemplo: También se suele definir una relacién de manera menos formal mediante una
descripcién con palabras.

= Congruencia médulo 3: p =3 ¢ si p y ¢ son enteros tales que p — ¢ = 3k, para algin
k € Z. Es decir, =3 es una relacién en Z dada por {(p,q) € Z*? : 3k € Z,p — q = 3k}.

= aRb si a y b son personas cuyos RUT tienen el mismo simbolo verificador. Es claro
del contexto que la relacién es en el conjunto de las personas que poseen RUT.

= aRb siay bson palabras de un libro que comienzan con la misma letra.

= Orden alfabético: aRb si a y b son palabras de un diccionario de Espanol donde a
aparece antes que b o bien a = b.

o

Dada una relacién en un conjunto, definimos las siguientes propiedades (al igual que con la
inyectividad, epiyectividad y biyectividad de funciones, estas propiedades pueden ser o no
cumplidas por cada relacién):

Definicién 5.2 (Propiedades de relaciones) Se dice que la relacion R en A es
= refleja, siVr € A, xRzx.
= simétrica, siVr,y € A, xRy = yRx.
= antisimétrica, siVr,y € A, TRy ANyRx =z =y.
= transitiva, siVr,y,z € A, 2Ry ANyRz = xRz.

Estudiemos qué propiedades cumplen algunas de las relaciones de los ejemplos anteriores y
otros adicionales.

Ejemplo:

= Una relacion trivial es refleja, simétrica, antisimétrica y transitiva.
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» Si E =0, entonces P(E) = {0}. Por lo tanto, hay sélo una relacién en P((), que es
una relacién trivial y cuyas propiedades son las sefialadas en el punto anterior.

» De lo que sabemos de la teoria de conjuntos, la relacién de inclusién de conjuntos (C)
en P(E) es refleja, no es simétrica, es antisimétrica y transitiva cuando E # ().
» Para A # () no vacioy f : A — B una funcién dada, la relacién {(a,b) € A x A :
fla) = f(b)}:
e es refleja, porque f(a) = f(a) para todo a € A..
e cs simétrica, porque para todo a,b € A, f(a) = f(b) equivale a f(b) = f(a).
e 1o es antisimétrica si f no es inyectiva pues entonces existen a # b tales que
fla) = f(b) y f(b) = f(a).
e es antisimétrica si f es inyectiva puesto que si f(a) = f(b) y f(b) = f(a), entonces
a=b.
e es transitiva ya que si f(a) = f(b) y f(b) = f(c), entonces f(a) = f(c).
¢
Ejemplo (menor o igual cardinal): Si E # 0 y M = {(A,B) € P(E)* x P(E)* | 3f :
A — B inyectiva}, entonces
= cuando E = {a}, se tiene que P(E) = {0, {a}} por lo que P(E)* = {a} y la relacién
M es trivial.
= cuando F tiene al menos dos elementos a y b, la relacién M:
e es refleja: la funcién identidad id4 : A — A muestra que AMA.
e no es simétrica: La funcién g : {a} — {a, b} dada por g(a) = a es inyectiva, pero
no hay funcién inyectiva f : {a,b} — {a} pues f(a) = f(b) = a. De este modo,

{a} M{a, b} pero {a,b} M {a}.
e No es antisimétrica: f : {a} — {b} y g : {b} — {a} dadas por f(a) =by g(b) =a
son inyectivas, y entonces {a}M{b} y {b} M{a}, pero {a} # {b}.

e Es transitiva: pues la composicién de funciones inyectivas es inyectiva.

¢

Ejemplo (relacién diagonal): Consideremos R— = {(a,b) € A X A : a = b} que es un
caso especial de la relacion del ejemplo anterior con f =id4. Se tiene que R— es:

= refleja, ya que por definiciéon aR_a.

= simétrica, puesto que si aR_b, entonces a = b, luego bR_a.

= es antisimétrica, dado que aR-b y bR—_a implican que a = b.

= es transitiva, ya que si a,b,c € A son tales que aR_by bR_c, entonces a =by b=c
con lo cual a = ¢, luego aR—c.

%

El ultimo de los ejemplos, R—, muestra que hay relaciones que pueden ser simétricas y
antisimétricas. Relaciones que cumplen con esto son escasas y estan caracterizadas por ser
un subconjunto de R—. En efecto, sea R es una relacién en A simétrica y antisimétrica. Si
a’Rb, entonces por simetria, bRa y, por antisimetria, a = b. Es decir, R C R_.

Ejemplo (congruencia): La relacién =3 cumple lo siguiente:
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= Es refleja puesto que p—p=0=3"-0.

» Es simétrica ya que p — ¢ = 3k implica que g — p = 3(—k).

= No es antisimétrica pues 0 =3 3 y 3 =3 0, sin embargo 0 # 3.

» Es transitiva porque si p =3 q y g =3 s, entonces existen k y £ tales que p —q =3k y
q— s = 3L. Por lo tanto, p — s = 3k + 3¢ = 3(k + {).

¢

Divisibilidad en Z y en N

Definicién 5.3 (Divisibilidad) En 7 se define la relacion divisibilidad, que se ano-
ta |, por alb si existe q € Z tal que b = qa.

Cuando a|b, se dice que a divide a b, o que b es divisible por a, o que b es mailtiplo
de a.

Notar que todo entero es divisible por —1 y +1 y que 0 es divisible por cualquier entero.
La relacién divisibilidad en 7Z tiene las siguientes propiedades:

= Es refleja: para todo p € Z existe k = 1 € Z tal que p = 1p.
= No es simétrica: 2 divide a 4 pero 4 no divide a 2.
= No es antisimétrica: 2 divide a —2 y —2 divide a 2, pero 2 # —2.

» Es transitiva: si p|q y ¢|t, entonces existen k y £ en Z tales que p = kq y ¢ = (t. Luego,
p = klt y como k{ € 7, se concluye que plt.

Consideremos ahora la relacién que se obtiene de la divisibilidad en 7Z al restringir el dominio
y codominio a IN. ;Qué cambia?.

Es importante observar que como en 7 la divisibilidad es refleja y transitiva, entonces
lo seguird siendo en IN. Esto se debe a que para que una relacién sea refleja, simétrica,
antisimétrica o transitiva, ciertos predicados deben ser verdaderos para todo entero, par
de enteros o tripletas de enteros, segin corresponda. Como N C 7, cualquiera de estos
predicados que sea verdadero para ntimeros enteros lo seguird siendo para nimeros naturales.

Por su parte, cuando estos predicados son falsos en 7Z, no sabemos si seguiran siendo falsos
en N. Esto es asi pues la falsedad de ellos se demuestra usando un contraejemplo. En el
caso de la simetria el contraejemplo es (2,4) y (4,2), y en el caso de la antisimetria el
contraejemplo es (2, —-2) y (—2,2). Como 2,4 € N, los pares (2,4) y (4,2) también son un
contraejemplo para la simetria de la divisibilidad en N. Por lo tanto, la divisibilidad en IN
no es simétrica. Sin embargo, como —2 ¢ N, el contraejemplo de la antisimetria en Z ya no
es un contracjemplo en IN.

En cambio, podemos probar que divisibilidad en N es antisimétrica. En efecto, si p|lg y ¢|p,
entonces 3k, ¢ € N tales que ¢ = kp y p = £q. Luego, p = £kp lo que, para p # 0, nos dice
que £k = 1. Pero como k, ¢ € N esto ocurre sélo si k = £ = 1. Por lo tanto, si p # 0, entonces
p = q. Por otro lado, si p = 0, entonces ¢ = k0 y, nuevamente, p = ¢q. Concluimos que la
relacion de divisibilidad en N es antisimétrica.
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Tipos de relaciones

Hay dos grandes familias de relaciones que ocurren con frecuencia en matematicas: las
relaciones de orden y las de equivalencia.

Definicién 5.4 (Relacién de orden) R es una relacion de orden en A, o simple-
mente un orden en A, si es una relacion en A que es refleja, antisimétrica y transitiva.

Para x,y € A decimos que:

Decimos que R es un orden total si para todo x,y € A, x e y son comparables.

= z precede ay si TRy.

= 2,y € A son comparables si se cumple que xRy o yRx. Es decir, si x precede a

Y, 0y precede a x.

Definicién 5.5 (Relacién de equivalencia) R es una relacion de equivalencia
en A si es una relacion en A que es refleja, simétrica y transitiva.

Retomamos los ejemplos para ver si corresponden a relaciones de orden, de equivalencia o
de ningtn tipo. Cuando sean de orden también discutiremos si son érdenes totales

Ejemplo:

Una relacién trivial es refleja, simétrica, antisimétrica y transitiva por lo que es de
orden y de equivalencia. Lo mismo ocurre con la relacion R—. Una relacién trivial es
un orden total pero R— no lo es a menos que sea trivial.

La divisibilidad en 7Z es refleja y transitiva y no es ni simétrica, ni antisimétrica.
Por lo tanto no es de orden ni de equivalencia.
La divisibilidad en IN es refleja, antisimétrica y transitiva, pero no es simétrica.

Por lo tanto es de orden pero no de equivalencia. No es un orden total pues los nimeros
3 y 5 (claramente) no son comparables.

La relaciéon =3 es refleja, simétrica y transitiva, y no es antisimétrica.

Por lo tanto, es una relacién de equivalencia y no de orden.

Ya vimos que {(4, B) € P(E)*xP(E)* } 3f : A — B inyectiva } es refleja y transitiva
pero que no es ni simétrica ni antisimétrica.

Por lo tanto, no es de orden ni de equivalencia.

La relacién inclusién de conjuntos (C) en P(E), si E # (), entonces C es refleja,
antisimétrica y transitiva. Pero no es simétrica.

Por lo tanto es de orden pero no de equivalencia.

Si E = {a}, entonces P(E) = {0, {a}} y C es un orden total. Si E tiene al menos dos
elementos a y b, entonces los subconjuntos {a} y {b} no son comparables lo que hace
que, en este caso, C no sea un orden total.
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= Consideremos de nuevo Z = {(4, B) € P(E)*xP(E)* | 3f : A — B biyectiva }. Como
en el ejemplo anterior, si F tiene un sélo elemento, la relacién es trivial. Veamos qué
propiedades se tienen cuando en E hay al menos dos elementos a # b.

e Es refleja: la funcién identidad id4 : A — A muestra que AZA.
e Es simétrica: Si f : A — B es biyectiva entonces f tiene funcién inversa f~! y
f~!': B — A es una biyeccién. Entonces, Z es simétrica.
e No es antisimétrica. El mismo ejemplo que dimos para la relacién M funciona
aqui pues las funciones f : {a} — {b} y g : {b} — {a} dadas por f(a) =by
g(b) = a son biyectivas.
e Es transitiva: pues la composicién de funciones biyectivas es biyectiva.
Entonces, 7 es una relacién de equivalencia pero no es una relacién de orden.
» Para A # () no vacio y f : A — B una funcién dada, la relacién {(a,b) € A x A :
f(a) = f(b)} cumple lo siguiente:
e Si f no es inyectiva, entonces la relacion es refleja, simétrica y transitiva pero no
antisimétrica.
Por lo tanto, es una relacién de equivalencia pero no de orden.

e Si f es inyectiva, entonces corresponde a la relacién R—, por lo que es de orden
y de equivalencia.

La relacién tener el mismo simbolo verificador en el R.U.T., definida en el conjunto
de las persona con R.U.T, y comenzar con la misma letra, definida en el conjunto de
las palabras de un libro, son casos particulares del ejemplo anterior.

En efecto, para la primera relacién podemos tomar f como la funcién que dada una
persona le asigna el simbolo verificador de su R.U.T.

Lo mismo ocurre con la segunda relacién al definir la funcién f que a cada palabra de
un libro le asocia su primera letra.

En ambos casos la funcién no es inyectiva por lo que las relaciones son relaciones de
equivalencia pero no relaciones de orden.

= La relacién R dada por aRb si a y b son palabras de un diccionario de Espafiol donde
a aparece antes que b o bien a = b es un orden total.

En efecto, al permitir que a = b se logra que sea refleja.

Como no puede ocurrir que una palabra a aparezca antes que una palabra by que
la palabra b aparezca antes que la palabra a, la tnica forma que aRb y bRa es que
a =0b, con lo que R es antisimétrica.

Suponiendo que las palabras estudio y trabajo aparecen en el diccionario, entonces
estudioRtrabajo y trabajo R estudio, lo que muestra que R no es simétrica.

Si una palabra a aparece antes que una palabra b y la palabra b aparece antes que
una palabra ¢, se tendra que la palabra a aparece antes que la palabra c.

Luego, R no es una relacién de equivalencia pero si es una relacién de orden.

Dos palabras que aparecen en un diccionario de Espanol siempre son comparables por
lo que R es una relacion de orden total.

%
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Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

© 0 N oW N

R S T e T e T e T e T o T e T ot
S © 0 N U AW N = O

21.
22. R
23. R

24. R
25. R
26.

27.
28.
29.
30.
31.

.Sea f:A—ByB,BoCB, f/Y{(BiNBy) = f~
.Sea f:A—ByB,ByCB, f{(BUBy) = f~
. Sea f: A— B, entoncessi A’ CA — A' C ffl(f(A’)).

. Sea f: A— B, entonces si B C B = f(f'(B')) C

. Sea f: A— B, entonces si B C B = B'Cf(f 1(B))

. Sea f: A — B inyectiva, entonces si A’ C A = A’ = f~1(f(A")).
. Sea f: A — B epiyectiva, entonces si A’ C A = A’ = f~1(f(4")).
. Sea f: A — B inyectiva, B C B = f(f~'(B'))=B".

. Sea f: A — B epiyectiva, B C B = f(f~Y(B')) =B’

. Una relaciéon R C A x A, R # () siempre cumple alguna de las siguientes propiedades:

Sea f: A — B, se tiene que f es inyectiva <= f(A) = B.

Sea f: A — B, se tiene que f es inyectiva — f(A) = B.

Sea f: A — B, se tiene que f es epiyectiva <= f(A) = B.

Sea f: A — B, se tiene que f es epiyectiva — f(A) = B.

Sea f: A— By A1, Ay C A, si f(A1) C f(A2) = A C As.

Sea f: A— By A1,Ay C A si Ay C Ay = f(A1) C f(A2).

Sea f: A— By Ay, Ay C A, entonces f(A; N Az) C f(A1) N f(As).

Sea f: A — B inyectiva y Ay, As C A, entonces f(A; N Az) = f(A1) N f(As2).
Sea f: A— By Aj, Ay C A, entonces f(A; U As) = f(A1) U f(A2).

Sea f: A— By B1,Bo C B,si By C By = f1(B1) C fY(Bo).

Y(B1) N f~(Ba).
Y(B1) U f~H(Ba).

R es refleja, R es simétrica, R es antisimétrica, R es transitiva.

R ={(z,y) € Rx R |z =2y} es una relacion refleja.

={(z,y) € R xR | = 2y} es una relacién simétrica.

={(z,y) e R\ {0} x R\ {0} | 3k € N, = 2k} es una relacion refleja.

={(z,y) e R\ {0} x R\ {0} | 3k € N, %= 2k} es una relacién simétrica.
={(z,y) e R\ {0} x R\ {0} | Jk € N, { = 2k} es una relacion transitiva.

R ={(z,y) € N\ {0} x N\ {0} | 3k € N, + < 3k} es una relacién simétrica.

Sear € R, R ={(x,y)

Sear € R, R ={(x,y)

Sear € R, R = {(x,y) € [-r,r] x [-r,7] | 2? + y* = r?} es una relacién refleja.

Sear e R, R ={(z,y) €

R ={(z,y) e RxR | 2?4+ y*> =% r € R} es una relacién antisimétrica.

cR xR ‘ 22 + y? = 72} es una relacién simétrica.

cR xR ‘ 22 + y? = 72} es una relacién antisimétrica.

[—r, 7] x [=r,7] | 2? + y* = r?} es una relacién simétrica.
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32. R={(z,y) e R xR |22 +5y?=r%r c R} es una relacién transitiva.
33. Una relacién simétrica nunca es antisimétrica.

34. Una relacién antisimétrica nunca es simétrica.

35. La = es una relacién que es simétrica y antisimétrica a la vez.

36. La unica relacién simétrica y antisimétrica a la vez es la igualdad.

37. No existen relaciones que sean de equivalencia y de orden a la vez.

38. R ={(z,y) € Z\ {0} x Z\ {0} | zy < 0} es una relacién refleja.

39. R ={(z,y) € Z\ {0} x Z\ {0} } xy < 0} es una relacién antisimétrica.
40. R = {(=,y) € Z\ {0} x Z\ {0} | 2y > 0} es una relacién transitiva.
41. R ={(=,y) € Z\ {0} x Z\ {0} | 2y < 0} es una relacién transitiva.
42. R ={(x,y) € [0,00) x [0, 00 ! x > 0} es una relacién refleja.

43. R = {(=,y) € [0,00) x [0,00) | > 0} es una relacién simétrica.

44. R ={(z,y) € Rx R | 2 < 0} es una relacién antisimétrica.

45. R = {(z,y) € R x R | # < 0} es una relacién transitiva.

46.

47.

48.

49.
50.

Sea A el conjunto de alumnos de primer afio. La relacién en A, dada por a1 Ras <~
a1 tiene mejor nota que as, es una relaciéon de orden.

Sea A el conjunto de alumnos de primer afio. La relacién en A, dada por a1 Ray <
a1 tiene mejor o igual nota que a9, es una relacién de orden total.

Sea A el conjunto de alumnos de primer afio. La relacién en A, dada por a1 Ray <
a1 tiene mejor o igual nota que a9, es una relacién de orden que no es total.

R={(z,y) e RxR | x < y} es una relacién de orden total.
R ={(z,y) € Rx R |z <y} es una relacién de orden que no es total.

Guia de Ejercicios

. Dados dos conjuntos A y B, determine el conjunto imagen de las siguientes funciones.

A Ax B— A, dada por (V(a,b) € A x B, m4((a,b)) = a).

mp: Ax B — B, dada por (V(a,b) € A x B, 7g((a,b)) =b).
da:A— Ax B,dada por [Va € A, da(a) = (a,a)].

7:AXx B — B x A, dada por [V(a,b) € A x B,7((a,b)) = (b,a)].

) Dado by € B fijo. f: A — A x B, dada por [Va € A, f(a) = (a,by)].

CACICACACS

. Dado un conjunto A # () y B C A fijo, determine el conjunto imagen de las siguientes

funciones. Ademads, determine la preimagen de los conjuntos C; = {B}, Co = {A} y

Cs = {A,0}.

a) f:P(A) = P(A), dada por (VX C A, f(X) = X°).
b) g:P(A) — P(A), dada por (VX C A, ¢g(X) =X\ X°).
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c) hy:P(A) = P(A), dada por (VX C A, hi(X)=XNB).
d) he: P(A)\ {0} — P(A), dada por (VX C A, ho(X) =X UB).
e) hg:P(A) — P(A), dada por (VX C A, h3(X)=XAB).

. Dadas f: A — B, funciéon y Ay, Ao C A, demuestre las siguientes propiedades enun-
ciadas en las tutorias:

a) f es sobreyectiva <= f(A) = B.
b) f(A1NAs) C f(A1) N f(A2).

¢) f(A1UAz) = f(A1) U f(Az).

d) A C fH(f(A)

. Dadas f: A — B, funcién y Bi, Bo C B, demuestre las siguientes propiedades:

By C B, = fYB1) C f1(Ba).
ST B1UBy) = f71(B1) U fH(By).
f(f~1(B1)) € Bi.

FHBE) = (f71(By)"
FTHUBIABy) = f~1(B1)AfH(By).

o [&lo [T
N e e S N

. Estudie si las siguientes relaciones son o no reflejas. En caso que no lo sean, para
demostrarlo, enuncie un contraejemplo.

a) R={(z,y) e RxR|y=azx+b}, cona#0.

b) R={(z,y) ERxR|y=az+bAy=az+d}, conaz0,b#d
) R:{(az,y)GRXIR‘y:a:c—Fb/\y:cx%—d}, con ac = —1.

d) R:{(x,y)GRXR‘ySa:c—Fb/\ygcx%—d}, con b,d > 0.

e) R={(z,y) € [-r,r] x [-r,r] | y? + 2% <r? Aly| < 5}, conr > 0.
f) R={(z,y) € [-5, 5] x [-r,7] ’y2+1:2§r2/\|y\ <5}, conr>0.
g) R={(z,y) € [5,5] x [-r7] ’y2+1:2 <r?}, conr > 0.

. Estudie si las siguientes relaciones son o no simétricas. En caso que no lo sean, para
demostrarlo, enuncie un contraejemplo.

a) R={(z,y) eRxR |y #z}

b) R={(z,y) e RxR |y =z}

o) R={(z,y) e RxR|y* =2}

d) R={(z,y) e RxR |yl =z}

e) R={(z,y) e Rx R |zy =2k, k€ Z}
f) R:{(az,y)ERxR‘xy<0}

. Estudie si las siguientes relaciones son o no antisimétricas. En caso que no lo sean,
para demostrarlo, enuncie un contraejemplo.

) R={(z,y) e RxR |y #x}
) R={(z,y) e RxR |y <z}
) R={(@.4) eRxR|y>a)

o |T |
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d) R={(z,y) ERxR| |yl = a}
e) R={(z,y) € Rx R|xy =2k, para algin k € N}

8. Estudie si las siguientes relaciones son o no transitivas. En caso que no lo sean, para
demostrarlo, enuncie un contraejemplo.

R—{(@,y) R xR |y}
R=A{(z,y) e RxXR | |y[ = x}
R={(r,y) e RxR|y? <23}
R={(z,y) e RxR |zy=1}
R={(z,y) e RxR |2¥ € Q}
R ={(z,y) e R xR | x —y = pk, para algin k € Q}

=0 &0 [T
N’ e e N N N

Guia de Problemas

1. (10 min.) Considere las funciones f : N\ {0} — @Q definida en cada n € N\ {0} por
fn) = i y 9 : Q — Q definida en cada ¢ € Q por g(¢q) = 2. Determine los conjuntos
preimagenes g~ (Z) y (g0 f)~(Z)

2. (30 min.) Sea f : X — Y una funcién. Pruebe que VA, B C X

F(A) A F(B) C F(AD B).
Muestre ademas que si f es inyectiva, entonces
f(A) A f(B) = f(AA B).
3. (20 min.) Sea f: E — F una funcién y A, B C E. Pruebe que
f(B\f(A) =¢ = f(AUB) = f(A).
4. Sobre un conjunto de proposiciones P légicas se define la relacién R por
PRq = (PN q) < q).
Ademss, para p,q € P se dice que p = ¢ si y solo si p < q.

a) (20 min.) Demuestre que R es una relacién de orden sobre P.

b) (10 min.)Pruebe que R es una relacion de orden total.

5. (30 min.) Sea A el conjunto de todas las relaciones binarias en R. Sobre A definamos
la relacién binaria §2 siguiente:
Sean R1,Ro € A, entonces

RiORy <— (Vx,y € R,2R1y = xRay).

Pruebe que € es una relacién de orden. Muestre ademas que €2 no es un orden total
en A.
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— SEMANA 07:

Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Relaciones

5.2 Relaciones de equivalencia

Nos concentraremos ahora en el estudio mas detallado de las relaciones de equivalencia, o
sea, las relaciones que son reflejas, simétricas y transitivas.

Lo que se pretende con una relacién de equivalencia R en A es definir un criterio de se-
mejanza entre los elementos de A que permita clasificarlos. Los elementos semejantes a un
elemento dado a € A, son todos aquellos que se relacionan con a.

Definicién 5.6 (Clase de equivalencia) Dado un elemento a € A, definimos la cla-
se de equivalencia de a asociada a R como el conjunto

lajr = {z € A | aRa} C A

Ejemplo: Veamos cudles son las clases de equivalencia de algunas de las relaciones de
equivalencia que hemos estudiado en ejemplos anteriores.

» R ={(a,b) e Ax A | f(a) = f(b)} en A # (: La clase de equivalencia de a € A es
[alr = {b€ A| f(b) = f(a)}. Es decir, [a] es la pre-imagen por f de {f(a)}.

Para hacerlo méas concreto, consideremos la relacién R en el conjunto de las palabras
de un libro donde a y b estan relacionadas si comienzan con la misma letra.

Calculemos en este caso las clases de equivalencia de algunas palabras: la clase [hola|g
es el conjunto de todas las palabras del libro que comienzan con h, mientras que
[casa]r es el conjunto de todas las palabras que comienzan con c.

En este ejemplo, notemos que podemos escribir
A = [ahora]r U [botelr U [casalg U ... U [zorr0|R.

Ademds, se tiene que [tapa]g N [velerolgr = 0, y que [manzanalgr = [menos|r.

= Veamos ahora cudales son las clases de equivalencia de la relacién =3. Recordemos que
ésta estd dada por p=3q si p — g = 3k, para algiun k € Z.

La clase de equivalencia de 0 es el conjunto {q € Z } Jk € Z,q = 3k}. Es decir, el
conjunto de los multiplos de 3 en Z.
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La clase de equivalencia de 1 es el conjunto {q € Z | Jk € Z,q— 1 = 3k}. Este es el
conjunto de los multiplos de 3 mas 1. Notemos que las clases de equivalencia del 0 y
del 1 no tienen elementos en comin pues no hay ningin entero que sea multiplo de 3
y a la vez multiplo de 3 mas 1.

Debiese ser claro ahora que si tomamos p € {0, 1,2}, entonces la clase de equivalencia
de p es el conjunto de los multiplos de 3 mas p.

;,Cudl es la clase de equivalencia de 37 Si leemos con cuidado la definicién de la relacion
=3 nos daremos cuenta que esta clase es la misma que la del 0, es decir, el conjunto
de los multiplos de 3.

De aqui podemos ver que esta relacién tiene sélo 3 clases de equivalencia: [0]=,, [1]=,
v [2]=,, ¥ éstas son disjuntas de a pares. Mds ain, como cada entero pertenece a (s6lo)
una de ellas, el conjunto {[0]=,, [1]=,, [2]=;} es una particién de Z.

%

Los ejemplos anteriores sugieren que el conjunto de las clases de equivalencia tiene propie-
dades relevantes que es deseable destacar.

Definicién 5.7 (Conjunto cuociente) Al conjunto de las clases de equivalencia de
una relacion de equivalencia R se le llama conjunto cuociente, y se denota A/R.

Esto es A/R = {[a]z | a € A}.

Notemos que los conceptos de clase de equivalencia y conjunto cuociente tienen perfecto
sentido para cualquier relacion. En el contexto de las relaciones de equivalencia, el conjunto
cuociente posee una propiedad destacable que ha aparecido en los ejemplos anteriores y que
demostraremos a continuacién: el conjunto A/R es una particién de A.

Proposicion 5.8 Sea R una relacion de equivalencia en A. Para todo x,y € A, las si-
guientes afirmaciones son equivalentes.

(1) [zlr € [ylr-
(1) [z]r N[yl # 0
(i11) zRy.

En particular: [zlg N[ylr #0 <= [z]r = [y]r-

Dem. Demostraremos que|(1)|= = =|(1)|que, por la transitividad del =, implicara
la equivalencia de las tres propiedades. Sean x,y € A arbitrarios.

Como R es refleja se tiene que x € [z]g. Asi, es claro que |(1)| = .

Veamos que = Sea z € [z]g N [y]r. Entonces, 2Rz y yRz. Por la simetria de R
se obtiene que zRy. Por la transitividad de R se concluye que zRy.

Ahora, probemos que|(111)|= Por la simetria tenemos que yRx. Sea z € [x]g y probemos
que z € [y|r. Por la definicién de [z]g se cumple que 2Rz. Como ya sabemos que yRx
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podemos invocar la transitividad de R para concluir que yRz, lo que muestra que z € [y|r.
Por lo tanto, [z]r C [y]r.

Con lo que ya se demostré se tiene que [x]g N[y|r # 0 equivale a [z]gr C [y]r v [yl C [z]r-
Como esto ultimo equivale a [z]gr = [y]r, se termina la demostracion. O

Usaremos la propiedad anterior para demostrar que el conjunto A/R es una particién de A.
Recordemos que esto quiere decir que:

» Cada C € A/R es no vacio.
= SiC,C"e A/R, C # (', entonces C NC' = .
» A/R cubre A. Es decir, para todo z € A, existe C € A/R con z € C.

Proposicién 5.9 Para toda relacion de equivalencia R en un conjunto A, el conjunto A/R
es una particion de A.

Dem. Como R es refleja, todo = € A es tal que z € [z]g. De aqui obtenemos dos conclu-
siones: cada elemento de A/R es no vacio y el conjunto A/R cubre el conjunto A.

Por su parte, la Propiedad nos dice que los conjuntos en A/R son disjuntos de a pares
pues [z]g N [y]r # 0 equivale a [z]g = [y|r- O

Relaciéon congruencia médulo n
Un tipo de relaciones de equivalencia importante son las relaciones de congruencia mo-
dulo n, de las cuales ya conocemos el caso n = 3, desarrollado en la pag.

Sea n € N. Se define en Z la relacion =,, por

a=p,b < (Iq€Z, a—b=qgn).

Si a =, b, diremos que a y b son congruentes médulo n. También es habitual, anotar
a=>b moéd n, que se lee “a es igual a be mdédulo ene”, para decir que a =, b.

El caso n = 0 es especial pues corresponde a la igualdad en Z. Es decir, a =g b si y sélo si
a = b. Por su parte, paran =1, Va,b € Z,a =1 b pues para a,b € Z siempre a — b € Z.

Como ejemplo, tenemos que 13 =3 7 pues 13 —7 = 6 = 2.3, y que 12 =5 27, pues
12—-27 = —15 = —3-5. Alternativamente, podemos decir que 13 =7 mdd 3 y que 12 = 27
mod 5; también podemos decir que 13 =7 mdd 2 y que 12 = 27 mdd 3.

Con los mismos argumentos que se usaron para demostrar que =3 era relaciéon de equiva-
lencia, se puede ver que =,, es una relacion de equivalencia en 7.

Queremos ver ahora cémo es el conjunto cuociente 7/ =,, que anotaremos Z,,. Para facilitar
la lectura, anotaremos [a],, la clase de equivalencia de a por la relacién =,, (en lugar de la
notacién genérica [a]=,, ).

Con esta notacién tenemos que Z, = {[a], | a € Z}.
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Nos preguntamos entonces cudles son las clases distintas de la relacién =,.

Para n = 0 cada clase de equivalencia es un singleton, es decir Zo = {{z} : * € Z}. Por lo
recién dicho, para n = 1, hay sélo una clase de equivalencia [0]; = Z. Para n = 3 se llegé a
la conclusién que Zs = {[0]s, [1]3, [2]3}-

Para obtener una descripcién similar en el caso general haremos uso de la divisién de enteros.
Es decir, dados dos enteros a y m queremos calcular la asi llamada division entera de a por
m que consiste en encontrar dos enteros q y r, el cuociente y el resto, respectivamente, tales
que a = gm+r y 0 <r < |m|. La existencia y unicidad de ¢ y r, para a y m dados, se
establece en el siguiente teorema.

Teorema 5.10 (Teorema de la Divisién Entera) Sean a,m € Z, m # 0. Existe un
inico par q,r € 7 tal quea=q-m+7r y 0 <r <|m|.

En términos de la relacién =, el teorema anterior aplicado a enteros a y n dice que existe
un unico entero r con 0 < r < n y otro unico entero q con a —r = gn. Por definicién de =,
esto equivale a que para todo entero a existe un tnico r con 0 < r < n tal que a =, r.

Proposicién 5.11 Sin > 1, entonces Z,, tiene n elementos. Mds ain, Z, = {[r], ’ 0<
r<n}.

Dem. Llamemos C = {[r], | 0 < 7 < n}. Por definicién de Z,, tenemos que C C Z,. Para
probar que Z, = C basta entonces ver que Z, C C.

En efecto, sea a € Z. Por el Teorema de la Division Entera sabemos que existe r con a =, r
y 0 <r < n. Luego, [a], = [r], € C.

Maés auin, supongamos que [r], =[], y 0 < r <1’ < n. Como r € [r], = [],, existira un
entero k tal que ' = r + kn. Luego, kn =7 —r > 1. Sigueque k > 1y que ' > r+n > n,
contradiccién. Se concluye que [0]y, ..., [n — 1], son elementos distintos de Z,. O

Ejemplo: Sea ¢ > 0 un nimero real y consideremos la relacién R en R dada por xRy si
existe k € Z con z — y = ak. Notemos que mirado con atencién esto es muy similar a lo
hecho con las congruencias moédulo n. En realidad, corresponde a extender esta definicién
desde Z a R, reemplazando n € N por a > 0.

No es dificil ver que R es una relacién de equivalencia. La demostracién es idéntica a lo ya
hecho sélo que cambiamos Z por R y n por a > 0.

También es cierto que dado = € R existe un tnico y € [0,a) tal que zRy. En efecto, el
conjunto {[ka, (k + 1)a) | k € Z} es una particién de R por lo que para cada x existe un
unico k tal que = € [ka, (k + 1)a). Entonces, y = = — ka € [0, a) y, obviamente, cumple que
r —y = ka.

Ademas, dos elementos distintos x,y € [0, a) no pueden estar relacionados pues 0 < [z —y| <
a vy, si lo estuvieran, entonces © — y = ka, para algin k € 7 \ {0}, lo que implicaria que
|z —y| > a.

Podemos concluir que el conjunto cuociente de R esta dado por {[z]z | z € [0,a)}.
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Llamaremos a esta relacién congruencia médulo a en R y anotaremos x =y mdd a en
lugar de decir dk € 7Z tal que x = y + ka.

Un caso que aparece con frecuencia cuando se usan las funciones trigonométricas es la
relacién mdd 2. Asi, sabemos que

cos =cosa N senf =sena < 6=« mdbd 2.
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— SEMANA 07:

Ingenieria Matemética
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

Sumatorias

En esta seccion formalizaremos el significado de calcular la suma: ag+ai+- - - +a,, donde a;
son numeros reales. Veremos que este formalismo recupera todos los manejos intuitivos y nos
entrega una herramienta muy eficaz para manipular estas sumas. En cierto modo, veremos
que el referido formalismo puede ser considerado como simple notacién, y posteriormente
veremos como trabajar y manipular esta atil nueva notacion.

6.1 Definiciones y propiedades basicas

Definicién 6.1 (Secuencia de ntimeros reales) Una secuencia de nimeros
reales es una funcion a : I — R, donde I C N.

Por comodidad, una secuencia también se anotard a = (a;)icr, donde a; = a(i), para
todo i € 1.

Si el conjunto de indices I = {i € N | i > m}, denotaremos la secuencia (a;)icr por (a;)i>m.-
Cuando trabajemos con una secuencia (a;);er, asumiremos a; = 0 si i ¢ I.

Es importante notar que a = (a;)icr = (aj)jer = (az)zer. Es decir, i, j y x son indices
mudos.

Sea (a;)ier una secuencia de numeros reales. Como acabamos de decir, en esta seccién
estudiaremos propiedades y métodos de cédlculo para las sumas de los elementos a; con
1el.

Introduciremos para este efecto una notacién especial: ) . a;. Al simbolo } lo llamaremos
sumatoria. Partiremos considerando I = [m..n] = {m,...,n} | Formalmente,

Definicién 6.2 (Sumatoria) Sea (a;)i>m una secuencia de nimeros reales.

Para n > m, definimos la sumatoria de los t€rminos am, Amy1, - - -, 0n, por la siguiente
TECUTTENCIA:
n .
Z Ay St =1m,
ap =
n—1 .
= Qn + > p,, A, SEM > m.

2Si n < m, entonces [m..n] = (.
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Tomaremos como convencién que » ,_  ay = 0 para n < m.

Ejemplo: El segundo ejemplo que dimos del principio de induccién nos mostré que
1424+--+n=n(n+1)/2.
Considerando la secuencia (k)i>1, lo podemos escribir como Y ;. k =n(n+1)/2. &

La sumatoria cumple la siguiente lista de propiedades:

Proposicién 6.3 Sea A € R, y sean (ar)r>m, (bk)k>m dos secuencias. Para todo n > m
se tiene:

) Z l=n-m+1. (Secuencia constante igual a 1)
n n
(2) Z Arag =\ Z ag. (Factorizacién de constantes)
n
(3) Z (ar £bg) = Z a + Z b (Sumatoria de dos secuencias)
k=m
n+s
(4) Z ay = Z ap—s = Z Qs (Traslacién de indices, para s € N)
k=m+s k=m—s

(5) Z a = Z ar + Z ar. (Separacién del conjunto de indices, para m < s < n)

k=s+1
n

(6) Z (ag — Qkt1) = Qm — Apt1- (Propiedad telescépica.)
k=m
Dem. Demostraremos (1) y (6).
Para (1): Lo haremos usando el principio de induccién sobre n > m.

El caso base (n = m) corresponde a y ;' 1= (m —m + 1). Esto es directo, pues ambos
lados valen 1.

Supongamos ahora que Y ,_ 1= (n —m+ 1). Entonces

n+1 n
Y l=1+> I=1+mn-m+1)=(n+1)-m+L
k=m k=m

Para (6): Nuevamente aplicaremos el principio de induccién sobre n > m.

Sin = m, el resultado se reduce a demostrar que

m

Z (ak — A1) = am — At

k=m
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lo cual es directo gracias a la definiciéon de sumatoria.

Supongamos ahora que Y ,_, (@ — Gg41) = Am — Gpy1. Entonces

n+1 n
Z (ax —ary1) = (@ny1—ani2)+ Z (ar—ars1) = (@ns1—anr2) +(Am—Any1) = Gm—any2,

k=m k=m
donde la segunda igualdad es valida por la hipétesis de induccién. O

En los siguientes ejemplos veremos cémo las propiedades anteriores nos ayudan a calcular
sumatorias.

Ejemplo: Verifiquemos que Y p_,k* = n(n + 1)(2n + 1) /6.

Aqui lo haremos directamente, notando que para cualquier k € [0..n] se tiene que
(k+1P =K +3k*+3k+ 1o k> = ((k+1)° —k* — (3k + 1)) /3.

Por lo que, en lugar de calcular la sumatoria >}, k?, calcularemos

n

> ((k+1)° =k — (3k+1))/3.

k=0

A primera vista esto parece un despropdsito. Sin embargo, veremos que es una manera
simple de calcular la sumatoria pedida. La razon es que la nueva sumatoria se separa en
dos sumas féciles de calcular. La primera, Y, (3k+1)/3 , se puede calcular de inmediato
usando las propiedades de la sumatoria y sumatorias conocidas.

n

> Bk+1)/3= zn:k+zn:(1/3) =n(n+1)/2+ (n+1)/3.

k=0 k=0 k=0
Por otra parte, > p_o((k+1)3—k?) es un ejemplo de suma telescépica cuyo valor es (n+1)3.

Factorizando adecuadamente se obtiene que

ikj = (n+ 1)3/3 —(n+1)n/2—(n+1)/3=(2(n+ 1)2 —3n—2)(n+1)/6
k=0
= (2n* 4+ n)(n+1)/6 =n(2n +1)(n +1)/6.

2
Verifique como ejercicio que Y p_, k3 = (@) . &

Ejemplo (sumatoria de una progresién geométrica): Verifiquemos que > I ja’ =
(@™ —1)/(a — 1), para a # 1.
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Tenemos que para todo i > 0, 7"t — 7i = ¢i(r — 1). Para r # 1, lo anterior implica que

(ritt — ) /(r —1) =7% (x). Por lo tanto,

Dot = ('t =)/ (r = 1) (igualdad (*))
=0 i=0

— (Z( Y (r = 1) (constantes salen de una sumatoria)
=0

= (T =0 /(r = 1) (propiedad telescopica)

= (" —1)/(r—1) (1 = 1 y reacomodo)

¢

Ejemplo: Para a,b € R, a # b, verifiquemos que >_p_,a®b" % = (a"T! — p"*1)/(a - b)..
Para esto la reduciremos al caso de una progresiéon geométrica. Si b = 0, entonces el valor
de la sumatoria es a”. Para b # 0, sea ¢ = a/b. Entonces, ¢ # 1y a*b" =% = b"(a/b)* = b"c*
y con esto:

Z akpnk Z & (definicién de ¢)
=" Z & (b™ es constante para la sumatoria)
=" (" —1)/(c—1) (c # 1 y sumatoria de un progresién geométrica)
= (a"" =" /(a - b). (definicién de ¢ y reacomodo)

¢
Ejemplo: Calculemos >}, k(%&-l) Podemos hacer el siguiente céalculo
n n
1 11 L
kz T ; (k: — k‘-1-1> (uso de la igualdad (k+1) =5~ 1)
=1 =
SO (propiedad telescopica)
=-— =1- . opiedad telescdpica
1 ntl n 1 propt Pl

¢

Ejemplo: Calculemos ) _)'_ k-k!. Consideremos la igualdad (k+1)! = (k+1)k! = k-k!+ k!,
con la que obtenemos que
k-k!'=(k+1)!—Ek!

Sumando ambos lados de la igualdad de k = 0 a k = n, llegamos a
Zk kl = Z E+D—kD)=m+D!'-0=mn+1)! -1,
k=0

donde la segunda igualdad es por propiedad telescépica. O

97



Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

. Sea A un conjunto de un elemento. Sea R una relacién de equivalencia definida en A.

Independiente de la forma de R, A/R siempre tendra dos elementos.

. Sea A un conjunto de un elemento. Sea R una relacién de equivalencia definida en A.

Independiente de la forma de R, A/R siempre tendrd un elemento.

3. (—00,0) y [0,00) son las clases de equivalencia de R = {(z,y) € R x R | zy > 0}
4. (—00,0) vy (0,00) son las clases de equivalencia de R = {(z,y) € (R\ {0}) x (R\

{0}) | 2y > 0}

5. (—00,0) y [0,00) son las clases de equivalencia de R = {(z,y) € R x R | z +y > 0}

6. Dos clases de equivalencia siempre tienen al menos un elemento en comun.

7.{t e N|3In e Nz =2n}y{zr e€N|3InecNaz=2n+1}, son las clases de

10.

11.
12.
13.

14.

15.
16.
17.

18.
19.
20.

21.
22.

equivalencia de R = {(z,y) e R x R | # = 2y}.

A{z e N|3neNz=2ny{zreN|3Inec Naz=2n+ 1}, son las clases de

equivalencia de R = {(z,y) e Rx R | .= 2}.

A{z e N|3neNaz=2n}y{zeN|3Inec Nz =2n+ 1}, son las clases de

equivalencia de R = {(z,y) € R x R | In € N, 2 =2n}.

{r e N|3neNaz=2n}y{zeN|3InecNaz=2n+1}, son las clases de
equivalencia de R = {(z,y) € R x R | 3n € N,z — y = 2n}.

Sea (an)n>0 una secuencia de reales y A € R, se tiene que Zij\io Aa; = A Zf\io a;.

Sea (an)n>0 una secuencia de reales y A € R, se tiene que 21];\;0 Ata; =+ Zﬁio a;.
Sea (an)n>0 una secuencia de reales y A € R, se tiene que Zij\io Ata;=(N+1A+
vazo @i-

Sea (apn)p>0 una secuencia de reales y A € R, se tiene que Zij\io Ada;=NA+1+
il ai

Sea (an)n>0 una secuencia de reales, se tiene que Zé\io a; = ;1 Gi—1.

Sea (an)n>0 una secuencia de reales, se tiene que Zi]\io a; = Zi\[;‘g a;_so.

Sea ( n)

Z;O ' a2i+1-

Sea (a,)n>0 una secuencia de reales, se tiene que S (a; +b;) = SN a; + Ejvzl bj

N+1

n>0 Una secuencia de reales y N > 1 par, se tiene que Zi:o a; = Zz 0 a2 +

Sea (an)n>0 una secuencia de reales, se tiene que va 1(ai+b;) = va 1 (ai —i—ZN ;).
Sea ( n>0 una secuencia de reales, se tiene que ZZ (ai +b;) = ZZ 1 ( N +a; +

n)
1 bi)-
Sea an)n>0 una secuencia de reales, se tiene que E = Eé\f:l aj.

)

N
Sea (an)n>0 una secuencia de reales, se tiene que YN a; = > j—0 -
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23. S
24. S
25. S
26. S
27. S
28. S
29. S
30. S
31. S
32. S
33. S

34. S
35.

36.
37.

38.
39.

40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.

an)n>

QJ

an)n

I \/

93‘

an)n

I \/

93‘

an)n

I \/

99

an)n

I \/

an)n

QD
I\/

99

an)n

I \/

an)n

QD
I\/

99

an)n

I \/

an)n

n)n
n)n
>1

QD
I\/

93
S

I \/

a

ea (
ca (
ea (
ea (
ea (
ea (
ea (
ea (
ea (
ea (
ea (
ea (

I\/

Sin

o una secuencia de reales,
una secuencia de reales,
una secuencia de reales,
una secuencia de reales,
una secuencia de reales,
una secuencia de reales,
una secuencia de reales,
una secuencia de reales,
una secuencia de reales,
una secuencia de reales,

o una secuencia de reales,

0 una secuencia de reales,

y ¢ # 1, entonces y ;" Lyt =

Sin>1yq#1, entonces > .~ 01 q

Sin>1yq#1, entonces Zigo q

Sin>1yq#1,entonces 3./, q

Sin>1yq#1, entonces > . quz—
Sin > 1, entonces Y1 i = 1

Sin > 1, entonces Y7 i = in(n -1

se tiene que Zij\io a; = ZN_I((IJ' —ay).
se tiene que Zﬁ\io a; = Zj 0 (aj + an).

se tiene que Zij\io a; = (Z;V 01 a;) + an.
se tiene que Zij\io a; = (Z;V;O a;) — an.
se tiene que Zf\il a; — a;—1 = ay — ag.

se tiene que Zf\il a; — Qj—1 = ag — aN-.

se tiene que Zf\il a; — (a; — 1) = ay — ap.
se tiene que Zfil(ai +1)—a; =ans1 — a1.
se tiene que Zf\il ;1 — a; = ay — ag.

se tiene que Zf\il ai—1— a; = ag — aN-.

se tiene que sz\is Qi1 — G; = as — an-.

. N
se tiene que ) ;' - a;—1 —a; = ag — an.

Sin >0, entonces Y i i = in(n+1).
Sin >0, entonces Y7 i2 = tn(n +1)(2n + 1).

Sin >0, entonces 1 i? =

6"

nin—1)(2n —1).

1
6"

Sin >0, entonces 0 12 = In(n—1)(2n +1).
)

Sin > 1, entonces Y7~ sen(i
D i @i+ b
Z?:o a; + b;
Yoo @i+ b

<n.
= icolai + 2275 b))
=> i olai + 377 ).
=20 @i+ 2o bi

Guia de Ejercicios

define E C H x M por

. Sea H el conjunto de todos los hombres y M el conjunto de todas las mujeres. Se

E ={(h,m) € Hx M | h est4 casado con m}.
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Es decir, F es el conjunto de todos los matrimonios.

Estudie las siguientes relaciones. Indique si son de orden, o de equivalencia, si es el
primer caso determine si son de orden total o parcial, si es el segundo, encuentre las
clases de equivalencia.

Indicacion: Haga los supuestos que estime convenientes y vea qué pasa si los cambia
(por ejemplo, si se permite que uno sea hermano de si mismo, o no). Ademads, no se
preocupe en ser demasiado formal, lo importante es que comprenda qué verificar para
una relacién de orden y para una de equivalencia.

a) Sea R; la relacién definida en E por:
(h1,m1)Ri(h2, m2) <= Algin miembro del matrimonio 1 es hermano(a)
de algin miembro del matrimonio 2.
b) Sea R; la relacién definida en E por:
(h1,m1)Ra(h2, m2) <= h; es hermano(a) de ha.
c) Sea R3 la relacién definida en E por:
(h1,m1)R3(h2, m2) <= Algin miembro del matrimonio 1 es de mayor o
igual estatura que algiin miembro del matrimonio 2.
d) Sea Ry la relacién definida en E por:
(h1,m1)R4(h2,m2) <= mq es de menor estatura que mso.
e) Sea Rs la relacién definida en E por:
(h1,m1)R5(he, me) <= Las edades del matrimonio 1 suman mas que
las edades del matrimonio 2.
f) Sea R¢ la relacién definida en E por:
(h1,m1)Re(h2, m2) <= Las edades del matrimonio 1 suman a lo menos
la suma de las edades del matrimonio 2.
g) Sea Ry la relacién definida en E por:
(h1,m1)R7(h2,ma) <= Las edades del matrimonio 1 suman lo mismo
que las edades del matrimonio 2.

. Estudie las siguientes relaciones. Indique si son de orden, o de equivalencia, si es el
primer caso determine si son de orden total o parcial, si es el segundo, encuentre las
clases de equivalencia.

a) TRy <= 2’ +y=19>+z.

b) (z,y)R(z,w) <= (Fk €N, z < zAy+w=2k).

o) (@,y)R(z,w) <= z+z=y+w.

d) (z,9)R(z,w) <= z<zAy>w.

o) (z.y)R(zw) < 2w < 2.

. Encuentre el valor de las siguientes sumas, usando sumas conocidas:

n—1

a) Y k(k+1).
k=1

=
3
i
=
=
=
_|._
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n—2 1

<) 22k3—§k+2.
k=4

0y (k+ D1 — k)

2
= k*+k

4. Encuentre el valor de las siguientes sumatorias. (Sin usar induccién).

n

a) > it
=0
n

b) (-1 -2

1=0
n

c) Z sen(i) —sen(i + 1).
i=1
d) Z cos(i + 2) + cos(i) — cos(i + 1) — cos(i — 1).

i=1
n

i i—1
©) ;i2+2i+1_ 2

5. Sea (an)nen una progresién aritmética.
a) Sia; =z, a; =y, a, = z para i, j,k € N. Pruebe que
(J—kz+(k—dy+(i—j)z=0.

1 1 1 n
+ + ...+ = .
Vao +var  Vay + Vay Van—1++/an  Jao+ +/an

b) Pruebe que

Guia de Problemas

1. Sea A un conjunto no vacio y f : A — A una funcién que satisface la condicion
siguiente:
In e N\ {0} tal que f™ =idy.

Se define en A la relacién R por:
2Ry <= Jke{1,2,..,n} tal que f®(z) =y.

a) (30 min.) Demuestre que R es relacién de equivalencia.

b) Considere A ={0,1}3 y f: A — A definida por f(z1,72,23) = (2,3, 71)

1) (10 min.) Pruebe que f satisface la propiedad enunciada.
2) (20 min.) Determine y escriba todas las clases de equivalencia inducidas por
R en A.
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2. Sea F un conjunto y A # ) un subconjunto fijo de E. Se define en P(E) la relacién
R por:
XRY <= ANX=ANY

a) (10 min.) Demuestre que R es relacién de equivalencia.
b) (15 min.) Demuestre que el conjunto cuociente P(E)/R = {[X] | X € P(A)}.
¢) (15 min.) Demuestre que para X,Y € P(A) se tiene que X #Y = [X] # [Y].

3. Considere el conjunto A = Z x Z. Se define la relacién R en A por:

(a1,a2) R (b1,b2) <= aj + ags — by — bg = 2k para un cierto k € Z.

a) (30 min.) Pruebe que R es una relacién de equivalencia.

b) (10 min.) Calcular explicitamente [(0,0)]z y [(1,0)]=.

¢) (10 min.) Pruebe que A = [(0,0)]z U [(1,0)]%.

d) (10 min.) Pruebe que existe una biyeccién f : [(1,0)]gr — [(0,0)]%.

4. Sea p € Z,p > 2. Se define en QT = {g € Q ’ q > 0} la relacién €2, por:
x
2y = da € Z, ; = p~.

a) (20 min.) Demostrar que §, es relacién de equivalencia en Q.
b) (10 min.) Describa por extension [1]q,.

5. (20 min.) Calcular las siguientes sumatorias

m
a) Zlog (1+ %), donde n < m.
k=n

%m(m—l—l)

b)Y (@i-1.

i=im(m—1)+1

n
1
c) .
- ; VE(E+1)(VE+1+Vk)
n+1 1 5
6. (30 min.) Probar que para todo natural mayor o igual que 1 se tiene e < 6
n
k=1

7. Dadas f,g: N — R, se define (f *g) : N — R por:
(fxg)(n) =" f(k)g(n—k).
k=0

a) (20 min.) Si f(u) =1y g(u) = u, Vu € N, calcule, en funcién de n:

(ff)n),  (Fxg)n) v (gxg)(n).
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U

b) (20 min.) Si f(u) = %4 y g(u) = %, con a,b € R, u € N. Calcule, en funcién de
a,b y n, el valor de

n!(f * g)(n)
8. Se define H, = > 1" | %, para todo n > 1. Demuestre usando induccién que:

a) (10 min.) Hor < 1+ k para todo k € N.

n
b) (20 min.) ZHI = (n+ 1)H, — n para todo n > 1.
i=1
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Para motivar la discusién de esta parte comencemos preguntandonos si la siguiente igualdad

Sumatorias

6.2 Sumatorias generales

es valida para una secuencia (ax)gei..n):

n n
P Z ap = Z an+1—k?
k=1 k=1

La respuesta deberia ser que si lo es, ya que estamos sumando la misma secuencia de nimeros
reales, s6lo que en un orden diferente. De hecho, no importa el orden en que sumemos,
por lo que en lugar de escribir > }_, aj, podemos simplemente escribir Zke[l“n] ar. Una
justificacion rigurosa de esto se incluye a continuacién para el lector interesado.

Proposicién 6.4 Para todo n € N, para toda (ak)ke[l..n] sucesion de numeros reales
y para toda f : [1.n] — [1..n] biyeccion, si (by)re[1.n) €5 la sucesion de mimeros reales

dada por by = ay ), entonces
n n
S o=k
k=1 k=1

Dem. Aplicamos induccién en n > 1. Para n = 1 la tnica biyeccién f en {1} es la
funcién identidad por lo que b; = a1 y no hay nada que demostrar.

Como ejercicio se le pide demostrar el paso inductivo tomando como hipdtesis de in-
duccién que: para toda f : [1..n] — [1..n] biyeccién,

Z Ak = Z af(k)-
k=1 k=1

O

Cuando expresamos una sumatoria de dos formas distintas mediante un reordenamiento de
la secuencia de ntimeros reales, diremos que se estd haciendo un cambio de indices.
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Ejemplo: Calculemos la sumatorla S (n—i)2 Al hacer el cambio de indices k =n — i
obtenemos el reordenamiento k2 que ya vimos es igual a (n — 1)n(2(n —1) +1)/6. &

Queremos darle sentido a Zweg a, para a: ) — R.

Definicién 6.5 (Sumatoria con conjunto de indices) Sean a : Q@ — R una fun-
cion, n € N y f:[1l.n] = Q biyectiva.

Para by, = ay,, definimos:

Z%—Zbk

we

De lo hecho anteriormente, no es dificil ver que si g : [1..n] — Q es otra funcién biyectiva,
entonces » ., by = >, ¢k, donde ¢ = ag(r)- En efecto, una es reordenamiento o cambio
de indices de la otra, pues la funcién f~'o g : [1..n] — [1..n] es biyectiva (composicién de
funciones biyectivas).

Con esta definicion, se tiene lo siguiente.

Proposicién 6.6 Sea (ay)re1.n) una secuencia de mimeros reales y sean I,J C [1..n]

disjuntos. Entonces
Z ap = Zak +Zak.

keluJ kel keJ
En general, si Iy,..., I, son subconjuntos de [1..n], disjuntos de a pares, e I = Uje[l..m] I,
entonces
Doak= D kot Y ap= ) Y an
k‘e[ ke[l k'e[nL ’LE 1 m] k’e]

Ejemplo: Verifiquemos que Z?go(—l)ii = n. En efecto, el conjunto de indices se puede
separar en los indices pares y los indices impares. Por una parte:

oo (D= >

i, par en [0..(2n)] i, par en [0..(2n)]

> (—1)% = — > i

i, impar en [0..(2n)] i, impar en [0..(2n)]

La primera sumatoria mediante una traslacion de indices ¢ — i + 1 es igual a

dooooi= > (i—1)=2n+ > (i —1).

%, par en [0..(2n)] i, impar en [1..(2n+1)] i, impar en [1..(2n)]
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Entonces,

2n
> (-1)ii=2n+ > (i—1)— > i
=0 i, impar en [1..(2n)] %, impar en [1..(2n)]

=2n + > (—1)

i, impar en [1..(2n)]

=2n—n=n (hay n impares en [1..(2n)])

o

Sumatorias dobles

Dadas dos secuencias de niimeros reales (ax)re(1.n] ¥ (bj)je[1..m], NOs interesa obtener fér-
mulas para el producto de sus respectivas sumatorias. Por las propiedades de R y de las
sumatorias, si ¢y = Y ]akbj, para k € [1..n], podemos reescribir este producto como
sigue:

Jjel.m

(S a X b= S (Y aby= Y a

kell..n] JEl..m] ke[l.n] je[l..m] ke[l..n]

Es decir, el producto de dos sumatorias es una sumatoria cuya secuencia de nimeros reales
es a su vez una sumatoria. A la inversa, si tenemos una sumatoria con la estructura anterior
sabemos que es el producto de dos sumatorias.

m
Ejemplo: En la sumatoria Z Z , podemos identificar a; = i, para i € [1..n] y b; = j,
=1 j=1
para j € [1..m]. Entonces, esta sumatoria es el producto de dos sumatorias conocidas.

n m n m

. nn+1)m(m+1
Z :12] Z (ZJ): (2+) (2+ )_

i=1 i=1  j=1

%

En general, podemos estudiar sumatorias donde la secuencia que las definen, (by)g>m, €s
tal que cada by, para k > m, es a su vez una sumatoria.

Es decir, para cada k existe una secuencia (ax;)jem(k).n(k)] ¥ bk = Z?i];)l(k) ay

Reescribiendo: 3 _ SZ n(k) m(k) Ve

Este tipo de sumatorias se llaman sumatorias dobles. Notar que, a diferencia de lo recién
hecho para el producto de dos sumatorias, las sumatorias dobles permiten:

= Que la sucesién que define el término by varie con k. Esto se explicita en el uso de dos
indices en ay ;.

» Los limites inferior y superior de Z ay,j son funciones del indice k.

k)
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Esta idea se puede repetir dando lugar a sumatorias triples, cuadruples, etc. En este apunte
nos contentaremos con las sumatorias dobles.

Definiendo I}, = [m(k)..n(k)], para s < k < t, podemos reescribir una doble sumatoria como

S Y Y

k=s j=m(k) k=s jel
La evaluacién de una sumatoria doble a menudo requiere una herramienta adicional a las
que conocemos que se llama intercambio de sumatorias. Para ver esto, supongamos que
para todo k, I, = [1..m], donde m € N es fijo. Notemos que los términos que estamos

sumando son:

a1 ai2 o Qlm

an,1 Qap2 -  Qpm
y que, por ende, la sumatoria doble representa la sumatoria de los resultados de sumar

cada fila a la vez. Es claro que esto es equivalente a sumar los resultados de sumar cada
columna a la vez. De donde tenemos la siguiente propiedad:

Proposicién 6.7 (Intercambio de sumatorias) Para una sumatoria doble ZZ&M

k=1 j=1
cuyos limites inferiores y superiores no dependen de los indices, se tiene:
n m m
LIRS 9) W)
k=1 j=1 j=1k=1
Dem. Queda propuesta como ejercicio, usando el principio de induccién en n € N. O

Ejemplo: Verifiquemos que el siguiente intercambio de orden de indices es correcto (notar
n 7 n n

que no aplica la Proposicion [6.7)): Z Z a;j = Z Z a; ;.
i=1 j=1 j=1 i=j

En efecto, definiendo la secuencia auxiliar b; ; como a; ;, si j < 4, y como 0, si j > ¢, se tiene
que:

n n
SIS SIFED 3 SN 5 oIl
=1 j=1 =1 j=1 J=11i=1 Jj=11=j
donde la tltima igualdad es consecuencia de que y ;' b;j = Z?:j a;j, pues b;; = 0, si
i< %
El siguiente ejemplo ilustra lo util que puede resultar un intercambio de indices en el calculo
de una sumatoria doble. Recordar que |z ] es el mayor entero menor o igual a x
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Ejemplo: Sea S = Z2m+1 (ZEZ{QJ(—U"/W)

Nuestro objetivo es encontrar una expresion equivalente para S pero que no involucre su-
matorias. Claramente,

[n/2] [n/2]
(_1)11 _(_1\n i

. . n/2
Pero, no es claro como proseguir, pues no es evidente como calcular ZL_{ I \1[ Por otro

lado, por un argumento similar al del ejercicio anterior, se verifica que:

2m+1  [n/2] 1) m 2m+1 1) m oy 2mil
NI SENO IS SEDILTOMNEY
i=1 n=2 i=1 n=21
Pero,
2m+1
== D (+#D+ D (-D=m-i+1)—(m—i+1)=0,
n=2i ne[2i.,2m+1] n€[2i.,2m+1]

n par n impar

por lo que sustituyendo en la expresion equivalente a S obtenida previamente, concluimos
que S = 0. %
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Conjuntos finitos

En esta seccién queremos definir formalmente qué es un conjunto finito y establecer algunos
resultados bésicos que nos permitan comparar sus tamafios y contar la cantidad de sus
elementos.

Antes de proceder recordemos que si n € N, denotabamos por [1..n] el conjunto {1,...,n},
y convenimos que [1.,0] = 0.

Definicion 7.1 Un conjunto A es finito si para algun n € N existe una funcion biyec-
tiva f: A—[l.n].

Como consecuencia inmediata de la definicién tenemos lo siguiente:

Proposicién 7.2 Sea A un conjunto y n € N. Se tiene que, existe f : A — [1..n] biyeccion
si y sdlo si Jay,...,a, € A distintos entre si (i.e., a; # aj, si i # j) tales que A =
{(11, cee an}'

Dem. Supongamos primero que existe f : A — [1..n] biyeccién. Sea g : [1..n] — A la inversa
de f. Para todo i € [1..n] definimos a; = ¢(i). Como g es epiyectiva, A = g([1..n]) = {g(i) :
i €[l..n]} ={ai,...,an}. Como g es inyectiva, se tiene que los a;’s son distintos entre si.

Si ahora suponemos que Jaq,...,a, € A distintos entre si tales que A = {a1,...,a,},
entonces es facil ver que la funcién f : A — [1..n], tal que f(a;) = ¢ para todo i € [1..n], es
biyectiva. O

En lo que sigue, diremos que ay,...,a, es una enumeraciéon de A si ay, ..., a, son distintos
entre si y A = {ay,...,a,}. Un aspecto crucial de la nocién de conjunto finito que estable-
ceremos a continuacién, es que todas las enumeraciones de un conjunto finito dado tienen
el mismo ndmero de elementos. A este niimero lo llamaremos cardinal del conjunto.

Lema 7.3 Sea A finito. Si aq, ...,a, y b1, ...,by son enumeraciones de A, entonces m = n.

Dem. Por induccién en n. Sin = 0, entonces A = ) (de lo contrario () # f(A) C [1..0] = 0).
Como by, ..., by, es enumeracién de A sigue que ) = A = {b1,...,b,} por lo que m = 0.
Supongamos que el resultado se cumple para n — 1. Sea ¢ tal que b; = a,,. Intercambiando
b; por by, obtenemos una nueva enumeracién b}, ...,b,, de A en la cual b, = a,. Luego,
Ayl 1y ai,...,an—1 son enumeraciones de A, y por hipétesis inductiva sigue que m—1 =
n — 1. Por lo tanto m = n como queriamos concluir. O
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Corolario 7.4 Sea A conjunto y n,m € N. Entonces, existen f : A — [l.n] yg: A —
[1..m] biyectivas si y sdlo sin =m.

Dem. Directo de la Proposicién [7.2]y el Lema[7.3] a

Los resultados vistos motivan la siguiente definicion:

Definicién 7.5 (Cardinal finito) Sea A un conjunto finito. El unico n € N para el
que existe una enumeracion ai, . ..,a, de A se denomina el cardinal de A y se denota

Al

En particular, se tiene:
Proposicién 7.6 Para todo conjunto A, |A| =0 siy sdlo si A =10.

Los siguientes dos resultados son particularmente utiles para establecer que ciertos con-
juntos tienen cardinalidad finita a partir de similares propiedades de otros conjuntos cuya
cardinalidad se sabe es finita.

Proposicion 7.7 Si A es un conjunto finito y f : A — B es biyectiva, entonces B es un
conjunto finito y |A| = |B|.

Dem. Basta notar que si aq, ..., a, es una enumeracién de A, entonces by = f(a1), ..., by, =
f(an) es una enumeracién de B. Por definicién de conjunto finito y Proposicién sigue que
B es conjunto finito. Ademas, por definicién de cardinal finito tenemos que |B| = n = |A].
O

Proposicién 7.8 Sea B un conjunto finito. Si A C B, entonces A es finito y |A| < |B].

Dem. Si A = (), el resultado es obvio. Supongamos que A # (). Procedemos por induccién en
m = |B|. Si m = 0, entonces A = B = () y estamos listos. Sea by, ..., by, una enumeracién de
B (existe porque B es finito y su cardinal es m). Sea i € [1..m] el mayor i tq b; € A (existe
porque A # ). Luego, A\{b;} C {b1,...,bi—1}. Por hipédtesis inductiva A\{b;} es finito, luego
admite una enumeracién ay,...,an—1 yn—1=|A\{b;}| < |{b1,....,0i—1}| =i —1<m—1.
Sigue que ay, ..., an—1, b; es enumeracién de A. Luego, |A| =n <m = |B|. O

Ahora podemos deducir facilmente propiedades intuitivas que cumplen los conjuntos finitos.

Proposicién 7.9 (Cardinal de la unién disjunta) Si A y B son conjuntos finitos dis-
juntos, entonces |AU B| = |A| + |B|.
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Dem. Por definicién de cardinalidad sabemos que existen a1, ..., a, y b1, ..., b, enumeracio-
nes de A y B, respectivamente. Para i € {1,...,n + m} definimos,

a;, sit<n,
Ci = ..
bi_p, sii>n.

Como A y B son disjuntos, sigue que c1, ..., Ch+m son distintos entre si, por lo que forman
una enumeracién de AU B. Luego, concluimos que |[AU B| =n+m = |A| + |B|. O

Corolario 7.10 (Cardinal de la diferencia) Si B C A y A es finito, entonces |A\ B| =
|A| — |B|. En particular, |B| < |A| y, si |A| = |B|, entonces B = A.

Dem. Sabemos que A = (A\ B) U By de la Proposicién [7.8 que A\ B es finito. Entonces,
de la Proposicion [7.9] obtenemos que |A| = |(A\ B) UB| = |A\ B| + |B.

La segunda afirmacién es inmediata pues |B|+|A\ B| = |A| y |A\ B| > 0. La tercera sigue
de lo anterior pues si |A| = |B|, entonces |A\ B| = 0. Por lo tanto, de la Proposicién
sabemos que A\ B = () con lo que A = B. O

La siguiente férmula permite calcular el cardinal de una unién cualquiera de dos conjuntos
finitos. Su generalizacién a n conjuntos escapa del alcance de este curso.

Proposicién 7.11 (Cardinal de la unién) Si A y B son conjuntos finitos, entonces |AU
B|=|A|+|B| - |ANBj.

Dem. Usamos las igualdades AUB =AU (B\A)y B\A=B\(ANB). Como B\ Ay
B\ (AN B) son subconjuntos de B, de la Proposicién sabemos que ambos son finitos.
Entonces,

|[AUB| = [A|+[B\ (AN B)| = |A[ +|B| - |[AN B,

donde la primera igualdad es por la Proposicién y la segunda igualdad es el corolario
anterior. ]

Terminamos esta seccion con un par de relaciones interesante entre inyectividad y epiyecti-
vidad de funciones entre conjuntos finitos y sus cardinales.

Proposicién 7.12 Sean A y B conjuntos finitos con |A| = |B| y sea f : A — B funcion.
Las siguientes afirmaciones son todas equivalentes:

(1) f es inyectiva.
(1) f es epiyectiva.
(i11) f es biyectiva.

Dem. Basta demostrar que se tiene si y sélo si se tiene pues ello implica que
es equivalente a cualquiera de las otras partes.
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Supongamos primero que f es inyectiva. Luego, |f(A)| = |A| = |B|. Como f(A) C B, por
el Corolario se concluye que f(A) = B. De la Proposicién se concluye que f es
epiyectiva.

Reciprocamente, nuevamente por Proposicién si f es epiyectiva, entonces f(A) = B.
Sea g : B — A definida como sigue: para cada b € B sea g(b) cualquier elemento de A tal
que f(g(b)) =b. La funcién g : B — A cumple que f o g = idp. Esto y la parte de la
Proposiciéon [4.13| nos permite concluir que g es inyectiva.

Aplicamos lo recién demostrado a g : B — A y obtenemos que g es epiyectiva, por lo tanto,
es biyectiva. Asi, g posee inversa. Como f o g = idp, parte de la Proposicion
sabemos que esta inversa es f. De esta forma f es biyectiva, en particular es inyectiva. [

Proposicion 7.13 Sean A y B conjuntos, donde B es conjunto finito. Se cumple que:
(1) A es finito y |A| < |B| si y sdlo si eziste f: A — B inyectiva.
(11) A es finito y |A| = |B| si y sdlo si existe f : A — B biyectiva.

Dem. Para probar supongamos primero que A es finito y |A| < |BJ. Por definicién
de conjunto finito, existen n,m € N, g : A — [1l.n] y h : B — [1l..m] biyecciones. Como
n=|A| <|B|=m,htog: A— B estd bien definida y es inyectiva. Supongamos ahora
que existe f : A — B inyectiva. Como B es finito y f(A) C B, por Proposicién sigue
que f(A) es finito y |f(A)| < |B|. Dado que f es inyectiva, tenemos que f : A — f(A)
es biyectiva y por lo tanto f=! : f(A) — A es biyectiva también. Por Proposicién
concluimos que |A| = |f(A)| y por lo tanto |A| < |B].

La segunda parte se propone como ejercicio. ]

La primera parte del resultado anterior es particularmente 1til cuando uno quiere probar
que un conjunto, digamos A, es finito, puesto que nos dice que basta encontrar otro conjunto
B que sepamos es finito y establecer una inyeccién de A en B. Mas aun, la segunda parte
del referido resultado nos da una forma de inclusive determinar el cardinal de A si podemos
establecer una biyeccion con B.

Por tltimo, recordando la definicién de las relaciones de equivalencia Z (igual cardinal) y
de orden M (menor o igual cardinal) definidas en la péag. observamos que dos conjuntos
finitos A y B son tales que |A| = |B| si y sélo si AZB, y que, |A| < |B] siy sélo si AMB.
Estas observaciones seran clave al momento de considerar conjuntos no finitos y querer
comparar sus tamanos relativos.

7.1 Uniones y productos cartesianos finitos de conjuntos finitos

Con la ayuda de la nocién de sumatoria de una sucesién de ntimeros reales podemos extender
lo que sabemos de cardinales de conjuntos finitos.
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Proposicién 7.14 (Cardinal de la unién finita de conjuntos disjuntos) Si los con-
juntos A1, ..., A, son disjuntos de a pares, entonces

n n
Al =) 1Al
i=1 i=1
Dem. Por induccién y la Proposicién (propuesta como ejercicio). O

Proposicién 7.15 (Cardinal del producto cartesiano) Para A y B conjuntos finitos
se tiene que |A x B| = |A|-|B].

Dem. Sean n y m los cardinales de A y B, respectivamente. Sean ai,...,G, y b1, ...,bm
enumeraciones de A y B, respectivamente. Definimos ¢, = (ai, b;) si k = (i — 1)m + j con
i€[l.n]yj€[l..m]. Claramente k € [1l.nm] y A X B ={c1,...,Com}. Mds ain, si k # k/,
k=(i—1)m+jyk = (' —1)m+j', entonces i # i’ 0 j # j', por lo que a; # a; 0 bj # b,
de donde se concluye que cx # cgs, es decir, ¢, ..., Cpm €8 una enumeracion de A x B. Por
definicién de cardinalidad se concluye el resultado deseado. O

Por lo anterior, es claro que si Ay, ... A, son conjuntos finitos, entonces su producto carte-
siano también lo es y

|Ap X - X Ay = |Aq] -+ |An].
En particular, si A es finito, A" es finito y |A"| = |A|™.

Definicién 7.16 (Conjunto de funciones) Sean A y B conjuntos, definimos el con-
junto de todas las funciones de A en B por

BA={f:A->B | f funcion}.

Intuitivamente, para construir una funcién, para cada elemento de A se debe elegir un
elemento de B. En esta eleccion, para cada elemento de A hay |B| opciones. Como hay |A|
elementos en A las funciones posibles son |B|l4l. Formalmente:

Proposicién 7.17 (Cardinal de las funciones) Para A y B finitos el conjunto B4 tiene
cardinal | B|IAI.

Dem. Basta demostrar que existe una biyeccién ¢ entre B4 y BlAl Sea A = {ai,...,an},
B = {b1,...,bm} v @(f) la n-tupla cuya coordenada i-ésima es f(a;), para i € [l..n].
Dejamos como ejercicio verificar que ¢ asi definida es una biyeccién. O

Recordemos que P(A), el conjunto potencia de un conjunto A, consiste en el conjun-
to cuyos elementos son los subconjuntos de A. Tenemos, por ejemplo, que P({a,b}) es
{0,{a}, {b},{a,b}} o P(0) = {0}. ;Qué podemos decir del cardinal de P(A) en términos del
cardinal de A?. Lo primero que notamos es que si A es finito entonces P(A) también lo es.
En la siguiente propiedad daremos su valor exacto.
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Ejercicio (Cardinal del conjunto potencia): Si A es un conjunto finito, entonces el
conjunto de sus partes, P(A), tiene cardinal finito dado por [P(A)| = 24,

Indicacién: Muestre que |P(A)| = |{0, 1}/4|. Para ello, considere una enumeracion ay, ..., an
de Ay ¢ :{0,1}" — P(A) donde ¢((x1,....,2)) = {a; : ; = 1}. Considere ademas
€:P(A) — {0,1}" tal que {(C) = (x1, ..., xy) donde z; = 1 siy sélo si a; € C. Pruebe que
& es inversa de . A
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Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

e e e e e
otk W N = O

RN NN DD NN = ==
~N O Ot e WD O O 0O

© ® N o WD

. Z?:o Z;.”:Oi =2

- Yo Xjtoi = gm(m + 1)(n+1).

- X0 X5t Xk ak = oo X Xy

. Zz‘]\;o ijvio Zé:o Qg = Zj’vzo Z]k\io ZiLzo ;-

. Zz‘]\io Zé‘:o a; = Zé\fzo Zgzo aj-

. Zﬁio Z;':o aj = Z;V:O Zgzo @i

. Para todo conjunto finito A, |A] < |A|.

. Para todo conjunto finito A, |A] < |A|.

. Dados A y B conjuntos finitos, A C B = |A| < |B|.

. Dados A y B conjuntos finitos, A C B = |B| < |A|.

. Dados A y B conjuntos finitos, A C B = |A| < |B|.

. Dados A, B y C conjuntos finitos, |A| < |B| A |B| <|C|] = |4| < |C|.
. Dados A y B conjuntos finitos, |A| < |B| A |B| < |A| < |A| = |B|.
. Dados A y B conjuntos finitos, |4\ B| = |A| — |B|.

. Dados A y B conjuntos finitos, |A\ B| = |A| — |B| + |B\ 4.

. Dados A y B conjuntos finitos, |A U B| = |A| + |B|.

. Dados A y B conjuntos finitos, |4 x B| = |A||B|.

> k=0 Z}n:o akj = D it Z?:o Akj-

> k=0 Z?:o Okj = Z}n:o > ko Qkj-

> k=0 Z;n:o Okj = Z?:o > k0 Qjk-

> h—0 Z;nzo crdy =D ko Ck Z;”:o dj.
Do 2iegij = (n+1)(m+1).
Do 2iegij = nm.

D02 i) = an(n+ )m(m + 1).
D022 = 2nm.

S g2 = 2(n+ 1) (m + 1).
D02 gl = tn(n+1)(m+1).

ln(n+1).

Guia de Ejercicios

Escriba con notacién de sumatoria las siguientes sumas y calcilelas cuando pueda:
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I+1+r+1+r+2?+l+a+22+23 +1+r+ 2’ + a3+t 142+ 22+ 23+t +25.
a+b+(a+b)?+ (a+b)3+ (a+b)*+ (a+b)s.
1+1+3+14+5+5+1+5+5+5+1+5+71+5+ 15
14+14+2+14+24+3+1+2+34+4+1+2+34+4+5+1+2+3+4+5+6.
1+1+4+14+4494+14+4+9+16+14+4+9+16+25+1+4+9+16+25+ 36.
l+z+?+3+at+ad o+ 22+ 3+t + 28+ + 23 +at 2+ a3 + 2t +
25 4 ot 4 25 4 25,

=0 Ao [T
N’ e e S N N

. Desarrolle las siguientes sumas, hasta donde le sea posible (puede que no obtenga
resultados demasiado explicitos)

Yito Yjoolai — aip).
Yo Yol —ajin).
Zi\il Z;E—l(aj — ajy1).
Zf\;o Zj':o ¢

ZiN:O Z;V:z 7.

. Muestre que los siguientes conjuntos son finitos.

o & 1o |T |®
N N N N

A={f:[l.n] = [1l.n] ‘ f es biyectiva }.

C={f:R—N | f es biyectiva}.

D = {todas las estaturas de los habitantes del planeta tierra}.
Dados a < b€ R, E = (—00,b] N[a,o0) NN.

ACACHCS

. Demuestre que para A, B y C conjuntos finitos

|JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANnBNC|.

5. Calcule |(AUC) x (BUC)| en términos del cardinal de A, By C y/o sus intersecciones.

6. Sean p y g primos distintos. Calcule en funcién de p y ¢ la cardinalidad de

C ={neN:n<(pg)? tal que p o ¢q dividen a n}.

7. Calcule la cardinalidad de S = {(a,b,c) € N®:a+ b+ c = 50}.

. Sea C una particién de un conjunto finito A de modo que para todo X,Y € C, |X| =
|Y'|. Demuestre que |C| divide a |A|.

. Determine cudntas particiones con dos partes hay en un conjunto finito de cardinal n.
;,Cuantas hay con tres partes?.

Guia de Problemas

. Demuestre que

i > ai= Zn: > ay

i=1 je{1,...,n} :i+j par Jj=1lie{l,...,n}:i+j par
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. Demuestre que

n n

P D D DR

=1 je{l,...,n} :4 divide a j j=1ie{l,...,n}:4 divide a j

. Sea C una particién de un conjunto finito A. Demuestre que el cardinal de A es igual
a la suma de los cardinales de las partes de C, es decir, |[A| =) - |C|.

4. Para A conjunto finito determine el cardinal de las funciones epiyectivas en {0, 1}4.

5. Sea Ay,... A, conjuntos finitos.

a) Demuestre que |[J;; Ai] < >0, |Ad.

b) Demuestre que |J; Ai| = > i |Ai| siy sélo si para todo i,j € [1.n], i # j
implica 4; N A; = 0.

. (30 min) Sea A = {0, 1,2, ...,n} y considere la secuencia (xg, 1, 2, x3, ...) de elementos
en A (es decir, z; € A para cada i € IN). Probar que existen ¢, j € N, £ # j, tales que
Ty = Tj.
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7.2 Coeficientes binomiales

Hemos visto que el conjunto de funciones B4 tiene cardinal n*, cuando |A| = k y |B| = n.
Queremos saber ahora cudntas funciones biyectivas hay en B4 y cudntas funciones inyectivas
hay en BA. De lo que sabemos de funciones entre conjuntos finitos, ya hacer un par de
observaciones.

Si k > n, por Proposicién no hay funciones inyectivas en B4 y, por supuesto, tampoco
biyectivas.

Para k = n, por Proposicién sabemos que hay tantas funciones inyectivas como bi-
yectivas aunque aun no sabemos cudntas son. Ahora veremos cudntas son cuando k < n.
Para ello, consideremos una funcién como una tupla (z1,...,7;) € B¥. Esto es posible
pues cualquier eleccién de los valores z; define una funcién en B4 y toda funcién en B4 se
representa por un elemento de BF.

Para que la tupla (z1,..., 7)) defina una funcién inyectiva, los valores x; deben ser todos
distintos. Una manera de lograr esto es elegir los valores de manera ordenada siguiendo el
orden x1,xs,...,x,. Lo que hay que considerar al elegir el valor x;41 es que tiene que ser
distinto a los valores previamente elegidos: x1, ..., x;. Esto hace que haya sélo n —¢ opciones
para la eleccién del valor x;4.

De esta forma podemos contar cudntas funciones inyectivas hay en B4. Para z; podemos
elegir entre n opciones, para x2 lo podemos hacer entre n—1, y asi, para x;11 tenemos todavia
n — 1 opciones. De esta forma podemos concluir que el nimero de funciones inyectivas en
BA es:

nn—1)n-2)---(n—k+1).

Haciendo uso de los factoriales podemos expresar el nimero de funciones inyectivas en
B4 como n!/(n — k)!. En particular, cuando k = n, y dado que por Proposicién una
funcién es inyectiva si y sélo si es biyectiva, concluimos que hay n(n—1)(n—2) - -- 1 funciones
biyectivas en B4 que es igual al factorial n!.

Notar que la discusién previa es vélida incluso si n = k = 0 (en cuyo caso n! = k! = 0! = 1).

En resumen hemos probado lo siguiente.

Proposicién 7.18 Para A y B con |A| = k y|B| = n los siguientes tres valores son iguales.

118



» nl/(n—k).
» El nidmero de funciones inyectivas en BA.

» Bl niimero de k-tuplas en B sin repeticiones.

Ejemplo: Para B = {a,b,c,d} y A = {z,y} hay 12 funciones inyectivas en B4. La repre-
sentacién de estas funciones como elementos en B X B es la siguiente.

(a,b) (bya) (c,a) (d,a) |
(a,e) (b,e) (e,b) (d,b) —>12:47‘2)!combinaciones.

=
(a,d) (bd) (c,d) (dc)

Definicién 7.19 (Coeficiente binomial) Para dos enterosn y k, n >0, se define

n

k
(se lee “ene sobre ka”) como el nimero de subconjuntos de tamano k que posee un
conjunto de tamarno n.

. Cudl es el valor de (2)7 Primero que nada se tiene que si k > n, entonces (Z) =0

pues no hay subconjuntos de un conjunto dado con cardinal mayor que el cardinal del
conjunto. Si k < 0, entonces nuevamente (Z) = 0 pues no hay conjuntos de cardinal negativo.
Reciprocamente, (Z) = 0 no puede ocurrir si 0 < k < n pues todo conjunto de cardinal n
tiene al menos un subconjunto de cardinal k.

Proposicién 7.20 Para todon € N y todo k € N, 0<k <n, (}) = Wlk)'

Dem. Consideremos el conjunto de los pares (S, x) donde S es un subconjunto de [1..n]

con exactamente k elementos y x = (x1,...,x) es una permutaciéon (ordenamiento) de los
elementos de S (o sea, S = {z1,...,z;}). Formalmente,

A={(S,z)| SC[1.n],|S| =k y x es una tupla en S* sin repeticiones}.

Por una parte, A tiene cardinal (Z) - k! pues el conjunto [1..n] tiene (Z) subconjuntos de
tamaifio k y, para cada uno de ellos, el conjunto S* tiene k! tuplas sin repeticiones.

Veremos a continuacién que la funcién f entre A y los elementos de [1..n]* sin repeticiones,
dada por f(S,z); = x;, es una biyeccién. Como por la Proposicién sabemos que la
cantidad de elementos de [1..n]* sin repeticiones es n!/(n — k)!, sigue que |A| = n!/(n —k)!.
Luego, (})k! =n!/(n — k)!, de donde se obtiene el resultado del enunciado.

Verifiquemos entonces que f es biyeccién. Es claro que f(S,z) = f(S’,2’) implica que para
todo i € [1..k], z; = «}. En particular, esto implica que S = S’. Asi, la funcién es inyectiva.
Ademis, para cada z € [1..n]F sin repeticiones podemos tomar S = {z; ! i€ [1.k]}y
tendremos que f(S,z) = z, es decir, la funcién f también es epiyectiva. O
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Proposicion 7.21 Para n y k enteros, n > 0,

(1) (o) = ()

(1) Identidad de Pascal: (Zﬁ) = (1) + (1)

Dem.

(1) Verifique este punto como ejercicio.

(11) Si k < —1, entonces (Zﬁ) =(}) = (kil) = 0. Si k = —1, entonces ("Brl =(p) =1y
)

(fl) = 0. De manera andloga, si k > n, entonces ("H) = (Z) = (kil =0.Sik=n,
entonces, (Zﬁ) =) =1y (nil) =0.

Analicemos ahora el caso 0 < k < nfl|

k+1

n " n! n! . e
<l<:> + <k+ 1> = Bn k). + Gt D)= (ks 1)) (Proposicién [7.20))
n! n! | N
= MR —F—Dl T G DRm k=D M= m=Dim)
n! 1 1 .
T = <n _— + T 1> (factorizando)
n! n+1
= . f .
Hin—k—1)! (n—k)(k+1) (suma de fracciones)
(n+ 1)n!

Tkt DE (n—k)(n—k— 1) (reacomodo)

1
= (Z j: 1> . (Proposicién [7.20))

O

La parte de la Proposicion permite utilizar un método iterativo para calcular (Z)
Este consiste en construir un tridngulo, donde las filas estan etiquetadas con valores de n, y
las columnas con valores de k. Los bordes de este tridngulo los rellenamos con unos, como
muestra la tabla:

k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
n=~0 1
n=1 1 1
n=2 1 1
n=3 1 1
n=4 1 1
n=>5 1 1

., . 1 , . ~
3Una demostracién alternativa se basa en recordar que (ZL) es el niimero de subconjuntos de tamano

k+1 de un conjunto de tamafio n+1, que sin perder generalidad podemos asumir que es el conjunto [1..n+1].
Entonces, los subconjuntos de tamafio k + 1 del conjunto [1..n + 1] se dividen en aquellos que tienen a n + 1
como elemento y los que no. Estos dltimos son subconjuntos de tamafio k + 1 del conjunto [1..n] y por lo

tanto son (kil) Por otra parte, los subconjuntos de [1..n + 1] que contienen a n + 1 estdn formados por un
. : . : . P o ny _ (n+l
subconjunto de tamafo k de [1..n] junto con n + 1. Por esta razén, son (Z) Asi, (kil) + (kl) = (ZH),
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En esta estructura, el término (Z) es el que aparece en la fila n y la columna k. Para
calcularlo, entonces, como 0 < k < n:

ny (n-—1 n n—1

k) k k—1)’
es decir, cada término es la suma del que se encuentra sobre €él, y el que se encuentra en su
diagonal superior-izquierda. Rellenando, obtenemos el tridngulo:

k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
n=>0 1
n=1 1 1
n=2 1 2 1
n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 1
n=>5 1 1

Este triangulo es llamado Triangulo de Pascal.

Binomio de Newton

En esta seccién encontraremos una férmula para (x 4+ y)" que generaliza la férmula del
cuadrado de binomio: (z +y)? = 2%+ 22y + y%. Una forma de entender este resultado es
codificar expresiones de la forma Y}, apx®y™ " por sus coeficientes (ax)}_,- Por ejemplo,
para n =2 y n = 3 tenemos

n=2 z? zy y?
r(r+y) =22+ 2y 1 1 0
(x+y)y =2y + 3> 0 1 1

2 + 2zy + y? 1 2 1
n=3 3 22y | xy? y3

x(2? + 2xy +y?) = 23 + 2x%y + 2/?

(x2 + 22y + y?)y = x%y + 22y + ¢ 0

3+ 3x2y + 3xy2 + y3
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Los dos casos anteriores tienen un claro patrén. Por ejemplo, el coeficiente que acompana
al producto 22y en (z +y)? es la suma de 2 con 1, que son el coeficiente que acompaiia a xy
y el coeficiente que acompaiia a 22 en (z +y)?, respectivamente. De esta forma no es dema-
siado sorprendente que la férmula general quede expresada en términos de los coeficientes
binomiales que en el caso que estamos discutiendo es (g) x>+ (‘I’) 2yt (g) xy? + (g) yS.

Teorema 7.22 (Binomio de Newton) Sean z,y € R,n € N. Entonces

n
n _
(x+y)" = Z (k)r” Fok.
k=0
Dem. Probémoslo por induccién en n € IN.

Primero analicemos el caso base, n = 0. Por un lado 22:0 (2) xky 0=k = (8) 2%9° =1 (Aqui
suponemos que Vo € R, 2° = 1) y por otro (z + 4)° = 1. Es decir, la propiedad se cumple
para n = 0.

Sea entonces n > 0 tal que se tiene que (z +y)" = > ), (Z)a:"_kyk (H.I.). Probemos que
se tiene el teorema para n + 1:

(z+y)" = (z+y)(z+y)" (definicién de potencia)
=(z+y) Z (Z) xRy (hip6tesis de induccién)
k=0

(x+y)z" "y (constantes salen y entran de una sumatoria)

n
R Lk <Z> 2" kyk+ (distributividad en R y aditividad)
0
1

()

(W)

<n> gLk "i ( " )x”_(k_l)yk (cambio de indices: k + 1 — k)
()

|

k kE—1

k=0 k=1
n+1 n n+1 n

= f VR Z (k: B 1> 2" yE (agregamos 0 = (_”1) = (nil))
k=0 k=0
A /n n

= <k> + (k 1>] T (aditividad)
k=0 B
n+1

1

— (n Z > TRk, (identidad de Pascal)

k=0
De donde se concluye el teorema. O

Una manera alternativa de obtener la férmula es entender cémo es que el término 2™ FyF

aparece en el producto (z +y)" = (z+y)(z+y) - (z +v).

Vemos que este término aparece si al desarrollar el producto de la derecha, elegimos x en
los n — k primeros términos e y en los k términos restantes. También aparece si elegimos x
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en los tltimos n — k términos e y en los términos restantes. En general, el término ™ *y*

aparecera cada vez que elijamos x en n — k de los n factores e y en los k restantes. Es decir,

aparecera tantas veces como las formas de elegir un subconjunto de n — k factores de los n.
< n _(n

Por lo tanto, aparecera (n_k) = (k) veces.

A continuacién veremos algunos ejemplos donde el teorema del Binomio de Newton es util.

Ejemplo: Verifiquemos que » (Z) Esta suma resulta ser una aplicacién directa del
teorema del Binomio de Newton. Utilizando que 1™ = 1 para cualquier m > 1,

50-50

k=0 k=0

n
Asi, por teorema del Binomio de Newton, se tiene que Z (Z) =(1+1)"=2"
k=0
De manera alternativa, la igualdad se puede demostrar considerando que en el lado izquierdo
se estan sumando los términos (Z), que corresponden al niimero de subconjuntos del conjun-
to [1..n] de cardinal k. Como la suma recorre todas las opciones posibles para el cardinal de
un subconjunto de [1..n], en el lado izquierdo estamos contando el nimero de subconjuntos
del conjunto [1..n]. Como sabemos que este nimero es 2" se obtiene la conclusién. &

Ejemplo: Verifiquemos que Y, (Z) k%rl Podemos relacionar este tipo de sumatorias con

la forma del teorema del Binomio de Newton, tipicamente, ingresando los factores que
“sobran” al coeficiente binomial. Reescribamos el término de la sumatoria:

n - n! 1 n!
E)k+1  kl(n—k)! k+1 (k+1)(n—k)!

Para formar un nuevo coeficiente binomial, debemos procurar que los dos valores de abajo
(en este caso k+1y n—k) sumen el de arriba (en este caso n). Para arreglarlo, amplifiquemos
numerador y denominador por (n + 1), obteniendo

n! 1 (n+1n! 1 (n+1)! 1 (n+1
k+D!n—k)! n+1 (E+Dn—k) n+1 (k+Dn—k! n+1\k+1)
Ahora tenemos un factor n%rl en lugar de k—il Hemos ganado algo? Si, pues n%rl es un

término independiente de k, por lo que
Z”: <n> 11 Z": <n + 1>
P k)k+1 n+1k:0 kE+1

El término de la derecha es muy parecido a lo recién calculado Y _, (Z) = 2". Mediante
una traslaciéon de indices podemos escribir

n n+1 n+1
n+1 n+1 n+1 n+1
§ — E — E _ :2n+1_1

k=1 k=0
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y por lo tanto,

%

Ejemplo: Verifiquemos que en todo conjunto finito no vacio de cardinal n hay tantos
subconjuntos de cardinal par como de cardinal impar.

Por el teorema del Binomio de Newton sabemos que
" /n
a- =% (1)
k=0
Usando la separacion de los indices en una sumatoria se deduce que:
" /n n n
S (-2 (- % ()
k k 4 k
k=0 k par k impar
Por lo tanto,
n n
> ()-,2 ()
k par k impar

Una manera alternativa de verificar la afirmacién es considerar A un conjunto no vacio
y a € A. Entonces, la funcién f : {S C A | |S] impar} — {S C A | |S| par} dada por
f(S) = SA{a}, es una biyeccién. &
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Conjunto infinitos

Al momento de estudiar relaciones, se definié la relacién tener igual cardinal entre dos
conjuntos y se demostro que era una relacién de equivalencia. En esta relacién A se relaciona
con B si existe f : A — B biyectiva.

También se definié la relacién tener cardinal menor o igual entre dos conjuntos. En esta
relacién A se relaciona con B si existe f : A — B inyectiva. Para esta relacién se demostré
que es refleja y transitiva pero no simétrica ni antisimétrica.

Cuando usamos estas relaciones para definir conjuntos finitos y sus propiedades, obtuvimos
resultados coherentes con la intuicién (jOjald asi haya sido!).

Ahora exploraremos estas ideas en conjunto no finitos.

Partamos recordando que un conjunto A es finito si existe n € Ny f: A — [1..n] biyectiva,
donde como se recordara [1..n] = {1..n}. En este caso decimos que A tiene cardinal n y lo
anotamos |A| = n.

En lo que sigue anotaremos |A| = | B| para indicar que existe f : A — B biyectiva. Es decir,
|A| = |B| si A tiene igual cardinal que B. También anotaremos |A| < |B| para indicar que
existe f : A — B inyectiva. Es decir, |A| < |B| si A tiene cardinal menor o igual que B. Por
ultimo, escribiremos |A| < |B| cuando |A| < |B|y |A| # |B|. Notar que estas convenciones
son consistentes con la ya adoptada de denotar por enteros no-negativos el cardinal de un
conjunto finito.

Partamos con las siguientes propiedades bésicas acerca de | - |:

Proposicion 8.1 Para A y B conjuntos no vacios se tienen las siguientes propiedades.

1) |A]l < |A] (reflexividad de menor o igual cardinal)
(11) Si A C B, entonces |A| < |B|
(1) Si|A| < |B| y |B| <|C|, entonces |A| < |C| (transitividad de menor o igual cardinal)
() |Al < |B[A[B| < [A] < |A] =B

Dem. Las dos primeras propiedades se justifican por la existencia de la funciénidg : A — A
y la funcién f : A — B con f(x) = z, ambas inyectivas. La tercera es consecuencia de que la
composicién de funciones inyectivas es inyectiva. La tltima propiedad, cuya demostracion

escapa del alcance de este curso, es conocida como el Teorema de Cantor-Berstein-Schroder.
O

En la proxima propiedad damos una relacién entre el cardinal de la imagen de una funcion
y el de su domino.
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Proposicién 8.2 (Cardinal de la imagen de un conjunto) Si f : A — B es funcion,
entonces |f(A)| < |A].

Dem. Consideremos la funcién g : f(A) — A tal que g(b) = a donde a es un elemento
cualquiera perteneciente a f~!(b) (observar que f~1(b) # () porque b € f(A)).

Entonces g es un funcién inyectiva pues si g(b) = g(c) entonces b = f(g(b)) = f(g(c)) = c.
Por definicién se obtiene que |f(A)| < |A|. O

Claramente no todo conjunto es finito.

Definicién 8.3 (Conjunto infinito) Un conjunto que no es finito se dice infinito.

Proposicion 8.4 N es infinito.

Dem. Supongamos que N fuese finito. Entonces, existiria un k£ € N tal que [N| = k. Es
decir, existirfa una funcién biyectiva g entre N y [1..k].

Como [1..k + 1] € N sabemos que existe una funcién inyectiva f : [1..k + 1] — N y, por
lo tanto, g o f : [1..k + 1] — [1..k] es una funcién inyectiva. Esto contradice lo que hemos
probado para los conjuntos finitos [1..k] y [1..k + 1]. O

8.1 Conjuntos numerables

Definicién 8.5 (Conjuntos Numerables) Llamaremos conjunto mnumerable a
cualquier conjunto que tenga la misma cardinalidad que N.

Proposicion 8.6 Z es numerable.
Dem. Listemos ordenadamente los elementos de Z:
Z ... -6 -5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Construiremos una funcién de N a 7Z simplemente asignando a cada natural un entero.
Notemos que de esta forma estaremos enumerando los elementos de Z. Es decir, iremos
“contando” 0,1,2,3,4, ... en la medida que recorremos 7. Una posible forma de hacerlo es
la siguiente:

Z ... 6 -5 -4 -3 -2 -1 0
N ... 11 9 7 5 3 1 0
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Observemos que ésta es una forma sencilla de construir una f : N — Z, que en nuestro caso
posee una forma explicita:
f(n) = {

Queda como ejercicio para el lector demostrar que esta f es efectivamente biyectiva, con lo
que se concluye que |N| = |Z], lo que buscdbamos. O

si n es par,

N[
S

(n+1), sin esimpar.

D=

Al igual que lo hecho para conjuntos finitos, podemos nombrar los elementos de un conjunto
numerable A aprovechando una biyeccién f entre N y A. Asi, llamamos a; al elemento
de A tal que f(i) = a; v a (a;)ien una numeracién de A. Asi, no sélo podemos escribir
un conconjunto finito A, como A = {ay,...,a,} para algin n, sino que también, si A es
numerable, lo podemos escribir como A = {aj,as2,....} (0 A = {ap,a1,....} segin sea més
conveniente). Esta flexibilidad adicional resulta muy til.

Proposicién 8.7 (|N| es el menor cardinal infinito) Sea A un conjunto infinito cual-
quiera. Entonces, para todo a1 € A y para todo k € N, k > 1, se cumplen las siguientes
afirmaciones.

s A tiene un subconjunto finito By, de cardinal k con a1 € By,.

» A tiene un subconjunto numerable H, con ay € H. En particular, |A| > |N|.

Dem. Para demostrar la primera parte, aplicamos induccién en k. Para k = 1 consideramos
B; = {a1}. Aceptamos que para k > 1 existe un subconjunto By, de A de cardinal k. Como
A no es finito, By # A. Luego, existe ay11 € A\ By que junto a By, forma el subconjunto
Byy1 = Br U{ag4+1} de A de cardinal k + 1.

Para la segunda parte, sea H = UkelN,kzl Bj.. Veamos que H es infinito. Si no lo fuera,
entonces |H| = ¢ para algin ¢ € N. Pero para k > ¢, By, C H lo que produce la contradiccién
|H| > k.

Notemos que por la construccién de H la funcién f : N — H, dada por f(k) = aj1, es una
biyeccion. Con esto concluimos que H es numerable. O

Corolario 8.8 Todo conjunto infinito A con |A| < |N| es numerable.

Dem. Por hipétesis |A| < |N|. Por la Proposicién [8.7} sabemos que |A| > |N|. Luego, de la
parte de la Proposicién sigue que |A| = |N|. O
Intuitivamente, al agregar o quitar una cantidad finita de elementos a un conjunto infinito

este sigue siendo infinito. La siguiente propiedad permite formalizar esta intuicién.

Proposicién 8.9 (Perturbacién de un conjunto infinito por uno finito) Sea A in-
finito y B finito. Entonces |AU B| = |A\ B| = |4
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Dem. Probaremos la propiedad usando induccién en el cardinal del conjunto B. Por lo
antes hecho sabemos que existe H numerable contenido en A. Sea (a;);en una numeracién
de H.

Caso base |B| = 1. Digamos B = {a}. Supongamos primero que a ¢ A. Definimos f :
AUB — A como sigue: f(z) =z six ¢ H, f(a;) = ai+1 y f(a) = ag. Se verifica que f
es biyeccién (propuesto). Luego, |A U B| = |A|. Por nuestro supuesto a ¢ A, tenemos que
A\ B = A conloque |A\ B|=|A|

Supongamos ahora que a € A. Por la Proposicién podemos suponer que a € H y que
ag = a. De esta forma, la funcién g : A — A\ B definida por g(z) = z, si z ¢ H, y
g(a;) = aj—1, para ¢ € N,7 > 1, es una biyeccién (propuesto). Luego, |A \ B| = |A|. Por
nuestro supuesto a € A, tenemos que AU B = A con lo que |AU B| = |A|.

Paso inductivo: Si |B| = k+1, k > 0 entonces tomamos a € B y consideramos B’ = B\ {a}
con cardinal |B’| = k. Por hipétesis de induccién, |A U B'| = |A\ B’| = |A|. Por el caso
base, |(AUB")U{a} = |AUB'|=|Aly |(A\ B')\ {a}| = |(A\ B’)|. Poniendo todo junto
se obtienen las conclusiones. O

Proposicién 8.10 (Unién finita de numerables) Si A y B son conjuntos numerables,
entonces A U B también lo es. En general, si Ay,..., A, es una familia de n conjuntos
numerables, entonces | J;_, A; también lo es.

Dem. Sea (a;);en una numeracién de Ay (b;)jen una numeracién de B.

Consideramos dos situaciones. La primera, cuando A N B = (). Entonces, la funcién f :
AUB — N, dada por f(a;) = 2i y f(bj) = 2j + 1, define una biyeccién entre A U B
y N. Concluimos que A U B es numerable. De aqui es fécil probar por induccién que la
propiedad se tiene para una familia finita de n conjuntos numerables cuando los conjuntos
son disjuntos de a pares.

Cuando A y B tienen elementos en comin consideramos AU B = (A \ B) U B. En el lado
derecho de la igualdad los conjuntos involucrados son disjuntos. Al menos uno de ellos debe
ser numerable pues A U B es infinito. Hemos visto que el cardinal de un conjunto infinito
no varia al perturbarlo con un conjunto finito. De esta forma, el cardinal de A U B sera
el cardinal de la unién disjunta de conjuntos numerables (potencialmente uno solo) y, por
ende, serda numerable.

Nuevamente, aplicando induccion, la conclusion se obtiene para una familia finita de con-
juntos numerables. O

Es importante que nos detengamos en el siguiente punto: cuando construimos la asociacién
entre N y Z mediante el diagrama

Z ... 6 -5 -4 -3 -2 -1
N ... 11 9 7 5 3 1

ya hemos establecido una funciéon f de N a Z, a pesar de que su forma explicita la damos
después. A través del diagrama estamos dando el valor de f(n) sélo para los naturales
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n < 12. Sin embargo, también estamos dejando en claro la forma de calcular f(n) para los
naturales n > 12.

Por ejemplo, es claro gracias al proceso que seguimos, que f(13) = =7 y que f(20) = 10. Y
para esto no hace falta conocer la forma explicita de la funcién f. Es mas, veremos casos
donde no es facil mostrar explicitamente la funcién f que corresponda, por lo que no nos
preocuparemos de ella. Simplemente, mostraremos la enumeracion que hay que hacer en
cada caso.

Proposicién 8.11 N x N es numerable.

Dem. Para este caso, ordenaremos los elementos de IN x IN en una tabla de doble entrada:

N x N 0 1 2 3 4 5
0 (0,0) (0,1) (0,2) (0,3) (0,4) (0,5)
1 (1,0) (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5)
2 (2,0) (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5)
3 (3,0) (3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5)
4 (4,0) (4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5)
5 (5,0) (5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5)

Y ahora, para enumerar IN x N, asociaremos a cada casilla de la tabla un niimero natural
distinto:

NxN| O 1 2 3 4 5
0 0 1 3 6 10 15
1 2 4 7 11 16
2 ) 8 12 17
3 9 13 18
4 14 19
) 20

Observar que es crucial el que las casillas se enumeren siguiendo las “diagonales” — si se pro-
cede por filas (respectivamente, por columnas), el argumento falla, pues nunca “terminamos”
de enumerar las casillas de la primera fila (respectivamente, columna).

De esta manera hemos establecido un proceso que enumera IN x N. Por lo tanto, sabemos que
hay una funcién biyectiva entre N y IN x N, y asi concluimos lo que desedbamos demostrar.

Como ejercicio, demuestre que la funcién f : N x N — N definida por f(i,7) = (i + j)(@ +
j+1)/2+1, que corresponde a la enumeracién de la tabla usada arriba, es una biyeccién. [J

Proposiciéon 8.12 Si A y B son conjuntos numerables, entonces A X B también lo es. En
general, si A1,..., A, son n conjuntos numerables, entonces Ay X --- X Ay, también lo es.
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Dem. La demostracién anterior se extiende casi idéntica para probar que el producto car-
tesiano de dos conjuntos numerables es numerable. Otra forma de ver esto es como sigue.
Sean (a;)ien ¥ (bj)jen numeraciones para A y B, respectivamente. Entonces la funcién
f(ai,bj) = (4,7) es una biyeccién entre A x B 'y N x N que muestra que A x B es nume-
rable. Aplicando un argumento de induccién se obtiene la propiedad para una familia de n
conjuntos numerables. O

Corolario 8.13 @ es numerable.

Dem. Como @ es un conjunto infinito, sabemos inmediatamente que |N| < |Q|. Basta
demostrar entonces que |Q| < |N|. Consideremos la funcién f : Z x (N '\ {0}) — Q dada por
f(k,n) = k/n. Entonces, f es epiyectiva, pues todo racional se puede escribir de la forma
x==Fk/n,conke€ZynecN\{0}.

Sabemos que |f(Z x (N\ {0})| < |Z x (N \ {0})|]. Como f es epiyectiva se concluye que
Q| < |Z x (N\ {0})| =|NJ, pues Z y N \ {0} son conjuntos numerables. O

Proposicién 8.14 (Unién numerable de numerables) La union de una familia nume-
rable de conjuntos numerables es numerable.

Dem. Sean (A;);cn una numeracién de la familia y sea H = J;c¢ Ai- Queremos ver que
|H| = |NJ.

Cada uno de los conjuntos A; es un conjunto numerable, entonces para cada uno de ellos
existe una numeracién 4; = (a});jen.

Sea f: NxN — H la funcién que a (i, j) asocia a;'-. Esta es una funcion epiyectiva pudiendo
no ser inyectiva. Sabemos que |f(IN x N)| < |N x NJ. Luego, |H| < |N|. Como H es infinito
sabemos que |H| > |N| y con esto se obtiene la conclusién. O

De manera anéloga se establece lo siguiente:

Proposicién 8.15 (Unién numerable de numerables) La unién de una familia finita
o numerable de conjuntos finitos o numerables es finita o numerable, es decir, si (A;)icr,
I CN, es tal que |A;] < |N| para todo i € I, entonces | ;e Ai| < |NJ.

Ejemplo: Veamos que el conjunto de palabras, digamos ¥*, que se pueden formar con las
letras de un alfabeto ¥ finito no vacio es un conjunto numerable. En efecto, las palabras
de largo n que podemos formar son el conjunto de n-tuplas de elementos en ¥, o sea, el
conjunto X". Luego, ¥* = J,,cy £". Sabemos que X" tiene cardinal finito (de hecho, igual
a |X|™), por lo que ¥* es una unién numerable de conjuntos finitos. Por la Proposicién
concluimos que ¥* es finito o numerable. Pero, ¥* no es finito, porque dado o € %, las
palabras o,00,000, ... son distintas y estan en X*, o sea, 3* contiene una infinidad de
palabras. Sigue que X* no es finito y se concluye que es numerable. &
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Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

NN N DN P = e = = s e

24.
25.

26.
27.
28.
29.
30.

© 0N oW

>k
. Dados z,y € Ry n >0, se tiene que (z +y)" = ;_, (kfl)yk Lgn=k+1,
)a*.

. Dados 0 < k < n, el término multiplicando a x

Si k < n, entonces (") (Z:[%) = (ZI%)
Si 1<k < n, entonces (" 1) + ( ) = (Z:[})
Si k < n, entonces (") (k+1) = (

D)
Si 1 <k < n, entonces ( ) ( ) (Zﬂ)
(ki1)-

Si 1 < k < n, entonces (” 1) ( ) = Zﬂ
Dados z,y € Ry n > 0, se tiene que (x +y)" = > j_ (Z)mky"_k
Dados z,y € Ry n > 0, se tiene que (z —y)" = >}, (Z)xky”_k.
Dados z,y € Ry n > 0, se tiene que (x —y)" = —> 1, (Z):Eky"_k.
Dados z,y € Ry n > 0, se tiene que (z — y)" = >_p_, (}) (=1)"Faryn—F.
Dados z,y € Ry n > 0, se tiene que (z + y)?" = szo (272) 2k gn—2k
. Dados z,y € Ry n > 0, se tiene que (x + y)*" = (%?)a:ky% k.
. Dados z,y € Ry n > 0, se tiene que (z + y)" = Zk,o (n"k)xky" k.
. Dados =,y € Ry n >0, se tiene que (x +y)" => _;_, (Z)ykx” k.
( _ n

. Dados z € Ry n >0, se tiene que 2" = Y1 (%

. Dados z € Ry n > 0, se tiene que (x+1)" =3}, (k)xk
. Dados z € R y n > 0, se tiene que (z —1)" = ZZ:() (Z)l“k
. Dado n > 0, se tiene que 1" = 37 (}).

. Dado n > 0, se tiene que 2" = >_7'_ (}).

. Dado n > 0, se tiene que (—1)" = >}, (Z)(—l)k

. Dado n > 0, se tiene que 0 = Y_1_, (7)(—1).

. Dados 0 < k < n, el término multiplicando a x* en la expansién de (x + )" es y

n—k

k en la expansion de (z + y)" es

—k —k
(e )y
s . . . k .z _k
Dados 0 < k < n, el término multiplicando a z" en la expansién de (z+y)"™ es (Z) y"r.

k

Dados 0 < k < n, el término multiplicando a z" en la expansién de (z + y)" es

)y

Dados 0 < k < n, el término multiplicando a 2* en la expansién de (z 4 y)" es (Z) yk.
Dados 0 < k < n, el término multiplicando a z* en la expansién de (z + y)™ es (Z)y
Para todo conjunto A, |A| < |A].

Para todo conjunto A, |A| < |A|.

Dados A y B conjuntos, A C B = |A| < |B].
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31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.

4.

Dados A y B conjuntos, A C B = |B| < |A].

Dados A y B conjuntos, A C B = |A| < |B|.

Dados A, By C conjuntos, |[A| < |B|A|B| < |C| = |4| <|C].

Dados A y B conjuntos, |A| < |B|A|B| < |A| < |A| =|B].

IN| < |Z].

IN| < |Z x Z|.

IN| = |Z x Z|.

IN| = @ x ZI.

No todo conjunto infinito A cumple que |N| < |A].

Union finita de conjuntos numerables es numerable.

Union numerable de conjuntos numerables es numerable.

Producto cartesiano finito de conjuntos numerables es numerable.

Producto cartesiano finito de conjuntos finitos es finito.

El producto cartesiano de un conjunto finito no vacio con uno numerable es finito.
El producto cartesiano de un conjunto finito no vacio con uno numerable es numerable.
Todo subconjunto no vacio de un conjunto numerable es numerable.

Todo subconjunto de un conjunto numerable es numerable.

Todo subconjunto infinito de un conjunto numerable es numerable.

Todo subconjunto de un conjunto finito es numerable.

Todo subconjunto de un conjunto finito es finito.

Guia de Ejercicios

. Pruebe que hay n! formas distintas de colocar n torres en un tablero de ajedréz de

n x n de forma que no se ataquen.

. Sea S ={1,2,3,4,5} y C={(A,B) : A,BC S, AU B = S}. Pruebe que |C| = 243.

. Desarrolle las siguientes sumas, hasta donde le sea posible (puede que no obtenga

resultados demasiado explicitos)
) X (1) = ke (")

) Sy a1yl para x £ g
) Xk Xico (3)
) 2?02@:@- (k) A

) 23\70 Z%:O (l:») akp=k
) Yizo Lo (1,)a"b

Encuentre el valor de las siguientes sumas, usando el teorema del Binomio:
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n (n—1)!
k=1 kl(n—k)!"
i (5)-
i (57
iz (5)-

Yo (D7

. Sean k,p,n naturales tales que 0 < k < p < n. Pruebe las siguientes igualdades:

a) ()G = G-

b) () () + () Go) + -+ G (67 =2())-
9 (1) = () = ()

. Encuentre el valor de los coeficientes pedidos:

El coeficiente de 259 en el desarrollo de (z — a)'%, con a € R.
El coeficiente de 210 en el desarrollo de (z + 2a)%°, con a € R.
El coeficiente de 23 en el desarrollo de (2 + 22 + z + 1)3.

El coeficiente de 2™ en el desarrollo de (2" —a™)", con a € R.
El coeficiente de z* en el desarrollo de (1 + 2z + 322)°.

o |0 |T|w
N N e e N

. Pruebe que los siguientes conjuntos son numerables. Senale cuél es la funcion utilizada
para probarlo en cada parte.

A={2k€Z|kel}

:{pkEZ‘szZ},dadopeZﬁjo.

={(z,0) e NxN | z € N}.

={(z,y) €EZXZ|x—y=-3}.

={a"+0" R | n,m € Z}, con a,b € R fijos.

={C, CR? ‘ C; es una circunferencia centrada en (0,0) y de radio r € N}.

GACHCICACACS

A
A
A
A
A

. Sean A, B C R conjuntos numerables. Refiérase a la cardinalidad de los siguientes
conjuntos, es decir indique si son o no numerables y por qué.

a) (Ax A)xB.
b) A+ B={z|z=a+bacA, be B}.

Indicacion: Escriba A + B como Ube g Cp, con Cy adecuado.
) AB:{:U‘x:ab,aeA, b € B}.

Indicacién: Escriba AB como |J,c 5 Cp, con Cp adecuado.
d) AnB.
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e) AUB.

Guia de Problemas

. (20 min.) Demuestre, sin usar induccién, que:

n

5N _ on
Z(1+4+42+--~+4’“—1)(Z> =
k=1

noJ ? i 8k+1
. (20 min.) Calcule, sin usar induccién: Z <k> 5
j =1 k=0

=14
n

n
+1
. (20 min.) Demuestre que Vn € N, 1—2)k= —1)* (n >l‘k
(20 min. q >oa-aft =30

. (20 min.) Calcule la suma Z k7 <Z)
k=0

a) (15 min.) Demuestre que Vn,i,k € N con k <i <n, () (2,) =) (TZL:,’:)
b) (15 min.) Use lo anterior para probar sin uso de induccién que:

| (1)) - ()=

(]

. Demuestre que:

a) {2i+1:ieN,0<i<2" ne{l,...,m}} =21
b) {ZH i eN,0<i< 2" ne{9,10}} =2%+2°
C

2TL

) {EE :ieN,0<i<2"lne{l,...,m}}=2" -1

. Pruebe que los siguientes conjuntos son numerables.

) (30 min) C = {z € [0,+00) | 3n € N\ {0}, 2" € N}.

) (20min) A={z e R |3k e€ZIiecNz=L}

) (20 min.) El conjunto de todas las rectas no verticales que pasan por el punto
(0,1) y cortan al eje OX en una coordenada racional.

(

o T |®

d) (20 min.) El conjunto de todas las rectas no verticales que no pasan por el origen
y cortan a los ejes OX y OY en coordenadas racionales.

e) (15 min.) A = {g e ‘ (GneN,g=2")A(peN,p<q)}.

f) (15 min.) E = {(a1,...,a,) € {-1,1}" | n € N,n > 2,37 | a; = 0}.

g) (15 min.) E = {z = (z1,22,23) € RXx N xN |3In € N, z1 + z2 + 23 = n}.
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Ingenieria Matematical
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

Conjuntos infinitos

8.2 Conjuntos no numerables

En la seccién anterior, estudiamos los conjuntos numerables, una serie de propiedades acerca
de ellos, y conocimos varios conjuntos numerables, como Z, N x N y Q). También hemos
estudiado los conjuntos finitos. Queda, asi, la pregunta:

Hay conjuntos infinitos no numerables? ; Cudles son?

A diferencia de lo que pasa con la unién de conjuntos, donde la unién de una familia
numerable de conjuntos numerable es un conjunto numerable, en el caso del producto esto
no se tiene. Es decir, no es cierto que el producto de una familia numerable de conjuntos
numerable sea numerable, incluso cuando los conjuntos de la familia son finitos y tienen
cardinal dos. Sea {zo,yo}, {x1,v1},-..,{Ti, yi}, ... una familia numerable de conjuntos, cada
uno de ellos de cardinal dos.

Un elemento en el producto de estos conjuntos, x;en{x;,y;}, es una tupla (ag, a1, ..., a;,...)
donde a; € {z;,y;}, para todo i € N.

Proposicién 8.16 (Producto numerable de finitos) El producto de una familia nu-
merable de conjuntos finitos de tamano dos no es numerable.

Dem. Sea {x;,y;}ien la familia de conjuntos. Procedamos por contradiccién. Supongamos
que existe una biyeccion f : N — x;en{zi, 3} y sea o/ = f(j), para todo j € N. Entonces
o’ es una tupla infinita o/ = (a},...,al,...), para todo j € N.

Usaremos esta informacién para definir un elemento ¢ € x;en{z;, y;} \ f(IN). Claramente,
esto mostrard la contradiccion.

Para que c no corresponda con o’ = f(0) bastara elegir su primera coordenada cy # a8. Esta
eleccidén es posible pues el conjunto {z,yo} tiene dos elementos. Para que ¢ no corresponda
con a! = f(1) bastara con que difiera con éste en la segunda coordenada, es decir, ¢ # af.

Podemos continuar con este proceso, definiendo ¢; de modo que ¢; # a;-, para todo j € IN.

Por la manera de construirlo, ¢ es un elemento del producto pero no corresponde a ninguno
de los elementos o’. Es decir, ¢ ¢ f(N). O
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Proposicién 8.17 (Cardinal del conjunto potencia) El cardinal del conjunto potencia
de un conjunto es mayor que el cardinal del conjunto. Es decir, si A es un conjunto, entonces

Al £ [P(A)].

Dem. Sea A un conjunto. Lo primero que podemos justificar facilmente es que existe
una funcién inyectiva entre A y P(A) que podemos elegir como f(a) = {a}, para todo
a € A. Luego, |A| < P(A).

Para ver que no puede haber una funcién biyectiva entre A y P(A) procedemos por
contradiccién, suponiendo que si existe una funcién biyectiva f entre A y P(A).

Consideramos el conjunto B ={z € A: z ¢ f(x)}, que es un subconjunto de A. Como
tal, debe ser la imagen de algin elemento de A. Es decir, existe a € A con f(a) = B.
Veamos que esto es una contradiccion.

En efecto, si a € B, entonces, por definiciéon de B, se cumple que a ¢ f(a) = B.
Ademss, si a ¢ B = f(a) entonces, nuevamente por la definicién de B, a € B. Hemos
probado de esta forma que (x € B) = (z ¢ B) y que (z ¢ B) = (v € B). Esto es
(x € B) & (x ¢ B), que sabemos es una contradiccién. Por lo tanto |A| # [P(A)]. O

Las propiedades anteriores muestran que hay conjuntos con cardinal mayor que el de N.
Por ejemplo, P(N) o el producto numerable de conjuntos de dos elementos.

En lo que resta de esta secciéon nos dedicaremos a estudiar conjuntos no numerables con el

cardinal de RR.

Del curso de Introduccién al Célculo se sabe que la funcién tan : (—7/2,7/2) — R es una
funcion biyectiva. Entonces |(—7/2,7/2)| = |R]|.

También sabemos que el cardinal de un conjunto infinito no varia si se le agrega o se le
quita un conjunto finito de elementos. Asi, para todo a,b € R, a < b, se tiene que

‘(CL?b)‘ = ‘(CL?bH = Ha’vb”

Por otra parte, la funcién lineal f(z) = (z —a)/(b— a) es una biyeccién entre [a, b] y [0, 1].
Asi,
IR = [(=7/2,7/2)| = [[=7/2,7/2]| = [0, 1]|

Veamos que es posible definir una funcién inyectiva entre el conjunto potencia de N y el
intervalo [0,1]. Esta construccién es similar a la que se suele hacer para demostrar que
|P(A)| = 2141, cuando A es finito.

Proposicién 8.18 [P(N)| < [0, 1]|

Dem. Vamos a construir una funcién inyectiva f : P(N) — [0,1]. A cada S C N asociamos
el ndmero real 0.apa; ---a;---, donde a; € {0,1} ya; =1siysélosiie S.
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Por ejemplo, si S es el conjunto finito {0, 3, 6}, entonces el niimero real asociado es 0,1001001.
Por su parte, si S es el conjunto de los nimeros pares, entonces el nimero real asociado es
0,101010---10--- = 10/99.

Para dos subconjuntos distintos Sy 7" de N, existe i € N tal que ¢ € (S\T)U (T \ 9).
Luego, f(T); # f(S): lo que muestra que f es inyectiva. De esta forma |P(N)| < |[0,1]|. O

Como sabemos que |A| < |P(A)| se concluye lo siguiente.
Corolario 8.19 |N| = |Z| = |Q| < |[0,1]| = |R|. En particular, R no es numerable.

Las preguntas inocentes pueden tener respuestas muy, pero muy, interesantes. Es natural
preguntarse si existe un conjunto X con |N| < |X| < |R|. Se sabe que esta es una pregunta
sin respuesta.

Podemos suponer que no existe un conjunto X con |N| < |X| < |R| y no hay ningu-
na contradiccién con la teoria de conjuntos generalmente aceptada, jy lo mismo ocurre si
suponemos lo contrario!. El primer supuesto se conoce como la Hipétesis del Continuo.
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— SEMANA 10:

' Ingenieria Matemética
c FACULTAD DE CIENCIAS
! FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Estructuras algebraicas

Hemos estudiado conjuntos, como operar con ellos, como establecer relaciones y asociaciones
entre sus elementos, etc. No obstante, algo que hacemos con mucha frecuencia es operar con
los elementos de un conjunto. Por ejemplo, sumar y multiplar nimeros, ya sea enteros o
reales, componer funciones, operamos con conjuntos (uniéndolos, intersectdandolos, ...), etc.
Lo siguiente que haremos es abocarnos al estudio de los conjunto dotados de una o més
operaciones, es decir, a estudiar las estructuras algebraicas. Un objetivo importante de
nuestro esfuerzo es identificar propiedades comuines a clases de estructuras algebraicas y
entender que sifnifica que dos estructuras aparentemente distintas son “mateméticamente
equivalentes”.

9.1 Definiciones generales

Nuestra primera definiciéon captura la nocién operador entre elementos de un conjunto.

Definicién 9.1 (Ley de composicién interna) Dado A un conjunto no vacio. Una
ley de composicion interna en A (l.c.i.) es una funcion

x: AxA — A
(z,y) — xxy

Ejemplo:
= +en R.

= - en Q.
» Uen P(A), donde A es un conjunto.

» La divisién no es una ley de composicién interna en 7, pues 1/3 no es un entero.

Para estudiar estas operaciones entre elementos de un conjunto, definimos:
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Definicién 9.2 (Estructura algebraica) Six es una l.c.i. (es decir, una operacion)
definida en el conjunto A, al par (A,x*) le llamaremos estructura algebraica.

Si sobre A tenemos definida una sequnda operacion A\, entonces denotamos por (A, x, /\)
la estructura algebraica que considera ambas leyes de composicion interna en A.

Notemos que conocemos ya varias estructuras algebraicas:

Ejemplo:
- (N7+7 ')7 (Z7+7'>7 (Q7+7 ) y (]R7+7 )
= ({V.F} A V).

» Para E conjunto, (P(E),U,N).

= Para A conjunto no vacio, (AA, o), donde o es la composicién de funciones.

¢

Como vemos, hay una enorme cantidad de estructuras algebraicas posibles. En este capitulo
estudiaremos propiedades que muchas de ellas comparten. Veremos que las estructuras de
distintos tipos pueden comportarse de manera muy similar. Es decir, tener propiedades muy
parecidas, cuando las llevamos a un nivel de abstraccion mayor.

Nombres especiales y propiedades basicas

Definicién 9.3 Sea (A, *) una estructura algebraica.

» Diremos que * es asoctativa si

Va,y,z € A, (xxy)xz=u1xx*(yx*z).

Sea e € A. Diremos que e es elemento neutro para * si

V€A, exx=xxe=ux.

Sie € A es el neutro para * y x € A, diremos que x tiene inverso si existe un
y € A tal que
TH*Y=Yy*xT=e€.

En tal caso, y serd un inverso de x, y viceversa.

Diremos que x es conmutativa st

Ve,y € A, zxy=1y*x.

» Un elemento a € A se dird absorbente si

V€A, zxa=axx=a.
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= Un elemento a € A se dird idempotente si a x a = a.

= Un elemento a € A es cancelable si para todo y,z € A, se tienen:
a*xy=axz=1y=z,
ykxa=z*xa=y=z.

w Si (A, %, \) es un estructura algebraica con dos operaciones, diremos que /\ dis-
tribuye con respecto a * si para todo x,y,z € A, se tienen:

Ay * z) = (xAy) x (xAz),
(y x 2)Ax = (yAz) * (zAx).

Ejemplo: En lo que se refiere a los ejemplos (N, +,-), (Z,+,-), (Q,+,:) v (R,+,-) ya
discutidos, se tiene lo siguiente:

= En todos los casos las operaciones + y - son asociativas y conmutativas y - distribuye
con respecto a +.

» 0 es el neutro de (R, +), idempotente para + y - y absorbente para (R, -).

» 1 es el neutro de (IR, -) e idempotente para -.

» Los inversos existen en (Z,+), (Q,+) y (R,4), pero no en (N,+) donde ningin
elemento, salvo el 0, tiene inverso.

» En (Q*, ) yen (R*,-) todo elemento es invertible. En (Z, -) s6lo —1 y +1 son invertibles
y en (N, -) sélo el +1 lo es.

%

Para los restantes ejemplos haga el ejercicio de dar una descripcion similar a la recién hecha.

Proposicién 9.4 Sea (A,x*) estructura algebraica. Se tiene que a € A es cancelable si y
solo si las funciones I, y D, definidas por I,(x) = a*x y Dy(x) = % a para x € A, son
mnyectivas.

Dem. Se propone como ejercicio. (|

Es importante notar que:

Proposiciéon 9.5 (Unicidad del neutro) Una estructura algebraica (A, x) posee a lo mds
un elemento neutro.

Dem. Supongamos que (A, x) posee dos neutros e, ¢’. Como e es neutro, entonces exe’ = ¢’.
A su vez, como €’ es neutro, entonces e x ¢ = e. Juntando ambas igualdades, concluimos
que e = ¢€'. O

Ejercicio: Pruebe que una estructura (A4, ) admite a lo mas un elemento absorbente. A
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Sea (A, %) una estructura algebraica. Ya sabemos que si e € A es neutro, entonces es tinico.
Supongamos ahora que un elemento x € A tiene inverso. jSerd unico este inverso? La
respuesta es no necesariamente. Observemos el siguiente ejemplo, donde A = {a, b, c,d}.

Ejemplo: Estructura sin unicidad de los inversos

d
C
a
d
a

QOU‘@*
o oo 6|
Q0 T XA

a
a
(¢}
a
C

La tabla nos indica el valor de z = x % y buscando el simbolo x en la primera columna, a
la izquierda de la barra vertical, y el simbolo y en la primera fila, sobre la barra horizontal.
Si x estd en la fila i e y estd en la columna j, z aparece en la fila ¢ y la columna j. Asi,
axb = c pues a esta en la primera fila de la primera columna, b estd en la segunda columna
de la primera fila y ¢ estd en la primera fila y en la segunda columna.

En la estructura (A, ) donde * estd dada por la tabla, tenemos que ¢ es el neutro. El
elemento a, en tanto, posee dos inversos: by d, pues axb=bxa=cyaxd=d*xa=c. {

En el ejemplo anterior, (A4, *) no es asociativa. En efecto, (a*b)xd = cxd = d # ax(bxd) =
a * a = a. Al eliminar este inconveniente se tiene la siguiente propiedad.

Proposicién 9.6 (Unicidad de inversos) Si la estructura algebraica (A, *) tiene neutro
e y x es asociativa, entonces los inversos (en el caso en que existan) son unicos.

Asi, si x € A posee inverso, lo podemos denotar sin ambigiedad como ™.

Dem. Sea x € A, y supongamos que x posee dos inversos: i y z. Demostraremos que y = z.

Como y es inverso de x, entonces x * y = y * x = e. Andlogamente, como z también es
inverso de x, entonces z x x = x x 2 = e. Asi,

y=1yx*e (e es neutro)
=y* (v*2) (r*xz=¢)
= (y*x)*2 (asociatividad)
=ex*xz (yxz=c¢e)
= z. (e es neutro)
g

Proposicién 9.7 Si (A,x) es una estructura algebraica asociativa y con neutro e € A,
entonces también cumple las siguientes propiedades:

(1) Six € A posee inverso, entonces v~ también. Mds ain, (x~1)~1 =z,
(1) Siz,y € A poseen inversos, entonces xxy también posee inverso que cumple (m*y)_l =
-1 _
Yyt xw
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(111) Six € A posee inverso, entonces x es cancelable.

Dem. Demostraremos

Sea w =y~ * 271, Queremos probar que w = (x * y)~!. Para ello, calculemos
wx(xxy) =(w*x)*y (asociatividad)
=((ytsxaHxz)xy (def. de w)
=@y tx(ztxx))xy (asociatividad)
=y txe)xy (x y 27! son inversos)
=y txy=e. (e es neutro; y e y~! son inversos)

Queda propuesto mostrar que también (z *y) *w = e. Asi, concluimos que w = (z*y)~ 1. O

La estructura (Zj, +n, )

Definimos anteriormente la relacién =,, (congruencia médulo n) en 7, denotamos su con-
junto de clases de equivalencia por Z, = Z/ =,, y vimos que Zy = {{z} : © € Z} y que
para Zn = {[0]n, [1]n,...,[n — 1]} sin > 1.

Ahora vamos a definir operaciones de suma +,, y producto -, para que (Z, +n, ) Sea una
estructura algebraica con buenas propiedades. Lo haremos como sigue: Para [x],, [y]n € Zy

[]n 40 [Yln = [z + yln y [@]n n [Yln = [T - Yln.

Sin embargo, estas definiciones podrian acarrearnos problemas. Pensemos en el siguiente
ejemplo, tomando n = 7:
[5]7 +7 [3]7 = [8]7.

Notemos que [8]; = [1]7, pues 8 =7 1. Sin embargo, como 5 =7 19 y 3 =7 38, entonces
[b)7 +7 [3]7 = [19]7 47 [38]7 = [57]7.

Si queremos que +7 quede bien definida, entonces deberia cumplirse que [57]7 = [1]7, v asi
para todas las posibles reescrituras de [5]7 y [3]7.

Afortunadamente, esto no representa un problema gracias al siguiente resultado.

Proposicion 9.8 Sean x1,x2,y1,y2 € Z tales que x1 =, T2 € y1 =y yo. Entonces

(z1+wy1) =0 (v2+y2) ¥ (21-91) = (22 92)-

Es decir, si [x1]n = [x2]n ¥ [Y1]n = [y2]n, entonces

[ml + yl]n - [.@2 + yQ]n Y [-:Ul : yl]n = [x2 : y2]n-
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Dem. Sabemos que x1 =,, ¥2 € Y1 =, y2. Entonces existen k;, k, € Z tales que 1 —x2 = k;n
e y1 — Y2 = kyn. Sumando ambas igualdades, obtenemos que

(1 +y1) — (22 +y2) = (kz + ky) - 1

y por lo tanto (z1 + y1) =, (z2 + ¥2).

Para la multiplicacién, calculamos

z1-y1 = (@2 + kgn)(y2 + kyn)
= o2 Yo + (w2ky + yoky + kpkyn) - n

y entonces (21 - y1) =, (22 - Y2). =

Asi, 4+, y - son leyes de composicién interna en Z, dadas por [z], +» [y]n = [+ yln ¥
[2]n - [Y]n = [2Y]n, para todo z,y € Z.

Notemos que (Zg, +0,0) es esencialmente lo mismo que (%, +, ) mientras que (Z1,+1,1)
es trivial pues tiene sélo un elemento 7.

Recordemos que hemos expresado x =,, y de manera equivalente como z = y mdd n.
En estos términos lo anterior nos dice que si 1 = y1 méd n y xo9 = y3 modd n, entonces
r1t+xo =y1+ys méd ny x1-xo = y1-y2 mod n. Preferiremos esta escritura para alivianar
la notacion.

Ejemplo: La estructura (Zy, +n, -n) suele ser apropiada al tratar con problemas de divisi-
bilidad.

Veamos que si a y b son enteros, con a < b, entonces para todo m € N, a™ — b™ es divisible
por a — b.

Sea n = b — a y consideremos la estructura (Z,, +n, ). Es claro que por la eleccién de n,
a =b mdbd n. Por la definicién del producto -, se tiene que a®> = b> mdéd n. Inductivamente,
para m > 2 se tiene que a™ = b mdbd n. Por la definicién de n, esto quiere decir que existe
un entero ¢ tal que a™ — b = gn = q(a — b), lo que concluye lo prometido. &
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Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

LW W W N NN DD NN DD NN DN = e e e e
NP O © 00 NSOt RE WY RO © 000t R Wy O

© e NSO W=

[0, D] < R
IR <0, 1)]
[0, D) < [N
[0, 1) = IN]
IN| < ][0, 1)]
Q| = [[0,1)]
QI < [0, 1)]
IN| = R

IN| = Q]

IN| = |Z]

. Z| < |N|

0l < N

. IN| < N x N|

. IN| =|N x N x N|

. IN| < |R|

. Dado p € N\ {1}, |Z| = |Zy|

IN| = |Q x Z|

NI <@ x 2|

. La suma en R es una ley de composicién interna.

. La suma en N es una ley de composicién interna.

. La suma en Z es una ley de composicién interna.

. La suma en 7Z \ {0} es una ley de composicién interna.

. Lasumaen {n € N ‘ n es par} es una ley de composicién interna.

. Lasuma en {n € N ’ n es impar} es una ley de composicién interna.

. La multiplicacién en R es una ley de composicién interna.

. La multiplicacién en IN es una ley de composicién interna.

. La multiplicacién en Z es una ley de composicion interna.

. La multiplicacién en @Q es una ley de composicion interna.

. La multiplicacién en @ \ {1} es una ley de composicién interna.

. Una operacién * sobre un conjunto A, es conmutativa si Va,y € A, xxy = y.
. Una operacién * sobre un conjunto A, es conmutativa si Vr,y € A, xxy =y * x.

. Una operacién * sobre un conjunto A, es asociativa si Vax,y € A, xxy =1y * x.
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33.

34.

35.

36.

37.
38.
39.
40.
41.

42.

43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.

Una operacién x sobre un conjunto A, es asociativa si Vr,y,z € A, (xxy)*xz =
Sea una operacién * sobre un conjunto A, con neutro e. x € A es invertible si dy €
A zxy=e=yxux.

Sea una operacién * sobre un conjunto A, con neutro e. x € A es absorbente si
Jye A, xxy=x=y*zx.

Sea una operacién * sobre un conjunto A, con neutro e. x € A es absorbente si
Vye A, cxy=x=1y*x.

Dada una operacion * sobre un conjunto A, z € A es idempotente si Vy € A, xxy = y.
Dada una operacién * sobre un conjunto A, z € A es idempotente si x * x = .

El neutro en una estructura algebraica es tnico.

El inverso de un elemento en una estructura algebraica es siempre nico.

El inverso de un elemento en una estructura algebraica es tnico, si la operacion es
conmutativa.

El inverso de un elemento en una estructura algebraica es tnico, si la operacion es
asociativa.

El 0 es un elemento cancelable en (N, +).
El 0 es un elemento cancelable en (IR, -).

El 0 es un elemento absorbente en (N, +).
El 0 es un elemento absorbente en (R, -).
El 1 es un elemento idempotente de (R, -).
).
).

El 1 es un elemento idempotente de (R, +
El 0 es un elemento idempotente de (R, +

Guia de Ejercicios

. Demuestre que:

a) [N x z] = N].
b) |Q x Z| = N
o) IN| <R x 7.

Indicacién: Pruebe que |R| < |R X Z|.
d) IN| <R\ (N\{0})]
Indicacién: Use la demostracién de |N| < |R|.

. Muestre que los siguientes conjuntos son numerables. Recuerde que puede probar

primero que el conjunto es infinito y luego que su cardinal es menor o igual al de uno
numerable.

a) A={(m,n) € Z* | m < n}.
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) C={zeR|3keZIiecNaz=k/3}.
) D= {2 = (x1,20,73) € Z3 ‘ x] < x9 < x3}.
) G = {circunferencias de radio y centro racional}.

&~ o T

3. Muestre que los siguientes conjuntos son no numerables. Recuerde que aqui basta
probar que el cardinal del conjunto es mayor o igual al de uno no numerable.

a) B={(n,y) €R? |o+y—1}.
b) Sear e Q\ {0}, C ={(x,y) € R? ‘ 2?4+ y% =r?}.
c) Sean a,b € Q con a < b, E = (—o00,b]NJa,o0).

4. Senale si las siguientes operaciones son o no leyes de composicién interna. Justifique
por qué.

) + en Z.

) +en Z\ {0}.

) + en N.

) -en R.

) / (divisién) en Q.

) Dado A # 0, la o (composicién de funciones) en el conjunto de las funciones de
Aen A.

g) Nen P(A), para cierto A # 0.

5. Considerando las operaciones del ejercicio anterior, en los casos que corresponda:

Estudie si la operacién es asociativa.
Estudie si la operacién es conmutativa.
Determine la existencia de neutros.

22

Determine la existencia de inversos. Dé condiciones sobre un elemento para que
posea inverso.

Determine la existencia de elementos aborbentes.

e AN

Determine la existencia de elementos idempotentes.

6. Demuestre las siguientes propiedades dejadas propuestas en la tutoria, para una es-
tructura algebraica asociativa (A, x):

a) Si x € A posee inverso, entonces ! también. Mas aun, (z71)~! = x.
b) Si x € A posee inverso, entonces es cancelable.

Guia de Problemas

1. Pruebe que los siguientes conjuntos no son numerables:

b) (15 min.) 7 = {T C R? | T es un tridngulo}.

a) (15 min.) A={z € R*|In €N, 1 + a3 + a3 =n}.
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2. (20 min.) Pruebe que el conjunto de todas las rectas no verticales que pasan por el
punto (0,1) no es numerable.
3. a) (20 min.) Sea A un conjunto no numerable y sea B C A un conjunto numerable.
Pruebe que el conjunto A \ B es no numerable.
b) (10 min.) Demuestre, usando lo anterior, que el conjunto I de los nimeros irra-
cionales es no numerable.

4. Dado un conjunto no vacio A, sea F = {f : A — A ‘ f es biyectiva}. Se define la
operacion * dada por:

Vi,geF, fxg=(fog) "

(5 min.) Pruebe que (F, %) es una estructura algebraica.

(10 min.) Estudie la asociatividad de *.

(10 min.) Estudie la conmutatividad de *.

(10 min.) Encuentre el neutro en (F, ).

(10 min.) Determine si todo elemento f € F admite un inverso para x. En caso
afirmativo, determinelo.

f) (10 min.) Encuentre los elementos idempotentes de (F, %)

o &0 |T|w
N N e N N

5. Sea (F,*) una estructura algebraica y R una relacién de equivalencia en E que satis-
face la siguiente propiedad:

Vo1, 22,41, Y2, T1RT2 AyiRys = (21 % y1)R(22 * y2).
Definimos una nueva l.c.i. ® sobre el conjunto cuociente E/R mediante:
[z]r @ [ylr = [z * ylr.

a) (15 min.) Pruebe que & esta bien definida, es decir, si [z]g = [2'|r v [ylr = [V]r.
entonces [z * y|g = [/ * ¢/|%.

b) (10 min.) Suponiendo que (E,*) posee un neutro e, encuentre el neutro de
(E/R,®).

c) (15 min.) Dado un elemento z € E que posee inverso en (F,*), determine el
inverso de [z]g € E/R en (E/R,®).
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Estructuras algebraicas

9.2 Homomorfismos

Hemos visto que las operaciones +,, y -, en Z,, quedan definidas en términos de las opera-
ciones 4+ y - en Z. Por esta razoén, es facil conocer otras propiedades de estas estructuras
haciendo uso de propiedades de Z.

Por ejemplo, la asociatividad y la conmutatividad de (Z, +) son heredadas por (Zy, +n), y
lo mismo pasa con la relacién entre (7Z,-) y (Zn, ). También es cierto que la distributividad
de - con respecto a + en Z se transfiere a la propiedad andloga en Z, con +, y .

Ademis, sabiendo que 0 en neutro de (Z,+) y que 1 es neutro de (7, -) se deduce directa-
mente que el neutro de (Zy, +r) es [0], y que el neutro de (Zy,, -n) es [1]n.

Todo lo anterior proviene del hecho que la funcién f : Z — 7, definida por f(z) = [z],

cumple que f(z +y) = f(@) +n f(y) ¥ f(@ - y) = F(2) n f(y), para todo z,y € Z. Esto
motiva la siguiente definicién.

Definicién 9.9 (Homomorfismos de estructuras) Para dos estructuras (A, %),
(B,A) una funcion f: A — B es un homomorfismo de (A,*) en (B,/) si

Vo,y € A, f(zxy) = f(z)Af(y).

Cuando f es inyectiva, se llama un monomorfismo, cuando f es epiyectiva se llama
un epitmorfismo y cuando f es biyectiva se llama un isomorfismo. En este ultimo
caso decimos que f es un isomorfismo entre (A,x) y (B, ).

Cuando (A,*) = (B, /), los homomorfismos se llaman endomorfismos y, si son bi-
yectivos, se llaman automorfismos. En estos casos decimos que f es un endomorfismo
o automorfismo en (A, x).

Ejemplo:

» El primer ejemplo es, por supuesto, f : Z — 7Z, dada por f(z) = [z],, que es un
epimorfismo de (Z,+) en (Zn,+n), asi como un epimorfismo de (Z,-) en (Zn, n).
Sin embargo, para n > 1, no es un isomorfismo en ninguno de los casos, pues no es
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inyectiva: f(0) = f(n) = [0],. Por su parte, para n = 0, f es un isomorfismo entre
(Z,+) y (Zo, +0), y entre (Z,-) y (Zo, 0)-

» La funcién f : Z — 7 dada por f(x) = 22, es un endomorfismo de (Z,-) y no es un
automorfismo pues 12 = (—1)? lo que nos dice que no es inyectiva.

» Por su parte, la funcién lineal f: R — R dada por f(z) = 2z es un automorfismo en
(R, +), pero no en (R, -) pues f(4) = 8 # f(2)? = 16.
» También, la funcién 2% es un isomorfismo entre (R, +) y ((0,00),-).

= Recordando las Leyes de Morgan tanto para las operaciones logicas como para las
operaciones de conjuntos, podemos ver que la funcién negacién definida en {V, F'} es
un isomorfismo entre ({V, F'},A) y ({V, F}, V). Por su parte, la funcién complemento
definida en P(A) es un isomorfismo entre (P(A4),U) y (P(A),N).

¢

Proposicién 9.10 Si f : A — B un epimorfismo entre (A,*) y (B, ), entonces se tienen
las siguientes propiedades:

(1) Si (A,x) es asociativa, entonces (B,/\) también lo es.
(1) Si (A, *) es conmutativa, entonces (B, A) también lo es.
(i) Si e es neutro de (A, x), entonces f(e) es neutro de (B, ).
(1v) Sia € A tiene inverso b para (A, *), entonces f(a) tiene inverso f(b) para (B, /).

Dem. Verifiquemos que se tiene Para u,v,w € B existen a,b,c € A tales que f(a) =
u, f(b) = v, f(c) = w. Entonces,

(ubv)Aw = (f(a)AF0))Af(e) = flaxb)Af(c) = f((axb)*c)

ul(vAw) = f(a)A(f(D)Af() = f(a)Af(bxc) = flax (bxc)).

Por ser (A, *) asociativa se tiene que (a x b) * ¢ = a * (b * ¢). Entonces (B, A) también es
asociativa.

Dejamos la parte como ejercicio y damos una demostracion de la parte Sea e neutro
de (A, *). Entonces,

ulf(e) = fa)Af(e) = flaxe) = fla) =u=flexa) = fle)Af(a) = fe)Au,
lo que muestra que f(e) es neutro de (B, A).

Para la parte como ya sabemos que f(e) es neutro de (B, A), es suficiente demostrar
que f(a)Af(b) = f(e) y f(0)Af(a) = f(e).

Esto se cumple pues f(a)Af(b) = f(axb)y f(D)Af(a) = f(b*xa). Si b es el inverso de a en
(A, %), entonces a * b = bx*a = e. De esta forma, f(a)Af(b) = f(b)Af(a) = f(e). O

Ejemplo: Sean (Z,-) los enteros con el producto usual, y (Z x Z,®), con ® dado por
(a,b) ® (¢,d) = (ac,bd). Entonces, (1,1) es neutro de (Z x 7Z,®).

149



Sea f : Z — 7Z x Z dada por f(a) = (a,0). Entonces f es un homomorfismo de (Z,-) en
(Z x Z,®). Sin embargo, f(1) = (1,0) # (1,1). Es decir, la proposicién anterior no es cierta
si f no es un epimorfismo, lo que se refleja en este ejemplo en (1,1) ¢ f(Z).

Notemos que f(1) = (1,0) si es neutro de la estructura (7Z x {0}, ®) pues f : Z — Z x {0}
es un isomorfismo, en particular, un epimorfismo. &

Veremos a continuacién que las partes |(I11)| y de la Proposicién son vélidas, a

condicién que el neutro de (B, A) esté en la imagen de f.

Proposicién 9.11 Sea f un homomorfismo, no necesariamente epiyectivo, de (A,*) en
(B, ), con neutros e4 y ep, respectivamente.

(1) Siepg € f(A), entonces eg = f(ea).

(1) Siep € f(A) ya € A tiene inverso b para (A,*), entonces f(a) tiene inverso f(b)
para (B, ).

Dem. Sea u € A tal que f(u) = ep. Entonces, eg = f(u) = f(uxeys) = f(u)Af(es) =
ep/Af(eys). Por lo tanto, ep = f(eq).

Si a € A tiene inverso b para (A,x*), entonces f(es) = f(axb) = f(a)Af(b) y f(ea) =

fbxa) = f(b)Af(a). Como ep € f(A), por la parte f(ea) = ep, lo que permite
concluir. 0

Para finalizar esta seccion, estudiemos que se obtiene al componer dos homomorfismos.

Proposicién 9.12 Si f : A — B un homomorfismo de (A,x) en (B,A) yg: B — C un
homomorfismo de (B, ) en (C,e), entonces la composicion de f con g, go f: A— C, es
un homomorfismo de (A, *) en (C,e).

Dem. Supongamos que z,y € A. Usando que f es homomorfismo se tiene que f(z *y) =
f(z)Af(y). Ahora, como f(z), f(y) € B, usando que g es homomorfismo, se obtiene que
9(f(@)Af(y)) = g(f(x)) ® g(f(y)). Conlo que (go f)(z*y) = (g0 f)(x)e (g0 f)(y). Es

decir, g o f es homomorfismo. O

Estructuras isomorfas

Hemos definido un isomorfismo entre estructuras algebraicas (4,x*) y (B,/A) como una
funcién biyectiva f : A — B que cumple Vz,y € A, f(z xy) = f(x)Af(y). Esta nocién
corresponde a un refinamiento de la nocién de cardinalidad; no sélo pide que A y B tengan
el mismo cardinal —lo que corresponde a la condicién en f de ser una biyeccion— sino que
también dice que los elementos de A se comportan respecto de la operacion * de la misma,
forma que lo hacen sus elementos asociados por f en B, respecto de la operacién A.

Definicién 9.13 (Estructuras isomorfas) Dos estructuras (A,*) y (B, ) son iso-
morfas, denotado (A,*) = (B, ), si existe una funcion f : A — B que es un isomor-

fismo entre (A,x) y (B, ).
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Ejemplo: De los ejemplos discutidos en las secciones precedentes, podemos deducir lo
siguiente.

» (R,4) v ((0,00), ) son isomorfas.

{V,F},N)y ({V, F},V) son isomorfas.
» (P(E),U)y (P(E),N) son isomorfas.

(Zo,+0,0) y (Z,+,-) son isomorfas.

%

Proposicién 9.14 Si f : A — B es un isomorfismo entre (A,x) y (B, ), entonces f~! :
B — A es isomorfismo entre (B, A) y (A, ).

Dem. Como f es biyectiva, f~! también lo es, por lo que sélo hay que mostrar que es un
homomorfismo. Sean u,v € By sean z,y € A con f(x) =uy f(y) = v. Entonces,

FHubw) = @) Af (W) = [T (flaxy)) =axy = FH(u)« f7H(v).

Teorema 9.15 La relacion = entre estructuras algebraicas es relacion de equivalencia.

Dem. Es claro que toda estructura es isomorfa a si misma pues la funcién identidad es un
isomorfismo. Luego, = es refleja.

Si f: A — B es isomorfismo entre (4,*) y (B,A), entonces f~!: B — A es isomorfismo
de (B,A) y (A, x). Luego, & es simétrica.

Sea f: A — B isomorfismo de (A4,%) y (B,A), y g : B — C un isomorfismo entre (B, A)
y (C,e). Como g o f es composicién de funciones biyectivas, entonces ella misma lo es.
Como g o f es composicion de homomorfismos, también es homomorfismo. Sigue que = es
transitiva.

Concluimos que = es relacion de equivalencia. ]

9.3 Construcciones de estructuras algebraicas

Estructura en conjuntos de funciones

Consideremos el conjunto de las funciones B4 = {f : A — B, f funcién}, donde A y B son
conjuntos no vacios. Si (B, *) es una estructura, entonces podemos definir una operacion,
que seguiremos anotando #, en B4, de modo que (BA7 %) es una estructura.

Dada dos funciones f,g € B4 definimos f * ¢ como la funcién que, evaluada en a € A,
toma el valor f(a) * g(a). Como f(a) * g(a) € B, la funcién f x g € B4 por lo que (B4, %)

151



es una estructura. Notemos que esta es la forma usual de sumar y multiplicar las funciones
conocidas, por ejemplo, las funciones en RE.

Lo interesante de esta construccién es que la estructura (BA, ) hereda propiedades de la
estructura (B, x). El siguiente resultado precisa alguna de estas propiedades (la demostracién
queda como ejercicio), otras seran discutidas mas adelante.

Proposiciéon 9.16

(1) Si (B,*) es asociativa, entonces (B4, ) también lo es.
(i1) Si (B, *) es conmutativa, entonces (B4, %) también lo es.
)

(1) Si (B, *) tiene neutro e, entonces f € B4 dado por f(x) = e, para todo x € B, es
neutro de (B4, %).

Estructura en productos cartesianos

Consideremos ahora el producto cartesiano A; x As de dos conjuntos no vacios Ay y As.
Si (A1,%1) y (A2, *9) son estructuras, entonces definimos la operaciéon ® en A; x Ay como

sigue. Para (a1, a2), (b1,b2) € A1 X As,

(a1,a2) ® (b1, b2) = (ay *1 b1, az *2 ba).

Con esta operacion (A; X A2, ®) es una estructura que llamaremos el producto cartesiano
de las estructuras. Al igual que lo hecho antes, el producto cartesiano de dos estructuras
hereda propiedades de las partes.

Proposiciéon 9.17

(1) Si (A;,*;) es asociativa para i = 1,2, entonces (A1 x A2, ®) también lo es.
(11) Si (A;,*;) es conmutativa para i = 1,2, entonces (A1 x Az, ®) también lo es.
(111) Sie; es neutro para (A;, x;) para i = 1,2, entonces (e1,e2) es neutro de (A1 X A2, ®).

(1tv) Si a; tiene inverso b; en (A;,*;) para i = 1,2, entonces (a1, a2) tiene inverso (by,bs)
en (A] X A2, ®).

9.4 Grupos

Un grupo es un caso particular de estructura algebraica. Veremos que esta nocién rescata
ampliamente las propiedades de estructuras tales como (Z,+), (Q,+) y (R, +).

Dedicaremos una seccién especial a grupos, debido a que las particularidades que poseen
nos permiten conocer muy bien sus propiedades, que son bastantes.
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Definicién 9.18 (Grupo) Sea (G,*) una estructura algebraica. Diremos que (G, *) es

= grupo, si* es asociativa, admite neutro en G y todo elemento x € G posee inverso
-1
xeG.

= grupo abeliano si es un grupo y x es conmutativa.

A modo de ejemplo, notemos que (IR, -) no es un grupo pues 0 no posee inverso. Sin embargo,
(R\ {0},") si es un grupo.
Si (G, %) es un grupo, entonces cumple (por Proposicién las siguientes propiedades:
= El inverso de cada elemento es inico
s VzeG, (z7)=u.
2 Vr,y €G, (zxy) L=y txal
= Todo elemento x € G es cancelable.

Las siguientes propiedades se agregan a las recién mencionadas:

Proposicién 9.19 Dado (G,x*) grupo, entonces:

(1) Para todo a,b € G, las siguientes ecuaciones tienen solucidn unica:

axx1=2>

Toxa=2>

Ellas son 1 =a 1 xb Y To = bxat

(11) Para todo a € G, las funciones I, y Dg, dadas por I,(x) = axx y Dyo(z) = x*a, para
todo x € G, son biyecciones.
(111) El dnico elemento idempotente de G es su neutro.
(v) Si (K,A) es una estructura y f : G — K es homomorfismo, entonces (f(G),A\) es
un grupo.
(V) Sea (K,A). Un homomorfismo f: G — K de (G,*) en (K,/A) es un monomorfismo,
es decir es inyectivo, si y solo si f~({ex}) = {ec}
Dem.

(1) Consideremos solo el caso de la primera ecuacién. Sean a,b € G. Como G es grupo,
tiene neutro, digamos e, y a posee inverso a~'. Luego,

atx(axz)=alxb & (atxa)xzy =atxb (asociatividad.)
& exxzy=a txb (definici6én de inverso.)
& xp=a ' *b. (definicién de neutro.)

1

Y esta iltima expresién es Unica, pues a~ - es Unico.
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(11) La demostracién se propone como ejercicio.
(11) Si @ es un elemento idempotente, satisface: a * a = a.

Pero esto es precisamente una ecuaciéon como la de la parte anterior (con b = ay a
nuestra incégnita). Luego, sabemos que la solucién es tinica y esa =a ! *a = e.

(rv) Por Proposicién un homomorfismo de G en K hace que (f(G),A) herede la
asociatividad de G, que f(e) sea el neutro de (f(G),A) y que todo elemento f(x)
tenga inverso pues f(z)~! = f(z71) € f(G).

(V) Supongamos que f es inyectivo, es decir, si z,y € Gy f(x) = f(y), entonces = = y.
Siz e f~({ex}), entonces ex = f(z). Como f es homomorfismo, de la parte |(1)| de

la Proposicién tenemos que f(r) = ex = fleg) v {ec} € f~*({ex}). Como f
es inyectivo, r = eg. Con esto, f~1({ex}) = {eg}

Reciprocamente, supongamos que f~1({ex}) = {eg} vy sean z,y € G tales que f(x) =
f(y). Como G es grupo, sabemos que x e y tienen inversos y de la parte de la
Proposicién sabemos que f(z)™' = f(z7!) y que f(y)~' = f(y~'). Entonces,
como f es homomorfismo, e = f(2)Af(y)™' = f(x xy~!). Asi, xxy~! = eq vy, por
lo tanto, x = y.

O
Ejemplo:

w (Zp,+n) es grupo abeliano. Esto es directo del hecho que (Z,+) es grupo abeliano
y que la funcién f : Z — Z, dada por f(z) = [z], es un epimorfismo de (Z,+) en
(Z,, +n) pues, de la Proposicién [9.19| parte [(111), sabemos que (f(Z), +n) = (Zin, +n)
es un grupo.

w (Zn,n) es estrucutra algebraica donde -, es asociativa, conmutativa y admite neutro.
Al igual que antes, esto es directo del hecho que en (Z, -) el producto - es asociativo y
admite neutro y que la funcién f : Z — Z, dada por f(z) = [z], es un epimorfismo
de (Z,-) en (Zn, n).

= Diferencia simétrica en el conjunto potencia. Sea A un conjunto no vacio. Veamos que
(P(A),A) es un grupo abeliano, donde A denota la diferencia simétrica que como se
recordard es tal que

XAY = (X \Y)U (Y \X)=(XUY)\ (XNY)

En efecto, es claro que A es una ley de composicién interna en P(A). De nuestro
estudio de teoria de conjuntos, sabemos que A es asociativa y conmutativa.

Si X C A, entonces XA = (X UD)\ (XNP)=X\0=X. Concluimos asi que () es
el neutro de A.

Ademds, como XAX = (X \ X)U (X \X)=0U0 =0, sigue que todo X € P(A) es
invertible, y que X! = X (es decir, cada elemento es su propio inverso).

» (R?,®) es grupo abeliano. Consideremos la operacién en R?\ {(0,0)} dada por (a,b)®
(¢,d) = (ac — bd,ad + be).
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Se tiene que (R%\{(0,0)}, ®) es un grupo abeliano. La asociatividad y conmutatividad
pueden verificarse como un ejercicio rutinario. Por su parte, es claro que (1,0) es el
neutro (;jsi?).

Lo mas delicado es mostrar la existencia de los inversos.

Para buscar el inverso de (a,b) debemos resolver el sistema de ecuaciones ac — bd = 1
y ad + bc = 0 que proviene de la igualdad

(a,b) ® (¢,d) = (ac — bd, ad + be) = (1,0).

Usando cualquiera método conocido, se puede demostrar que la solucion del sistema
es (c,d) = (a/(a® + b*),—b/(a? + b?)). Por ejemplo, si multiplicamos ac — bd = 1 por
a, ad + bc = 0 por b y las sumamos se obtiene que (a? + b?)c = a. Andlogamente,
si multiplicamos ac — bd = 1 por b, ad 4+ bc = 0 por a y las restamos se obtiene que
—(a® +b?)d = b. De esta forma se concluye lo anunciado.

» Sea A el intervalo [0,a) para algin nimero real a > 0. Definimos en A la operacién
Foporrzto,y=x+ysiz+y<ayx+y—asizr+y>a,paratodo z,y € A, donde
+ es la suma en R.

Estad bien definida pues = 4+, y € [0,a) para todo z,y € [0,a). En efecto, esto es
inmediato cuando =z + y < a. Como = + y < 2a, cuando x + y > a también se tiene
quezr+y—a<ayzr+y—a>0.

Dejamos como ejercicio demostrar que (A, +,) es asociativa y conmutativa.

Vemos que 0 es el neutro en (A, +,) pues, comoz+0=z<a,x+,0=2+0 = z,
para todo x € A.

Finalmente, el inverso de x es a—x pues z+(a—x) = a > a por lo tanto x+, (a—z) =
a—a=0.

Concluimos que ([0, a), +4) es un grupo abeliano.

¢

Hemos visto dos formas de construir estructuras usando estructuras dadas. Las siguientes
propiedades muestran que bajo ciertas condiciones la nueva estructura hereda la estructura
de grupo de las estructuras originales. Las demostraciones se proponen como ejercicio.

Proposicién 9.20 Si (G,*) es grupo y A # 0, entonces (G4, %) es un grupo. Si ademds
(G, %) es grupo abeliano, entonces (G4, %) también lo es.

Proposicién 9.21 Si (G1,*1) y (Ga,*2) son grupos, entonces (G1 x Ga,®) es un grupo.
En el caso que (G1,*1) y (Ga,*2) sean grupos abelianos, se tiene que (G1 X Ga,®) también
lo es.
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Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

e e e e o
S O R O =

17.
18.

19.

20.
21.
22.

23.
24.
25.
26.
27.
28.

© e N o U W

. En un grupo abeliano (G, *), el inverso de z * y es 71  y~ 1.

En un grupo (G, *), * es conmutativa.

En un grupo (G, %), * es asociativa.

Q Q0@

(G, %)
(G, %)

En un grupo (G, *) pueden haber elementos que no admiten inverso.
(G, %)

En un grupo (G, %) el neutro es el inico elemento que no admite inverso.
La estructura (R, ), es un grupo.

La estructura (R \ {1},), es un grupo.

La estructura (R \ {0}, ), es un grupo.

En un grupo pueden existir elementos con dos inversos.

En un grupo no existen elementos cancelables.

En un grupo hay elementos cancelables.

. El neutro de un grupo es el tnico elemento con mas de un inverso.

1

. En un grupo (G, ), el inverso de 27!y es y~! * .

. En un grupo (G, %), el inverso de 7 %y es y * x.

1

. En un grupo (G, *), con a,b € G, la ecuacién a * x = b siempre tiene solucién.

. En un grupo (G, %), con a,b € G, la ecuacién a x x = b siempre tiene méds de una

solucién.
En un grupo (G, *), con a,b € G, la ecuacién x * a = b tiene como solucién a a~! * b.

En un grupo abeliano (G, %), con a,b € G, la ecuacién z *x a = b tiene como solucién
-1
aa - xb.

En un grupo abeliano (G, %), con a,b € G, las ecuaciones x x a = by a * x = b tienen
la misma solucién.

Dado un grupo (G, *) y a € G idempotente, el conjunto {a,a*a} tiene dos elementos.
Dado un grupo (G, *) y a € G idempotente, el conjunto {a,a * a} tiene un elemento.
Dado un grupo (G, %), de neutro e y a € GG idempotente, el conjunto {a,ax*a} es igual
a {e}.

Dado n > 2, (Zy,+») es un grupo.

Dado n > 2, (Z, \ {[0]»}, +») es un grupo.

Un homomorfismo entre estructuras se dice isohomomorfismo si es inyectivo.

(R, ) = (R,+).

(R, ) = (R, +).

Un homomorfismo f de (A,x*) en (B, A) satisface que (Vx,y € A, f(x)Af(y) = f(z *
y))-
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29.

30.

31.

32.

Dado un homomorfismo entre dos grupos (A, *) y (B, /), la preimagen del neutro de
B contiene al neutro de A.

Existen homomorfismos no epiyectivos entre dos grupos (A4, *) y (B,A) tales que la
preimagen del neutro de B es vacia.

Dado un homomorfismo epiyectivo f, entre los grupos (A, ) y (B, /A), se tiene que
paraz € A, (f(z71))"! = f(z).

Dado un homomorfismo epiyectivo f, entre los grupos (A, x) y (B, A), se tiene que
para todo = € A, (f(z~1))~! = f(e), con e neutro de A.

Guia de Ejercicios

. Senale cuéles de las siguientes estructuras algebraicas no son grupos. Explique por

qué:

2) (R,+)

b) (R,

c) Dado A # 0, (P(A),U)
d) Dado A # 0, (P(A),N)
D (10}

. En la demostracién de que (Z,, +n), para n > 2 es grupo, falto demostrar la existencia

de inversos. Pruebelo, es decir, verifique que cualquier x € Z,, v admite un inverso
para +.

Guia de Problemas

. (20 min.) Sea (G, %) un grupo que satisface la propiedad a*a = e (el neutro del grupo)

en cada a € (G, es decir, el inverso de cada elemento del grupo es el mismo elemento.
Pruebe que G es un grupo Abeliano. (Indicacién: calcule (a % b) * (b * a)).

(20 min.) Sea (G,#) un grupo tal que G = {e,a,b} con e neutro en G. Pruebe que
a~l=b.

. Sea (G x H,®) el producto cartesiano de los grupos (G, *) y (H, o) con neutros eg y

ey, respectivamente.

a) (20 min.) Demuestre que las funciones ¢ y v definidas por

p:GxH —G Yv:GxH — H
(9.h) — (g, ) =g 7 (9:h) — ¥((g,h)) = h

son epimorfismos.
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b) (20 min.) Considere G = H, * = o, y la funcién f : G x G — G definida por

f((a,0)) = (axb)~"

Pruebe que f es homomorfismos entre (G x G,®) y (G, *) si y sélo si el grupo
(G, *) es abeliano.

4. (30 min.) Sea (G,*) un grupo. Demuestre que la funcién f : G — G, dada por
f(x) = 271, es un automorfismo de (G, *) si y sélo si (G, *) es un grupo abeliano.
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— SEMANA 12:

Ingenieria Matematica
c FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Estructuras Algebraicas

Subgrupos y Teorema de Lagrange

A menudo, cuando trabajamos en alguna estructura algebraica, por ejemplo en un grupo,
identificamos subestructuras que son de interés. Para no tener que rehacer el estudio de pro-
piedades que ya hemos comprobado en la estructura original, es ttil establecer condiciones
bajo las cuales la subestructura hereda propiedades de la estructura de partida. También
interesa determinar caracteristicas de las subestructuras que puedan existir. A continuacién
abordamos estas preguntas para el caso en que la estructura algebraica de partida es un
grupo.

Definicién 9.22 (Subgrupo) Sea (G, *) un grupo, y sea H C G, H # (). Diremos que
H es subgrupo de G si (H,x) también es grupo.

Si consideramos el grupo (R, +), entonces un posible subgrupo es (Q, +). También tenemos
a ({—1,1},) como subgrupo de (R \ {0}, ).

Todo grupo (G, %) tiene dos subgrupos que llamaremos triviales:

(G%) v ({e},%)

donde e es el neutro de (G, x).

Proposicién 9.23 Sea (G, *) un grupo, y (H,*) un subgrupo de él. Un par de propiedades
basicas que resultan de ver los elementos de H como elementos de G:

(1) Siee G es el neutro de G y ey € H es el neutro de H, entonces e = ep.

(1) Ademds, sea x € H. Six=' € G es el inverso de x en (G,*) y T € H es el inverso de
x en (H,*), entonces v~ = 7.

Dem. Sélo demostraremos la primera La otra propiedad queda propuesta como ejercicio.

Sabemos, de la parte de la Proposicién que en un grupo el dnico elemento idem-
potente es el neutro. Como ey es idempotente: ey * ey = eq, se concluye que eg = e.
O
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En principio, si uno quisiera demostrar que un conjunto H C G, H # (), forma un subgrupo
de (G, %), tendria que demostrar que (H,*) cumple todas las propiedades de la definicién
de grupo, ademds de mostrar (el cual es el punto de partida) que

Ve,ye H, txy € H.

A esta propiedad se le conoce como cerradura, y es lo que nos permite decir que * es una
ley de composicién interna también en H.

La siguiente es una forma compacta para determinar si (H, ) es subgrupo de (G, ).

Teorema 9.24 (Caracterizacién de subgrupos) Sea H # (). Entonces

(H, %) es subgrupo de (G, ) <= Vr,y € H, zxy ' € H.

Dem. La implicancia = se verifica directamente. Sin embargo, la propiedad fuerte es la
implicancia <. Para demostrarla, supongamos que Vz,y € H, xz*xy~' € H. Debemos probar
que (H,*) es grupo.

Notemos que la asociatividad se hereda autométicamente del hecho que (G, *) sea grupo.
Nos basta entonces probar que:

» (H,x*) es una estructura algebraica (cerradura de * en H).

» (H,x) admite un neutro (que por las propiedades anteriores, sabemos debe ser el
neutro de G).

s Todo elemento en H tiene inverso en H.
Probaremos estas afirmaciones en un orden distinto:

» Veamos primero que, si e € G es el neutro de (G, ), entonces e € H. Con esto e serd
el neutro de H.

En efecto, como H # (), tomando h € H, por hipdtesis se tiene que
hxh™'=ec H.

= Ahora probemos que dado h € H, éste admite un inverso en H.

Sabemos que h~! es inverso de h, pero s6lo para (G, *). O sea, no sabemos si pertenece
a H.

Pero usando la hipétesis con z = e e y = h, tenemos que:

exh™eH < h™'eH.

» Finalmente, probamos la cerradura de * en H.

Dados x,y € H. Por lo que establecimos recién, y~! € H. Asi que aplicando la
hip6tesis para x e y~!, tenemos que:

zx(y ) 'eH & zxyecH.
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Concluimos de esta manera que (H,*) es subgrupo de (G, ). O
Ejemplo: Subgrupos de (Z, +)

Sea S C 7Z y veamos que debe ocurrir con S para que sea subgrupo de (7Z,+). Primero
0 € S. Supongamos que 1 € S. Entonces, 2 =1+1, 3 =2+ 1, etc. deben estar en S pues S
debe ser cerrado para +. También, —1 € S y por lo tanto, —2, —3, ... deben estar en S. Asi,
informalmente, vemos que, si 1 € S y S es un subgrupo de Z, entonces S = Z. Notemos
que lo mismo va a ocurrir si —1 € S.

Supongamos ahora que ni 1 ni —1 estan en S y que 2 € S. Entonces, 0,2,4,6,8,... deben
estar y también —2, —4, —6,.... Entonces S contiene a todos los pares. ;Puede tener a un
impar? No. Si lo tuviese, digamos 11 € S, entonces, 11 — 10 =1 € S lo que es contrario a
nuestro supuesto. Asi, si 2k+1 € S entonces como 2k € S se tendria que 1 € S. Concluimos
asi que un subgrupo de Z que no tiene a 1 ni —1 y si tiene a 2 debe ser el conjunto de
numeros pares.

Queda como ejercicio decir cémo debe ser un subgrupo S de (Z, +) cuyo elemento positivo
mas pequeno es k. %

Proposicién 9.25 Sea (G, x) grupo, (K,/\) una estructura algebraica y f : G — K un
homomorfismo. Si H es subgrupo de (G, %), entonces f(H) es un subgrupo de (f(G), ).

Dem. Usando la caracterizacién de subgrupos recién vista, bastard con demostrar que para
z,y € H, fx)Af(y)~" € f(H).

De la definicién de homomorfismo se tiene que f(z*y~1) = f(z)Af(y~1). De la Proposicién

parte sabemos que f(y~!) = f(y)~!. Por lo tanto,
flaxy™) = fl@)Afy™h) = f@)Df(y) "

Usando la caracterizacién de subgrupo para H, se tiene que z x y~' € H. Asi, f(zxy~!) €
f(H). Ahora, usando la caracterizacién de subgrupos para f(H) concluimos que f(H) es
un subgrupo de (f(G), A). O

Definicién 9.26 (Traslaciones de un subgrupo (por la izquierda)) Sea H sub-
grupo de (G, *). Una traslacién por la izquierda de H en a € G, es el conjunto ax H
definido por

axH ={axh:heH}.

Una propiedad interesante de las traslaciones de un subgrupo H es que si dos de ellas tienen
un elemento comun, entonces deben ser iguales. Mds ain, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 9.27 Sea H un subgrupo de (G, *). Entonces, el conjunto de las traslaciones
de H particiona G. Ademds, el cardinal de cada traslacion coincide con el cardinal de H.
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Dem. Como e € H para todo subgrupo de G, siempre es cierto que a = axe € a * H. Asi,
todo elemento de G pertenece a alguna traslaciéon de H. Es decir, {a* H : a € G} cubre G.

Veamos ahora que si a,b € G son tales que (ax H) N (bx H) # (), entonces a « H = b* H.
En efecto, » € (a* H) N (b H) implica que existen h, k € H tales que x = a*h = b*k, por
lo que a = bk + h~!. Sigue que cualquiera sea h € H,

a*ﬁ:b*k*h_l*ﬁeb*l—[
H
€

donde la 1ltima inclusién es por definicién de b x H.

De esta forma, por definicién de a * H, hemos probado que a x H C b* H. Un argumento
simétrico permite mostrar que b * H C a x H y obtener la conclusién a « H = bx* H.

De esta forma, concluimos que el conjunto de las traslaciones de H particiona G.

Para la segunda afirmacién probemos que la funcién f, : H — a* H dada por f,(z) = ax*xz
es una biyeccién. Claramente es epiyectiva. Si a * x = a * y entonces, como los elementos
de un grupo son cancelables, se tiene que x = y. Es decir, f, es inyectiva. Por lo tanto,
|H| = |ax H|. O

Sea (G, *) un grupo. Diremos que es un grupo finito si G es un conjunto finito. A |G| se le
llama orden del grupo. Por ejemplo, Z3 es un grupo finito de orden 3.

Teorema 9.28 (Teorema de Lagrange) Si (H,*) es subgrupo del grupo finito (G, %),
entonces |H| divide a |G].

Dem. Hemos probado que las traslaciones por la izquierda de H conforman una particiéon de
G, donde cada parte tiene cardinal igual a H. Entonces, como G es finito, hay una cantidad
finita de traslaciones. Sean éstas a1 x H, ..., as * H. Por lo antes dicho,

G=a1*HUay+*HU---Uasx H.

También sabemos que el cardinal de una unién finita de conjuntos disjuntos es la suma de
los cardinales de cada conjunto. Entonces

S S

Gl =) laixH| =) |H|=s|H|

i=1 i=1
De donde se concluye el resultado. O
Ejemplo: Subgrupos de (Z,, +p)

Por el Teorema de Lagrange, el grupo (Zs, +3) s6lo puede tener subgrupos de orden 1 o 3:
Si (H,+3) es un subgrupo de orden 1, entonces debe tenerse que H = {[0]3} v, si (H,+3) es
un subgrupo de orden 3, entonces necesariamente H = 73 (ejercicio para el lector). Es decir,
los unicos subgrupos que tiene (Zs, +3) son los triviales. El mismo razonamiento muestra
que este resultado es también valido para todo (Z,,+,), con p primo. &
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9.5 Anillos y cuerpos

Comenzamos ahora el estudio de estructuras algebraicas que tengan definidas dos opera-
ciones, y las clasificaremos en anillos y en cuerpos. El mejor ejemplo que conocemos de un
anillo es (Z, +,-), y de un cuerpo es (R, +,-). Sin embargo, hay muchas més posibilidades.
Culminaremos este capitulo mostrando que (Z,, +, -n) €s cuerpo si n cumple una condicién
especial.

Definicién 9.29 (Anillo) Una estructura (A,+,-) se llamard anillo si:
» (A, +) es grupo abeliano cuyo neutro se denota por 0.
= - es asociativa.
» existe un elemento neutro en A\ {0} para - que se denota 1.

= - distribuye con respecto a +.

Si - es conmutativa, entonces (A,+,-) se llamard anillo conmutativo.

Observacion (Importante): Hay varios textos matematicos, en especial mas especializa-
dos, en lo cuales no se pide como parte de la definiciéon de anillos que estos tengan elemento
neutro para - (en cuyo caso, anillos como el que hemos definido se denominan anillos con
unidad). De hecho, la exigencia de contar con neutro multiplicativo tampoco era parte de
la definicién de anillo en las versiones de este apunte anteriores a la del 2019. Los ejemplos
mas comunes de anillos asi como casi todos los casos de anillos que se discuten en los cursos
siguientes admiten neutro multiplicativo y es por ello que en adelante optamos por trabajar
con la definicién de anillo dada.

Algunos textos tampoco exigen que el neutro multiplicativo 1 (en caso de existir) tenga que
ser distinto del neutro aditivo 0. Como hay esencialmente un tnico anillo (y que consta de
un unico elemento) en que ambos neutros coinciden, nosotros excluiremos esta rareza de
nuestra definicién de anillos. 0

Convencién: Cuando se trabaja con con una estructura de anillo (4, +, ),

» Al neutro de (A4, +) lo denotaremos 0, y para todo x € A, a su inverso para la
operacion +, que es Unico pues + es asociativa, se le denotard —x, y se le llamara
opuesto o inverso aditivo.

= Six € A posee inverso para la operacion -, entonces éste es tinico pues la operacién

es asociativa y se denotard por L.

Ejemplo:

s (Z,+,-) es un anillo conmutativo.
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# (Zn,+n,n) es anillo para n > 2. Sea n > 2. Recordemos que (Z,,+,) es un grupo
abeliano y que (Zy, ) es una estructura algebraica donde -, es asociativa y admite
neutro.

Nuevamente, el epimorfismo f : Z — Z, dado por f(x) = [z], traslada la distribu-
tividad de - con respecto a + de 7 a la distributividad de -, con respecto a +,, de
Zy,. En efecto, como f es epimorfismo entre (Z,+) y (Zn, +n), asi como entre (Z,-) y
(Zy,, n), dados x,y, z € Z, tenemos que

fa(y+2)) = fley +x2) = flay) +n f(22) = f(2) n f(y) +n f(@) 0 f(2)

fa(y+2) = f@)n fly+2) = f(@)n (f(Y) +n [(2))-
Luego,
Se verifica ademds que (Zy,, +n, ) es anillo conmutativo.

» Sea (A, +,-) un anillo y D un conjunto no vacio. Entonces (A”, +, ) es anillo. Vimos
(Proposicién que si (A, +) es grupo abeliano, entonces (AP, +) también lo es.
Ademas, vimos (partes |(1)| y |(111)| de la Proposicién que si (A,-) es asociativa y
admite neutro, entonces (A", -) también.

Lo que falta demostrar es la distributividad de - con respecto a 4+ en AP. Como

(f +9h)(x) = (f(2) + g(x))h(x) = f(x)h(z) + g(x)h(x) = (fh)(x) + (gh)(x), (h(f + 9))(x)

la distributividad de - con respecto a + en AP se deduce, directamente, de la misma
propiedad en (A, +,-).

¢

Definicién 9.30 (Homomorfismo de anillos) Sean (A, +,-) y (B,+,-) dos anillos.
Un homomorfismo de (A,+,+) en (B,+,-) es una funcion f : A — B tal que para todo
T,y € A,

Proposicién 9.31 Si (A,+,-) es un anillo, entonces Vx,y € A se cumple que:
1) 0-x=xz-0=0
) —(z-y)=(-z)-y=xz-(-y)

() (—z)-(-y) ==y

(wv) —z=(-1)-xz=z-(-1).
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Dem. Probaremos y

Para tenemos que:

0-2=(0+0) -z (0 es neutro para (A, +))
=0-24+0-2. (distributividad)

Sigue que
0=—0-2)4+0-z (definicién y existencia de inverso aditivo)
=—0-2)+0-2+0-2) (identidad recién demostrada)
=(-(0-2)+0-2)+0-x (asociatividad)
=0+0-2 (definicién de inverso aditivo)
=0-z. (definicién de neutro aditivo)

La demostracién es anédloga para z - 0.

Para[(11)] tenemos que (—z)-y+z -y = (—z+z) -y = 0-y = 0. Entonces, por la unicidad
de los inversos en (A, +), (—z) -y = —(z - y).

Para debemos verificar que z + (—1) - = 0 (gracias a que A es abeliano).

Esto es cierto pues:

4+ (1) -z=1-24(-1)-z (1 es neutro para (4, "))
=14 (-1) = (distributividad)
=0z (inversos en (A, +))
=0. (propiedad (1))

Luego (—1) - x es el opuesto de x y se concluye.
La demostracién es también andloga para x - (—1). O

Si bien los ejemplos de anillos mencionados hasta ahora, asi como otros que veremos, son
todos anillos conmutativos, existen importantes anillos no conmutativos, entre los cuales
destaca el anillo de matrices a coeficientes en R o € que serd definido y estudiado en
profundidad en un préximo curso.

Operacién iterada en una estructura

En R podemos definir la suma iterada y el producto iterado de sus elementos. Por ejemplo,
para 7, su suma iterada 16 veces es 167 y su producto iterado 20 veces es 72Y. Lo mismo
puede hacerse en estructuras abstractas.

Definicién 9.32 Sea (A, +,-) un anillo conmutativo. Para a € A yn € N, se definen
recursivamente potencias y multiplos de a que se anotan a™ y n - a, respectivamente.

1 n

=a"-a,n € N,n > 0. Si a posee inverso a~ ", entonces a~ " =

"» 0-a=0,(n+1)-a=n-a+a,y(—n)-a=n-(—a),n e N,n>0
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Muchas més nociones y propiedades que conocemos de los niimeros reales tienen sentido y
son verdaderas en estructuras maés abstractas. En particular, la nocién de sumatoria y sus
propiedades son validas en un anillo conmutativo. Destacaremos a continuacién algunas de
ellas.

Hay que notar que, sin embargo, cdlculos que involucren inversos multiplicativos no tendran
sentido en general. Por ejemplo, si bien la férmula >"}_, k tiene sentido en un anillo (4, +, -)
(k = k-1, ver Definicién [0.32), la férmula n(n+1)/2 no lo tiene. Usualmente, en estos casos,
uno puede obtener una férmula vélida evitando las divisiones. En nuestro caso, > ;_; 2k =
n(n + 1) si es verdadera en un anillo conmutativo.

Proposicién 9.33 Sea (A, +,-) un anillo conmutativo.
(1) Yk 0 € ZVa,b e A, k(a+b) = ka+ kb, (k+ f)a = ka + la y (ka)(fb) = (kt)(ab).
(1) Va,y € A, ¥n € N, (z +y)" = i, (D" Fyk.

(i) Vo € A,Vn €N, 2" —1=(z—1) Y} 2",

Divisores de cero y dominios de integridad

Definicién 9.34 (Divisores de cero) Sea (A,+,-) un anillo. Un elemento a € A,
a # 0, es un divisor de cero si existe un elemento y € A\ {0} tal que a-y =0 o
y-a = 0. (Notamos que cuando esto ocurre, el elemento y también es un divisor de
cero).

La definiciéon anterior no nos es muy familiar, debido a que en los anillos que nos resultan
maés conocidos no aparece. Sin embargo, en Zg podemos dar un sencillo ejemplo. En efecto,
[2]6 v [3]6 son divisores de 0 porque [2]g ¢ [3]6 = [6]6 = [0]6-

También hay divisores de cero en (AP, +,-), incluso si (4, +,-) no los tiene. En efecto, sean
f,g € AP definidas por f(z) =0 para x # 0y f(0) = 1; g(z) = 1 — f(z), para todo = € D.
Tanto f como g son distintas de la funcién constante igual a cero (porque |A| > 1). Sin
embargo, (fg)(x) = f(x)g(x) = f(z)(1 — f(x)) = 0, para todo = € D. Es decir f y g son
divisores de cero en (AP, +,-).

Definicién 9.35 (Dominio de integridad) Un anillo conmutativo y sin divisores de
cero se llama dominio de integridad.

La siguiente propiedad muestra una relacién entre divisores de cero y elementos cancelables.
El resultado es 1til puesto que establece que en cualquier dominio de integridad podemos
despejar ecuaciones del tipoa-z =a-b.

Proposicién 9.36 Sea (A, +,-) un anillo. Para todo a € A,

a es cancelable en (A,-) <= a no es divisor de cero.
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Dem. Sea a € A, a # 0, cancelable con respecto a -. Si b € A es tal que a-b =0, como
en un anillo 0 = a -0, sigue que a-b = a - 0. Por cancelabilidad de a, se tiene que b = 0.
En resumen, a no es divisor de cero.

Supongamos ahora que a € A, a # 0, no es divisor de cero. Sean b,c € A tales que
a-b = a-c Sumando el inverso aditivo de a - ¢ a ambos lados de la igualdad, por
distributividad sigue que

0O=a-b—(a-¢c)=a-(b—c).

Como a no es divisor de cero, necesariamente debe tenerse que b —c = 0, o lo que es lo
mismo, que b = ¢. En resumen, a es cancelable por la derecha. Andlogamente se prueba
que también lo es por la izquierda. O

Cuerpos

Definicién 9.37 (Cuerpo) Una estructura (K,+,-) se llamard cuerpo si:

» (K, +,-) es anillo conmutativo.

» Todo elemento x € K \ {0} es invertible para -.

Equivalentemente, (K, +,-) es un cuerpo si y sélo si
» (K, +) es grupo abeliano.
» (K \ {0},-) es grupo abeliano.
= - distribuye con respecto a +.

Como ejemplos conocidos tenemos que (®Q,+,) y (R, +,-) son cuerpos. Pero (Z,+,+) no lo
es pues, para todo k € Z \ {—1,1}, k¢ es mayor o igual a k o menor o igual a —k y, por
ende, k no tiene inverso para (Z, ).

Convencién: En el caso de un cuerpo, digamos (KK, +,-), el inverso de un elemento
x # 0 con respecto a la operacién -, ademés de escribirse 27! suele también escribirse
1/z o % Observar que no hay ambigiiedad al escribir y/x pues podemos interpretar esta
expresién como los términos 27 -y o y- 271, que son iguales dado que - es conmutativa.

Proposicién 9.38 Si (K,+,-) es un cuerpo, entonces K no tiene divisores de cero. Es
decir, K es un dominio de integridad.

Dem. Supongamos que a # 0 es un divisor de cero. Por la Proposicién a no es
cancelable en (K, -) y por la Proposicién se tiene que a no es invertible para -. Esto no
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puede ocurrir en un cuerpo a menos que a = 0, por lo que tenemos una contradiccién. Para
la segunda afirmacion basta notar que todo cuerpo es un anillo conmutativo. ]

Lamentablemente, no todo anillo conmutativo y sin divisores de cero es un cuerpo. Un
ejemplo es (Z, +,-): ya vimos que no es cuerpo pero no tiene divisores de cero.

Algo distinto ocurre para anillos de cardinal finito.

Proposicién 9.39 Si (A, +,-) es un dominio de integridad con |A| finito, entonces (A, +, )
es cuerpo.

Dem. Para justificar la afirmacién necesitamos demostrar que todo elemento a € A\{0}
tiene un inverso para -. Como estamos suponiendo que A es un dominio de integridad,
se tiene que a no es un divisor de cero. Por la Proposicién la funcién I, : A — A
tal que I,(z) = a - x es inyectiva. Como A es finito, por la Proposicién la funcién
I, es inyectiva si y sé6lo si I, es epiyectiva. Por lo tanto, debe existir x € A tal que
I,(x) = 1. Luego, a-z =1y z es el inverso de a. O

Ejemplo: (Z,,, +n, -n) es cuerpo si y sélo si n es primo. En efecto, si n no es primo, entonces
n = pq para p,q ¢ {1,n}. De aqui, [pln n [q]n = [n]n = [0]n. Pero, 1 < p,q < n, lo que nos
dice que [p]n, [q]n # [0]n. Por lo tanto, ambos son divisores de cero en (Zy,, +n,n) y pOr
ende (Zy, +n,n) no es cuerpo. Esto muestra que si (Zy, +n,n) €s cuerpo, entonces n es
primo.

Reciprocamente, para todo n > 2, sabemos que (Zy,, +n, -n) €s un anillo conmutativo. Para
ver que es un cuerpo, bastard con demostrar que es un dominio de integridad pues la
Proposicién nos dice que dominios de integridad finitos son cuerpos.

Veamos que para n primo (Z,, +n,n) es un dominio de integridad. Sea a € [1..(n — 1)]

con [a], # 0 y supongamos que [a], - [b]n = [0],, para algin b € [1..(n — 1)]. Entonces,
[ab],, = [0],,. Es decir, existe k € Z con ab = kn. Como n es primo, n divide a a o n divide
a b, lo que no puede ser pues a,b < n. &

Ejemplo: (R?, +,®) es cuerpo. Cuando estudiamos los grupos vimos que (R?\ {(0,0)}, ®)
es un grupo abeliano con neutro (1,0) y donde el inverso de (a,b) es (a/(a® + b%), —b/(a® +
b?)), que existe para todo (a,b) # (0,0).

También vimos (Proposicién [9.21) que el producto cartesiano de un grupo consigo mismo
es un grupo y que este tltimo grupo es abeliano si el primero lo es. Entonces, (R2,+) es
grupo abeliano con neutro (0,0) y donde el inverso de (a,b) es (—a, —b).

Lo que resta por ver para que (R?,4,®) sea un cuerpo es que ® distribuye con respecto a
+. Para ello, sean (a,b), (¢, d), (e, f) € R? y veamos que se cumple que

((a,b) + (¢, d)) © (e, f) = (a,b) © (e, ) + (¢, d) © (e, [).
El lado izquierdo es igual a

((a+c)e—(b+d)f,(a+c)f + (b+d)e) = (ae —bf +ce —df,af + be + cf + de)
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y el lado derecho es
(ae —bf,af +be) + (ce — df,cf + de) = ((ae — fb) + (ce — df), (af + be) + (cf + de)).

de donde se concluye que ® distribuye con respecto a +. Por lo tanto, (R? +,®) es un
cuerpo. &

El cuerpo (R?, +,®) del ejemplo anterior se llama el cuerpo de los niimeros complejos y es
siguiente tema que abordaremos.
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Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

1.

o On e W

10.

11.
12.

13.
14.
15.
16.
17.
18.

19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.

Dado un grupo (G, *), un subconjunto no vacio H C G se dice subgrupo de G si * es
cerrada en H.

Dado un grupo (G, *), un subconjunto no vacio H C G se dice subgrupo de G si (H, *)
es también grupo.

Dado un grupo (G, *), un ejemplo de subgrupo de G es (1), *).

G es siempre subgrupo de si mismo (para la misma operacion).

G es subgrupo de si mismo sélo cuando (G, *) es abeliano.

Dado un grupo (G, *) y H un subgrupo, el neutro de H es a veces distinto del de G.

Dado un grupo (G, *) y H un subgrupo, el inverso de un elemento = € H pertenece a
G\ H.

Dado un grupo (G, %) y H un subgrupo, el inverso de un elemento x € H pertenece a
H.

. Dado un grupo (G, %), para probar que H C G es subgrupo basta verificar que Vz,y €

H, zxye H.

Dado un grupo (G, %), para probar que H C G es subgrupo basta verificar que Vz,y €
H, zxy'eH.

Dado un grupo finito (G, %) y cualquier subgrupo H C G, |G| es multiplo de |H]|.
Dado un grupo finito (G, *) y cualquier subgrupo H C G, existe kK € N tal que
|G| = k|H]|.

Si un grupo G tiene un subgrupo con 16 elementos, entonces |G| es par.

(Z7,+7) tiene subgrupos de tamafo 5.

Dado p > 1 primo, (7, +p) tiene al menos tres subgrupos distintos.

(A,+,-) es un anillo si y sélo si (A, +) es un grupo abeliano.

(A,+,-) es un anillo si y sélo si (A, +) es un grupo abeliano y - es asociativa.

(A,+,-) es un anillo si y sélo si (A, +) es un grupo abeliano, - es asociativa y distribuye
con respecto a +.

(Z,+,-) es un anillo.

Todo anillo (A, +, -) tiene neutro para la operacién -.

En todo anillo (A, +,-) la operacién - es conmutativa.

Todo anillo (A, +,+) tiene neutro para la operacién +.

En todo anillo (A, +,-) la operacién + es conmutativa.

(Z,+,-) es un anillo conmutativo con unidad.

En todo anillo (A, +, ), el neutro para - y para + son elementos distintos.

En todo anillo (A,+,), con més de un elemento, el neutro para - y para + son
elementos distintos.
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27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.

Si (A, +, ) es un anillo, se cumple que (Vx € A, 0-z=2x-0=0).

Si (A,+,-) es un anillo, z,y € A, entonces x -y =0 — z=0Vy=0.
Zg,+,-) es un anillo.

Z

es un anillo conmutativo con unidad.

9, +7 )
9, +, ) es un anillo conmutativo con unidad sin divisores del cero.
7y T )

N

es un anillo conmutativo con unidad sin divisores del cero.

Z17,+,-) es un anillo conmutativo con unidad sin divisores del cero.

— N N /N /N /N
N

1], es el neutro para -, en el anillo (Z, +, -).

En (Zg,+,-) se cumple que [3]g -9 [3]o = [0]o.

Todo cuerpo es un anillo.

(Zg,+,-) es un cuerpo.

(R, +,-) es un anillo.

(R, +,-) es un cuerpo.

En todo cuerpo, z -y =0 = x=0Vy=0.

Todo anillo finito sin divisores del cero es un cuerpo.

Todo anillo finito conmutativo con unidad sin divisores del cero es un cuerpo.

Para p primo, (Zy,+,-) es un cuerpo.

Guia de Ejercicios

. SeaG:{f:IR—ﬂR‘Ha,beR, a#0A f(x) =ax + b}.

(a) Pruebe que (G,o) es un grupo, en donde o es la composicién de funciones. ;Es
abeliano?

(b) Sea G1 ={f:R - R|3beR, f(x)=xz+b}. Probar que (G1,0) es subgrupo
de (G, o).

(c) Sea Go = {f: R — R | 3b € R, f(z) = 2z + b}. Pruebe que (G2,0) no es
subgrupo de (G, o).

. Sean (G1,*) y (G2,A\) grupos con es el neutro de Gy y sea f : (G1,*) — (G2,2) un

homomorfismo. Demuestre las siguientes afirmaciones:

) Dado un subgrupo H; C G, entonces f(Hp) es subgrupo de (Ga, A).

) Dado un subgrupo Hy C G, entonces f~!(Hy) es subgrupo de (Gy, *).
(c¢) Im(f) es un subgrupo de (G2, ).

) El conjunto {z € G | f(x) = e2} es un subgrupo de (Gy,*).

)

Considere el conjunto de los nimeros pares P, dotado con la multiplicacion y
suma usual en R. Determine si la estructura (P, +,-) es un anillo.
b) Si la respuesta de la parte anterior es negativa, sefiale qué propiedad falla.
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4. Demuestre, para un anillo (A,+, ), las siguiente propiedad propuesta en la tutoria:
Vo,y € A, (—x)-(-y)==-y.

5. Pruebe que en un anillo con méas de dos elementos, el neutro para la operacion - y
para la operacién + son necesariamente distintos.

6. Sean (A,+,) y (A,®,®) dos anillos con neutros aditivos 0 y 0’ respectivamente y
f:+A— A’ un homomorfismo de anillos. Se define I = {z € A | f(z) =0'}.

(a) Demuestre que (I,+) es subgrupo de (A, +).

(b) Demuestre que Va € A,Vbe I, a-beIANb-a€l.

(c) Si(A,+,-) tiene unidad u (neutro para -) y 3z € I tal que x es invertible, pruebe
que f(u) =0y utilicelo para demostrar que Va € A,a € I, es decir A = I.

7. Pruebe que si (Zy,, +n, -n) no tiene divisores de cero, entonces n es un nimero primo.

Guia de Problemas

1. Sea (G, *) un grupo con neutro e € G y
A={F:G— G| F es un isomorfismo de (G,*) en (G, )}.
a) (20 min.) Probar que (A, o) es un grupo

b) (20 min.) Para cada g € G se define la funciéon F, : G — G tal que Fy(z) =
g*x*g ' en cada x € G. Pruebe que:
» [, es un homomorfismo de (G, *) en (G, *).

s Fyup = Fyo Fy, para todo g, h € G.
s F, =idgq.

Concluya que F); es un isomorfismo y que (Fy)~" = F,-1 para todo g € G.
¢) (20 min.) Pruebe que B = {F; | g € G} es un subgrupo de (A, o).

1

2. a) Las siguientes tablas incompletas corresponden a las operaciones en el anillo
(A, ®,®), para A ={a,b,c,d}

®lal|b|lc|d ®lalblc|d
alalb d ala ala
b a b |a a
c a cla c
d dla|b|c

1) (30 min.) Considerando las propiedades generales del anillo, complete las
tablas anteriores justificando cada relleno. (Indicacién: complete primero la
tabla para @ y para ©® utilice adecuadamente la distributividad.)

2) (10 min.) jEs (A, &, ®) conmutativo? ;jPosee (A, @, ®) unidad? ; Tiene divi-
sores del cero?

b) (30 min.) Si (A4, +,-) es un anillo tal que z - z = z para todo x € A. Pruebe que

1) x = —z para todo x € A.

2) (A,+,-) es anillo conmutativo.

3) (z-y) - (r+y) =0, para todo z,y € A.
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— SEMANA 13:

Ingenieria Matematical
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

Numeros complejos

10.1 Introduccién

Consideremos la ecuacién x? = 2.

Esta no tiene soluciones en @, pero si en R (ﬂ y —\/5) Podemos pensar en los reales
como una extensién de los racionales, donde esta ecuacién si tiene solucién.

Del mismo modo, sabemos que en R la siguiente ecuacién no tiene solucién: z? = —4.

Debido a esta carencia, se “crea” el conjunto de los niimeros complejos, el cual serd una
extension de R, donde esta ecuacién si tiene solucién.

Definicién 10.1 (Ntimeros complejos) Sea C = R2. Llamaremos a C conjunto de
los nimeros complejos, y lo dotaremos de las operaciones + y - definidas a continua-
cion: para z = (a,b),w = (¢,d) € C

z+w=(a+cb+d),
z-w = (ac — bd, ad + be).

Es decir, (C,+,) es lo mismo que el cuerpo (R?, +,®) estudiado antes (pag. [168)).
Recordemos que:

= El neutro en (C,+) es (0,0) y el neutro en (C,-) es (1,0).

» El inverso en (C,+) de (a,b) es (—a, —b).

» El inverso en (C,-) para (a,b) # (0,0) es ((ﬁaﬁ, ﬁ).

Ademads, como (C,+,-) es un anillo con unidad también son ciertas las identidades de la
Proposicion [9.33

. Tiene solucién la ecuacién 22 = —4 en €C? Antes de responder esta pregunta notemos que

la igualdad involucra a —4 que no es un elemento de C. Asi, primero que todo es necesario
decir como vamos a representar —4 como un complejo y en general cualquier niimero real.
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10.2 Formas cartesiana y polar de un complejo

En Geometria Analitica se considera al subconjunto de C = R? de las abscisas dado por
OX = {(a,0) : a € R} como correspondiente al conjunto de nuimeros reales R. Esta
correspondencia se ha tratado hasta ahora de manera intuitiva. Con el lenguaje que hemos
desarrollado podemos expresar esto de manera mas precisa.

Proposicién 10.2 La funcion f : R — OX dada por f(a) = (a,0) es un isomorfismo de
anillos entre (R, +,-) y (OX,+,-), donde las operaciones en OX son las de C.

Dem. Es claro que en C se tiene que (a + b,0) = (a,0) + (b,0) y que (a,0) - (b,0) =
(a-b—0,a-0+0-b) = (a-b,0). Ademas, f(1) = (1,0) que es el neutro de (C,-). De
esta forma, f es un homomorfismo de anillo. Por otra parte, f es biyectiva con inversa
g : OX — R dada por g(a,0) = a. O

Desde ahora en adelante, pensaremos que R es el subconjunto OX de C. En lugar de anotar
(a,0) los elementos de OX los anotaremos, simplemente, a.

Sea z = (a,b) € C. Entonces, (a,0) + (0,b) = (a,b), pues la suma en C es coordenada por
coordenada. De este modo, (ver Figura geométricamente z queda representado como un
punto en el plano cartesiano cuyo desplazamiento en el eje real (eje horizontal) es a y en el
eje imaginario (eje vertical) es b. (También el complejo z se representa como un vector
que se dibuja como una flecha que parte del origen O del plano cartesiano y termina en z.)

Eje imaginario
AN

b =Im(z)

> Eje real

) a = Re(z)
Figura 17: Representacién del “plano” complejo.

Ademés, (0,1)-(b,0) = (0-b—1-0,0-0+1-b) = (0,b). Entonces, z = (a,b) = (a,0)+(0,1)-(b,0).
Es decir, el complejo z se puede escribir en términos de los dos elementos (a,0) y (b,0) de
0OX, los cuales hemos dicho se anotardn a y b, respectivamente.

El elemento (0, 1) juega un rol destacado en el estudio del conjunto C.

Definicién 10.3 La unidad imaginaria es el complejo (0,1). Se anota i.
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Usando la unidad imaginaria el complejo z se puede escribir como a + ib, a,b € R.

Definicién 10.4 (Forma cartesiana) La ezpresion a+ib, a,b € R se llama la forma
cartesiana del complejo z = (a,b) € C.

Se dice que la parte real de z es a y se anota Re(z). La parte imaginaria de z es
b y se anota Im(z).

Una propiedad importante de la unidad imaginaria ¢ es que su cuadrado es —1. En efecto,

i =(0,1)-(0,1) = (0 — 1,0) = —1.

Proposicién 10.5 Las funciones Re(-) e Im(-) son endomorfismos en (C,+). Ademds,
para z € C ya € R:

(1) Re(az) = aRe(z)
(11) Im(az) = alm(z).
(111) z =w si y solo si Re(z) = Re(w) y Im(z) = Im(w).

Estas propiedades quedan propuestas como ejercicio.

Ejemplo: Volvamos a la pregunta original. ;La ecuacién z? = —4, tiene solucién en C?

Ahora podemos formular la pregunta en C. Buscamos z = a+ib tal que (a+ib)? = —4+i-0.
Esto ocurre si y sélo si Re(a+ib)? = —4 y Im(a+ib)? = 0. Al calcular (a+ib)? = a®—b*+2abi
se obtiene a? —b? = —4 y 2ab = 0. Entonces, a = 0 y b = 2 define una solucién 2i, y también
es solucién —2i.

Miés generalmente, veamos que toda ecuacién 22 = w tiene solucién en € para w € C dado.

Procediendo como antes vemos que si z = a +ib y w = c + id, entonces a> — > = c y
2ab = d.

Si d = 0, entonces se procede como antes, definiendo b =0y a=+/¢c,sic>0,ya=0y
b=+/—c,sic<0.

Para d # 0, tenemos que a,b # 0 y podemos despejar a = d/(2b). Al reemplazarlo en
a? —b? = ¢ nos queda d?/4b*> — b? = c. Esta es una ecuacién cuadrética en b2 que tiene como
solucién b? = (—c++v/c2 + d?)/2. De aqui es claro como obtener el valor de a. Por lo tanto,
siempre tenemos solucién. &

2

Si bien en el ejemplo anterior pudimos calcular las soluciones a la ecuacién z* = w, a partir

de las soluciones, no es facil interpretarlas.

Veremos ahora una segunda manera de representar los elementos de € que serd muchisimo
més util para entender las soluciones de las ecuaciones 2" = w, paran € Ny w € C dados.
Esta nueva representacién (ver Figura describe un punto z de € por su distancia r al
origen O = (0,0) junto con el dngulo € que se forma entre el eje OX y el segmento que une
O y z, medido en el sentido antihorario. En este caso, para evitar repeticiones, el angulo 6
se elige en [0, 27).
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)

Figura 18: Representacion de coordenadas polares de un complejo.

Definicién 10.6 (Coordenadas Polares) Las coordenadas polares de z € C\ {O}
son el par (r,0) € (0,00) x [0,27) donde:
» 7 es la distancia de z al origen O. Se llama el mdédulo de z y se anota |z|,

n 0 es el dngulo que se forma entre el eje OX y el segmento que une z con el origen
O. Se llaman el argumento de z y se anota arg(z).

Destacamos que, para z,w # 0, z = w si y sélo si |z]| = |w| y arg(z) = arg(w).

La relacion entre las coordenadas polares y las usuales, las cartesianas, es la siguiente. Sean
(a,b) las coordenadas cartesianas de z y (r,8) sus coordenadas polares. Entonces,

a=rcosf y b=rsend.

La razén de manipular dos sistemas de coordenadas para R? es que en el primero, las
coordenadas cartesianas, son mas amigables para operar con la adicion +, mientras que en
el segundo, las coordenadas polares, son mas comodas para operar con - y calcular inversos
multiplicativos.

Segtin el Teorema de Pitdgoras, la distancia de un complejo (a,b) al origen O es va? + b2.
Entonces, el médulo de z estd dado por |z| = Va? + b2. Destacamos que |z| > 0 y vale cero
siy sélo si z = 0. Ademds, |z| > |a| ¥ |z] > |b] con lo que |z| > |Re(z)|, |[Im(2)].

0

Definicién 10.7 (Forma polar) Para § € R anotamos € = cos + isen .

La expresion |z|e*®8) se llama la forma polar de z.

Ejemplo: Veamos la forma polar de algunos complejos.
» Para 6 € [0,27), sea z = (cos 6, sen §). Entonces, |2|? = cos? 6 +sen?§ = 1, por lo que
|z| = 1. Claramente, su argumento es 6. Luego, z = e%.
» Calculemos la forma polar del complejo z = 2 + 2i. Primero observamos que |z| =
V22 +22 = /8. Luego, z = 2\/5(% + 1%) de modo que el argumento es /4. Asi,

24 2i = 2/2 /4,
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La utilidad de la forma polar se debe en gran medida a la propiedad siguiente:
Proposicién 10.8 Para todo o, 8 € R se cumple que €' - ¢ = ei(@th),

Dem. Por definicién del producto en C,
. e = (cosa,sena) - (cos 3,sen 3) = (cos acos f — sen asen 3, cos asen 3 + cos B sen «).

Al lado derecho aparecen las formulas trigonométricas para la suma de angulos: cos a cos 5 —
senasen § = cos(a+p) y cos asen f+cos fsena = sen(a+/3). De este modo, el lado derecho
es ellath), O

(Hay alguna relacién entre arg(z), arg(w) y arg(z - w) , para z,w € C? Lo anterior sugiere
que si pues nos dice que al multiplicar los complejos z = €® y w = € el resultado es
el complejo zw = ¢'@th) De aqui, podemos concluir que si o + 8 € [0,27) entonces
arg(zw) = arg(z) + arg(w). Pero, puede ocurrir que a + g ¢ [0,27) cuando «, 5 € [0, 27).

De modo que, lo que si es correcto es que arg(zw) = arg(z) + arg(w) méd 2.
Recordemos que las potencias z¥, para z € C y k € Z, se definen como 2° = 1, 2F1 = 2F. 2,

para k >0y 2F = (z71)7F, si k < 0.

Proposicién 10.9 Para z,w € C\ {0}, k € Z y 0 € R, se tiene que:
(1) |zw] = |z] - w].
(1) arg(zw) = arg(z) + arg(w) méd 2.

() |2F| = |z|k.

(iv) arg z¥ = k-argz méd 2.

(v) Férmula de De Moivre: (e¥)F = ei(k0)

Dem. Sean z = |z]e? (%) y w = |w|e?#2), Entonces, zw = |z| - |w|e!@&()+arz(w)) Por ]a
unicidad de la forma polar se tiene que |zw| = |z|- |w| y arg(zw) = arg(z) +arg(w) mdd 2.
Las férmulas asociadas a z* se obtienen aplicando recursivamente lo recién hecho a z = w.
La tltima es consecuencia de las anteriores pues || =1y arg ((e?)*) = k6 méd 2x. O

Del resultado anterior, es facil ver que para todo n € Z,
+1, sin =40,
+i, sin=41,

—1, sin =42,

—i, sin =43,
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Interpretacion geométrica del producto

Ahora estamos en pie de dar una interpretacién geométrica al producto de complejos. Sean
z=re we C\{0}:
» Siw=oa¢cR, w >0, entonces z - w = (ar)e’, es decir z - w es un estiramiento
(w > 1) o contraccién (w < 1) de z en un factor a.
» Si w = e, entonces z - w = re!@¥) s decir z - w es una rotacién de z en un angulo
o = arg(w).
= De este modo, si w = |w|e’*2(®) | entonces z - w representa un estiramiento o contrac-

cién de z en un factor |w|, ademds de rotarlo en un édngulo arg(w).

La Figura [19| muestra graficamente el efecto de distintas combinaciones de rotaciones, esti-
ramientos y contracciones de un complejo z por otro w.

Figura 19: Efecto de multiplicar z = %(1 +1i) por w € {2, %, 2¢m/3, %ei“/3}.

La interpretacién geométrica de los complejos y las operaciones entre ellos nos permiten
manipularlos y pensar de manera grafica. Esto nos ayuda a desarrollar intuicién que nos
oriente sobre como desarrollar argumentos formales con los complejos. Aunque mas frivolo,
podemos generar hermosas imagenes por medio de esta relacién entre los complejos y la
geometria del plano cartesiano. Por ejemplo, considere la Figura

Conjugaciéon en C

Definicién 10.10 (Conjugado) La funcion C: C — C dada por f(a + ib) = a — ib
se llama la conjugacion de un complejo. Al complejo a — bi se le llama el conjugado
de a + bi y se anota a + ib.

En la Figura [21] se ilustra la accién de la funcién conjugacién.
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Alm(2)

Figura 20: Representacion parcial de la Espiral Aurea, especificamente, de {f(0) € C ‘ 0 <
7} con f: C — C tal que f(A) =¥ - e%hw, donde ¢ = 1(1+ 1/5) es la razén 4urea.

—b =1Im(z)

Figura 21: Representacion grafica de z y Z.
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Proposicion 10.11 Sean z,w € C. Se tiene:

(1) Propiedades simples de la conjugacion:

a) z=z. (es autoinversa)
b) zeR <= z=7%. (es la identidad cuando se restringe a R)
¢) zEw=zZ+w. (es endomorfismo de (C,+))
d) Z-w =7 w. (es endomorfismo de (C,-))

(11) Relacion con Re(-) e Imf(-).

a) Re(Z) = Re(z) e Im(z) = —Im(z2).
b) Re(z) = $(z+2) e Im(z) = 5(z — 2).

(111) Relacion con forma polar.

a) arg(z) = 2w — arg(z).

b) 27t = (1/]2)e’ 8D = (1/]z])e ") si 2 #£ 0.
o) [2l = Il
d) z-z =z

e) 27t =7%/|2 siz £0.

f) Siw #0, entonces |z/w| = |z|/|w| y z/w = Z/w.

Dem. Sean z = (a,b) y w = (¢, d).

(1) Que la conjugacién sea autoinversa es, simplemente porque a — bi = a— (—bi) = a+bi.

(11)
(111)

La segunda afirmacion hay que entenderla en el sentido que a + 0¢ es considerado un
elemento de R. De esta manera, a 4+ 0i = a — 0i = a, para todo a € RR.

Para la tercera se tiene que:

zHw=a+bi+c+di=(a+c)+(b+di=a+c—(b+d)i=a—bi+c—di=Z+w.

Similarmente, tenemos la férmula z - w = (ac — bd) + i(ad + be) por lo que

z-w = (ac — bd) —i(ad + bc) = (a — ib)(c —id) = Z - w.

Es claro que Re(a — ib) = a = Re(z) y que Im(a — ib) = —b = —Im(z). Ademas,
a+ib+a—ib=2ay a+ib— (a—ib) = 2ib.

De la relacién entre las coordenadas cartesianas y polares se tiene que b = sen arg(z).
Luego, —b = —senarg(z) = sen(—arg(z)), por la imparidad de la funcién sen(-).
Luego, arg(z) = 27 — arg(z) pues el argumento de un complejo pertenece a [0, 27).
Como z = |z|e**8(2) | se tiene que z(1/]z])e #28(2) = ¢ = 1,

Como (—b)? = b2, entonces |a — ib| = Va2 + b2 = |a + ib|.

Por otro lado, z - Z = (a + ib)(a — ib) = a® + b? = |2|2.

Para z # 0, podemos dividir por |z|?
Z/|2|? es el inverso de z en (C, ).

y obtener z(z/|z|?) = 1. Lo que significa que

Usamos que w™! =w/|w|? y que w™! = w/|w|?. De aqui, z/w = zw/|w|? y es directo

que |z/w| = |z|/|w|. Ademés, z/w = zZw/|w|? = Z/w.
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Obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 10.12 La conjugacion es un automorfismo en (C,+,-), autoinversa y restringi-
da a R es la identidad.

Dem. Directa de las proposiciones anteriores. O

)

El siguiente resultado resalta una importante propiedad geométrica que relaciona el “largo’
de la suma de dos complejos con los “largos” de los sumandos (ver Figura .

v

Figura 22: Ilustracién de la Desigualdad Triangular.

Proposicién 10.13 (Desigualdad triangular) Siz,w € C, entonces |z+w| < |z|+|w].

Dem. En efecto, |z + w|> = (2 + w)(z + w) = (z + w)(Z + W) = |2|> + wz + Wz + |w|>.

Notemos que el conjugado de wz es wz, con lo que la suma wz + wz = 2Re(wz). Pero,
Re(wz) < |wz| = |wl| - |z|. Asi, [2)? + wZ + Wz + |w]? < |22 + 2|2 - Jw| + |w]? = (2] + |w])?.
Esto permite concluir que |z + w| < |z| + |w]. O

10.3 Raices de un complejo

Definicién 10.14 (Raices de un complejo) Sean w € C\{0} yn > 2. Diremos que
z es una raiz n-ésima de w st 2" = w.

Definicién 10.15 (Raices n-ésimas de la unidad) Las raices n-ésimas de 1, se lla-
man las raices n-ésimas de la unidad
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Proposicién 10.16 Sean w € C\ {0} y n > 2. Entonces, la ecuacion z" = w tiene
exactamente n soluciones wy, ..., wp_1 € C donde wy, = ¥ \w]el(arg(“’)*%“)/".

0 0o

Dem. Para encontrar las soluciones z, escribimos z = re? y w = rge’®, con r,79 > 0y
0,0 € [0,2r). Con esto la ecuacién queda: (&)™ = roei®.

0 o

Sabemos que (¢?)" = €™ y que la igualdad se tiene si y sélo si ™ = rq y 0 = ¢

Entonces, z es solucién si y sélo si 7™ = rg v ™ = ¢ La primera ecuacién define r = /7.
) 0 0

La segunda ecuacién se cumple cada vez que nf = 6y méd 2x. Es decir, cada vez que exista
k € 7 tal que nf = 6y + 2km. Luego, los valores de 6 cumplen 6 = 0y/n + 2kw/n. De esta
forma, los valores distintos son 0y/n,0y/n + 27 /n,...,00/n+2(n — 1)7/n.

Asi, la ecuacién 2™ = w tiene exactamente n soluciones dadas por

iBo/n

wo = {/roe y W1,y ooy, Wp—1,

donde wy, = woe? ™/ para k € [0..n — 1]. O

Con la interpretacion geométrica del producto, las raices n-ésimas de un complejo w se
pueden entender de la siguiente forma: La primera raiz wg tiene médulo W y argumento
arg(w)/n. Es decir, el argumento original de w se divide en n partes. Para obtener la solucién
wy, simplemente se debe rotar wy en un angulo de 2km/n radianes. (Para un ejemplo, ver

Figura[23])
AN
g

’ ’ wl N N
/ \
/ \
/
| w2 Wo \
I
. \
T T
-2 12
\ I
\ows wy
\ /
\ 7/
-2

Figura 23: Raices de z° = w con w = 32i.

Una consecuencia inmediata del tltimo resultado demostrado es la siguiente:

Corolario 10.17 Las raices n-ésimas de la unidad son wy, = e2*™/"  para k € [0.n — 1].
Ademas, se tiene que wy = wlg para todo k € [0..n — 1].

También es facil deducir que:
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Corolario 10.18 Si U es el conjunto de las raices n-isimas de la unidad, entonces (U,-)
es subgrupo de (C,-).

Proposicion 10.19 Sea n > 2 y w € C. La suma de las raices n-ésimas de w vale cero,
n—1

es decir, si wg,...,Wn—1 Son las raices n-ésimas de w, entonces E wg = 0.
k=0

Dem. Sabemos que las raices n-ésimas de w € C estén dadas por wy, = wye2™F/"

k € [0..n — 1] donde wy = {/|wle?0/™,

para

n—1 n—1
Como e27F/m — (e27/m)k se tiene que Zwk = wp Z(ewﬂ/”)k. La segunda sumatoria es
k=0 k=0
la suma de una progresién geométrica. Como para n > 2, se tiene que ei2m/n # 1, de la
parte de la Proposicién la referida sumatoria vale ((e?27/™)" — 1)/(e?2™/™ — 1).
Pero, (e27/m)" = 27 = 1,

n—1
De este modo, Zwk = wo((e™/™" —1)/(?™/" —1) = 0. O
k=0
Para concluir nuestro estudio de las raices de los complejos. Intentemos entender como
se comporta la funciéon que a w € C, 0 < |w| < 1, le asocia wy, = woet?™ /™ donde
wy = Y|wle?&®)/n n > 2y k € [0.n — 1]. En particular, consideremos el caso n = 2

y k = 0y grafiquemos Re(wg) e Im(wp) — ver Figura [24] y Figura JPorqué Im(wp) es
siempre positiva? ;Cuél es la intersecciéon de Re(wp) e Im(wp) con el plano Im(z) = 07
Jcomo se interpreta? jCudl es la curva que se obtiene al restringir w de forma que |w| = 17
. Qué se obtendria si se superpone a Re(wg) el grafico de Re(w;)? y, jsi se superpone a
Im(wp) el grafico de Im(wy)?
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Re(wo

w)

E

|w|eiarg(w)/2.

Figura 24: Partes real de la funcién que a w le asocia
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B
5
=

iarg(w)/2

Figura 25: Partes imaginaria de la funcién que a w le asocia /|wl|e
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Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

LW W W W NN NN N DD NN DN NN == = e e e
W NN PO © 00N O R WD PO © 0o Ot W Ny RO

© NS

. Para todo complejo z se cumple que 2z~

. Para cualquier 6§ € R, ¢ = ¢%.

. Para cualquier 6 € R, it = ¢'=

2

En R la ecuaciéon z© = a siempre tiene solucién.

2 = g siempre tiene solucién.

En C la ecuaciéon z
(C,+,-) es un cuerpo.

(C,+, ") es un anillo sin divisores del cero.
R es isomorfo a un conjunto R, R C C.
Im(z) es un nimero imaginario.

Re(z) + Im(z) € R.

Re(z1 + 2z2) = Re(z1) + Re(z2).

Im(z1 + 22) = Im(z1) + Im(22).

Para todo complejo z se cumple que Z + z € R.

. Para todo complejo z se cumple que Z — z es imaginario puro.

. Siempre se cumple que Re(z) < |z| y que Im(z) < |z].

L=z

. Para todo par de complejos z1, zo se cumple que |21 + 22| < |z1] + |22/
. Para todo complejo z, existen a,b € R, a,b > 0 tales que z = a + b.

. Para todo complejo z, existen a,b € R tales que z = a + b.

. El complejo z = 4 4 2i tiene médulo cero.

. El complejo € estd definido como cos + isen 6.

. El complejo € estd definido como sen @ — i cos 6.

. El complejo €? estd definido como sen @ + cos 6.

el =0.
el =1.
el =1,

. Para cualquier € R, |e| < 1.
. Para cualquier 0 € R, ]ei9| > 1.
. Existe 6 € R tal que |¢?| = 0.

. Para cualquier 0 € R, |¢| = 1.

0
9).

. El inverso multiplicativo de e? es su conjugado.
. Para todo 6, ¢ € R, ¢e¥ = 9%
. Para todo 0, ¢ € R, ¢ = i0+e)

. Para todo 6, ¢ € R, ¢ + ¢'? = 9%,
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34.
35.
36.
37.

38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
ol.
52.
93.
54.
95.
56.
o7.
58. Z
99.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.

68. 7

Para todon € Z y 0 € R, (e'?)" = ¢(0+7).
Para todon € Z y 0 € R, ()" = /(")
Para todon € Z y § € R, (e?)" = ne®.

Todo nimero complejo z € €, puede escribirse como z = re'?| para ciertos r € [0, +00]
y0elR.

Todo nimero complejo z € €, puede escribirse como z = e'?, para cierto 6 € R.

Si z = re'?, entonces arg(z) = if.
Si z = re', entonces arg(z) = r.
Si z = re'?, entonces arg(z) = 0.

? 1o tiene solucién en C.

La ecuacién |z| = r, con z = ré’
Todo z = re' € ©, satisface |z| = r.

z,w € C\ {0} son iguales si y sélo si |z| = |w| A (k € Z, arg(z) = arg(w) + 2km).
z,w € €\ {0} son iguales si y sélo si (Fk € Z, |z| = |w| + 2kw) A arg(z) = arg(w).
2¢'% = 2¢71F .

2¢'2 = 2772,
2tz =7+7%
|21 + 22| > [71] + [272].
T al < [ + |3l
Z+2z=2i-Im(z).

Z + z = 2Re(2).

Z+ z = —2Re(z).
Z+ z = —2Im(z).

Z — z = —2Re(z).

Z—z=—2i-Im(z).
zZ — z = —2Im(z2).

z — z = 2Re(2)
2122 = Z122.

5325] = 173,

z172| > [z1][ =2

zER <— z=72.

2|2 > 2z.

|z| = 2Z.

|22 = 2z

z2#0 = 271 = %
it =

it=—i
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69.
70.
71.
72.
73.
74.
75.
76.
7.
78.

79.
80.
81.
82.
83.
84.
85.

Dados z € C,n > 2 tales que z" = 1, decimos que 1 es raiz n-ésima de z.

Dados z € C,n > 2 tales que 2" = 1, decimos que z es raiz n-ésima de la unidad.

Existen infinitas raices n-ésimas de la unidad distintas en C.
Hay exactamente n + 1 raices n-ésimas de la unidad en C.
Hay exactamente n raices n-ésimas de la unidad en C.
. ; 6 . . :
El complejo v/5e's es rafz quinta de la unidad.
. ; 61 ; . .
El complejo €*5 es raiz quinta de la unidad.
. 46m , .
El complejo €'5 es raiz sexta de la unidad.
) (o o jet2rn
Las raices n-ésimas de un complejo pe’? # 0 son e’ » , para r € [0..n — 1].
, L. . ; ot2rm
Las raices n-ésimas de un complejo pe'? # 0 son {/pe’ n» , para r € [0..n — 1].
) - L jex2rn
Las raices n-ésimas de un complejo pe'? # 0 son pe'™ = , para r € [0..n — 1].
Hay exactamente 2 raices n-ésimas de un complejo cualquiera w # 0.
Hay exactamente n + 1 raices n-ésimas de un complejo cualquiera w # 0.
Hay exactamente n raices n-ésimas de un complejo cualquiera w # 0.
Dado n > 2, la suma de las n raices n-ésimas de la unidad vale 7.
Dado n > 2, la suma de las n raices n-ésimas de la unidad vale 0.

Dado n > 2, la suma de las n raices n-ésimas de la unidad vale 1.

Guia de Ejercicios

. Demuestre, dados 21,29 € C y a € R, las siguientes propiedades:

a) Re(z1 + 2z2) = Re(z1) + Re(z2).

b) Im(z; + 22) = Im(21) + Im(22).

¢) Re(az) = aRe(z).

d) Im(az) = olm(z).

e) z1 =23 <= Re(z1) = Re(22) AIm(z1) = Im(22).

. Grafique en el plano complejo, escribiendo de forma cartesiana los siguientes ntimeros

complejos:

a) 14 2i.

b) (14 2i)*.

) (1+26)(3 — 2i).

1
Q) + 1
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. Encuentre la interseccién de las siguientes regiones del plano complejo
Ri={zeC|[z-1<1} y Ry={z€C||z-2|<1}.

Indicacion: Grafique.

. Demuestre las siguientes propiedades:
) e =1.

) VO € R, | = 1.

) V0 € R, € = ()7 = el

o |o o

. Exprese en forma polar los siguientes complejos:

a) 14iv2 e) (3+i3)(—3+1iv2) h) (3+13)
b) 2—4v3 f) 2+4)2 1) —(-3+1v2)
c) 2—2i ) (1 —1iV5) L (2419)
) 1-ivB)a-iv2) ¥ u ) b 509

. Exprese en forma a + bi los siguientes complejos:

8) e'f e) (=5eE)(=5e'F) ) (3e%)
b) 3e's a & (—4e'7)
c) 56"?7r _ f (—5e's)
d) (—e"1)(2e) ~ (3¢'5)

. Encuentre el conjunto solucién de las siguientes ecuaciones en C. Para ello, escriba
2z = & + iy y resuelva. ;A qué lugar geométrico en R? corresponde cada conjunto?

a) |55l =1 o |E5| =2 o) |25 =2
E) |%|:4 g) ’Zi;_z&‘:l f) 24_11_5:’:1
. Calcule las raices de 22 = —i y expréselas de la forma a + bi.

. Exprese en forma a + bi las raices cuartas de zy = %

. Resuelva las siguientes ecuaciones en z:

a) 22 =1+2i d) 285 =4+iV5 g) 2% = 8e's
b) 2 =2-iV3 e) 210 =-5—iy2 h) 26 =5¢'s
c) 25 =-3+3i f) 24 =16¢'2 i) 27 =5e's
Guia de Problemas
a) (10 min.) Sea z € C tal que |z| = |z + 1| = 1. Deduzca que z es una raiz ciibica

de la unidad.
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b) (20 min.) Sean z1, 25 € C. Probar que |1—29%1 |2 |21 —22|? = (1—|21|3)(1—|22/?).
¢) (20 min.) Deduzca usando lo anterior que si |z1| < 1y |22| < 1, entonces se tiene

2| <1
2. (10 min.) Sea z € C tal que |z| # 1 y considere n > 1. Probar que H_% + H_% € R.
3. a) (20 min.) Demuestre que Vz1,22 € C 21 - 22 + 21 - 22 = 2|21 - 22| cos ¢. donde ¢ es
el angulo entre los complejos z1 y 2o
b) (20 min.) Sean s,u,v complejos que satisfacen la relacién s = u — v. Sea ¢ el
dngulo entre los complejos u y v. Demuestre que |s|? = |u|? + |v]? — 2|u||v]| cos .
4. (20 min.) Se define la relacion R C € x C por z1Rzy <= |z1| = |22|. Demuestre

que R es relacion de equivalencia y determine y grafique la clase de equivalencia del
complejo zg = 2 + iV/5.

5. (15 min.) Sea z € C, entonces pruebe que |z +i| = |z —i| <= z € R.
6. (15 min.) Expresar de la forma a + bi los siguientes complejos (1 — i)*(1 + 4)* y
T+i+(i—1)/(|]1 —i|® +4).
n n
7. Considere los nimeros reales S = Z (Z) cos(k-a)y S = kZ_O <Z> sen(k - @), donde

k=0
a € R.

a) (30 min.) Probar la igualdad de nimeros complejos
S +1iS" = (1 + cos(a) + isen(a))™.

b) (30 min.) Escriba el nimero complejo 1 + cos(a) + isen(a) en forma polar y
deduzca que

S = 2"(cos(a/2))" - cos(n - a/2) y S = 2"(cos(a/2))" - sen(n - a/2).

Indicacién: Recuerde que sen(2a) = 2sen(a)cos(a) y cos(2a) = cos?(a) —
sen?(a).

8. (20 min.) Demostrar utilizando las propiedades de las raices de la unidad que Vn > 2

2T 47 T
COS — —+ COS — + COS — —+ ... + COS

-1
n n n n ’
27 A 6m 2(n—1)m
sen— +sen — +sen — + ... + sen ————— = 0.
n n n n

9. Se define el grupo abeliano S C € por S = {z € C | |z| = 1}.

a) (10 min.) Demuestre que si z es raiz n-ésima de la unidad (n > 2) y n es divisor
de m, entonces z es raiz m-ésima de la unidad.

b) (30 min.) Sea U = {z € C | 3n € N,n > 2,z es raiz n-ésima de la unidad}.
Mostrar que (U, -) es subgrupo del grupo (S5, ).
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— SEMANA 14:

‘ 3 Ingenieria Matematica
] FACULTAD DE CIENCIAS
) FISICAS Y MATEMATICAS
il UNIVERSIDAD DE CHILE
Polinomios

11.1 Introduccién

Un polinomio es una expresién que consiste en variables (también llamadas indeterminadas)
y constantes (llamadas coeficientes), y que involucra operaciones de adicién, multiplicacidn,
y exponenciacién a exponentes enteros. Por ejemplo un polinomio en la indeterminada x y
a coeficientes enteros es 23 — 4x + 6.

Los polinomios aparecen de forma natural en muchas dreas. Por ejemplo, en ecuaciones
polinomiales usadas para modelar una amplia gama de situaciones y para caracterizar solu-
ciones estable u éptimas. También dan lugar a funciones polinomiales usadas también para
modelar procesos y aproximar otras funciones.

Nosotros nos abocaremos al estudio de un caso especial de los polinomios. Especificamente
aquellos cuyos coeficientes pertenecen a R 6 C, y que definimos a continuacion.

Definicién 11.1 (Polinomio) Sea (K, +,-) un cuerpo, R 6 C. Un polinomio es un
tipo particular de funcion de K en K, dado por

P K- K
n
z = P(z)=po +pra + pea® + ...+ paa™ = > _ppa®.
k=0
donde n € N y pg, p1,p2,--.,Pn Son constantes en IK y se denominan coeficientes del

polinomio P. Al conjunto de todos los polinomios con coeficientes en KK se le denota

Denotaremos los polinomios por letras maytsculas, usualmente P, Q, R, S, T, ... y esporadi-
camente letras como A, B,C, ...

Si nos referimos a un polinomio por una letra, entonces denotaremos sus coeficientes por
la misma letra pero en minuscula. Por ejemplo, si denotamos un polinomio por P, sus
coeficientes serian pg, p1, po, ...

Como los polinomios en K[z] son funciones de K en K, la nocién natural de igualdad de
polinomios es la de igualdad de funciones. Como los dominios y codominios de P, @ € K|[z]
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coinciden, sigue
P=Q < P(z)=Q(x) para todo z € K. (Igualdad de polinomios)

El siguiente resultado da una caracterizacién alternativa, en términos de coeficientes, de la
igualdad de polinomios.

Proposicién 11.2 Sean P,Q € K[z] tales que P(x) = > p_opex® y Q(z) = 1L, art.
Se tiene que
P=Q < (n=m yVk €|0..n], px = qx)-

Dem. Por Equivalencia dividida.
<) Esta es directa, y queda de ejercicio para el lector.

=) Notemos que podemos suponer que m = n. En efecto, si m < n, entonces podemos
escribir Q(z) = qo + g1z + @2 + ... + gpa™ tomando gmi1 = 0,¢mi2 = 0,...,¢, = 0. Se
procede de modo similar si m > n.

Debemos demostrar que para todo k € [0..n], px = gx. Lo haremos siguiendo un argumento
de tipo inductivo:

Caso base k = 0: Sabemos que los polinomios P y @ son iguales (como funciones), por lo
que P(0) = Q(0). Pero P(0) = po y Q(0) = qo, con lo que concluimos que py = qo.

Paso inductivo: Sea k € [l..n|, y supongamos que py = qo,P1 = qiy---Pk—1 = qk—1-
Debemos demostrar que pp = q.

Como P y @ son iguales, entonces para cualquier x € K:
Do+ p1x + pax® 4+ .+ ppx™ = qo + (x + @’ + ..+ gua”.

Usando la hipdtesis inductiva, podemos cancelar los primeros k£ términos a cada lado, y
obtener
pext + 4 pua” = gzt 4 .+ g™

k a ambos lados, obtenemos que

Factorizando por =
xk(pk + ... —i—pn:c"*’“) = xk(qk +...+ qnx"*k).

Asi, para todo x € K \ {0} podemos dividir por z* y obtener

Pt P =g+ .+ gua™ "

Afirmamos que pr = ¢i. En efecto, supongamos que pry # qr vy que z € C, x # 0, es
arbitrario pero tal que su moédulo es muy pequiio, especificamente,

[l —ak] 1 .
T <m1n{7,f}, donde C' = max i — Qi
=1 20 2 i€[k+1..m] Ipi = il
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Tenemos entonces, por desigualdad triangular, definicién de C, la férmula para la suma de
una progresién geométrica y porque |z| < 1/2, que

n
e = ak| = |(Pr41 — Grs)z + oo+ (0 — @)™ <D o — a2

i=k+1
n ' n—k—1 | |n k
<C D alTF=Clal > Jal = C]w\ﬁ < 20|

i=k+1 j=0

Como |z| < |pr — qx|/(2C), sigue que |pr — qx| < |pr — x|, lo que es una contradiccién
evidente. Luego, se debe tener que pr = qi y. Esto concluye la induccion y la demostracion.
([

A continuacién introducimos un importante parametro asociado a un polinomio.

Definicién 11.3 (Grado de un polinomio) Sea P(z) = po + pix + ... + ppa™ un
polinomio. Diremos que es de grado n si p, # 0, en cuyo caso notaremos gr(P) = n.

Si P(x) =0 (el llamado polinomio nulo), diremos que es de grado —oo, y lo notaremos
por gr(P) = —oc0.

Es decir, gr(P) es el k mds grande posible tal que py es no nulo.

Convencion: Si P es un polinomio de grado n y nos referimos a p,, con m > n, siempre
se entendera que p,, = 0.

Observacién: De la Proposicién[11.2]y la definicién de grado, sigue que si P = @), entonces
gr(P) = gr(Q). O
Con respecto a —oo adoptamos las siguientes convenciones. Para todo n € N,
n > —oo,
n+ (—o0) = —o0,

(—00) + (—00) = —o0.

Ejemplo:
» or(1+ 5z + 18934) =4.
= gr(z+ 3)
= gr(37) =
= gr(0) =
¢

Observacion: Los polinomios de grado 0 en K[z] son exactamente los polinomios constantes
(que no dependen de x). Es decir, gr(P) = 0 si y solo si dpg € K \ {0} tal que P(z) = po
para todo x € K. O
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Definicién 11.4 (Polinomio ménico) Sea P € K[z], P # 0. Diremos que P es mo-
nico si para n = gr(P) se tiene que p, = 1. Es decir, si el coeficiente asociado a la
potencia de x mds grande vale 1.

Ejemplo: Son polinomios moénicos:
= 25+ 32z + 2®
» 5+ 22
» 2”4 52? — 25

11.2 Anillos de polinomios

Sean P, Q € K|z] dos polinomios:
P(x) = Zpkxk, Qx) = Z qra®
k=0 k=0

(recordar que eventualmente hay que “rellenar” con ceros para que ambos polinomios tengan
la misma cantidad de coeficientes)

Por los visto sobre estructuras en conjuntos de funciones, las estructuras (K, +) y (K, )
inducen operaciones en KX, dando lugar a estructuras (K, +) y (KX, ). Especificamente,
dados f,g € KX, se definen f + g, f - g € K de forma que para todo = € K se cumpla que:

f(x) +g(2),
f(x)-g(x).

(f +9)(=)
(f - 9)()

Basandose en la Proposicion |9.16| se verifica facilmente lo siguiente.

Proposicién 11.5 Si (K, +,-) es cuerpo, entonces (KX, +) es grupo abeliano (donde el
neutro es la funcién constante igual a 0), (KX, .) es una estructura algebraica donde - es
asociativa y conmutativa, admite neutro (la funcion constante igual a 1) y distribuye con
respecto a + en KX,

Como los polinomios en K[z] son funciones de K en K, es natural definir su suma y mul-
tiplicacién como la suma y multiplicacién de las funciones en KX que dichos polinomios
determinan. Los siguientes resultados proveen caracterizaciones alternativas de la suma y
producto de polinomios pero en términos de los coeficientes de los mismos.
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Proposicién 11.6 Si P,Q € K[x] son tales que gr(P) =n y gr(Q) = m, entonces (recor-
dando que p, =0 si k> gr(P), y qr =0 si k > gr(Q))

méax{n,m}

(P+Q)@)= Y (o +a)2*

k=0

En particular, P+ Q es un polinomio en K[x] tal que
gr(P + Q) < max{gr(P), gr(Q)}.

Dem. La primera parte es consecuencia directa del hecho que por definicién de + en K]z],
las convenciones adoptadas y propiedades de las sumatarias, se tiene que

max{n,m}

P+Q@ = (X ma) + (L) = > (et a)et

De la Proposicion [11.2] sigue que el k-ésimo coeficiente del polinomio P + Q) es pr + qk.
La segunda parte es consecuencia de que para k > max{n, m}, o py =0 o g = 0. O

Es importante recalcar que en el caso de la adiciéon de polinomios, sélo tenemos una de-
sigualdad, y no una igualdad, en la férmula que relaciona el grado de la suma y el grado de
los sumandos. Un posible ejemplo es considerar P(z) = 1+5z+ 72 y Q(z) = 2+ 8z — 722,
Se tiene que gr(P) = gr(Q) = 2, pero gr(P + Q) = gr(3+ 13z) = 1.

Proposicién 11.7 Si P,Q € K[x] son tales que gr(P) =n y gr(Q) = m, entonces (recor-
dando que p, =0 si k> gr(P) y g =0 si k > gr(Q))

n+m n+m k n+m
P = (S pa)rt = 3 (Vmese)t =3 (Y naet
k=0 =0 k=0 j=0 k=0 0<i<n,0<j<m
i+j=k
En particular, P - @Q es un polinomio en Klz| tal que
gr(P - Q) = gr(P) + gr(Q).
Dem. Es andloga a la demostracion de la Proposicién y queda como ejercicio. O

Aunque quizds no sea del todo evidente, la Proposicién[I1.7] nos sugiere una forma de multi-
plicar polinomios, a saber, considerar los polinomios P(x) y Q(z) como suma de polinomios
de la forma P;(z) = piz’ y Q;(z) = gj27, expandir el producto usando distributividad y
agrupar para cada exponenete k que aparezca aquellos términos P;(z)Q;(x) = pl-qjx”j para
los que i + j = k. Proceder de esta manera resulta mas cémodo que usar la férmula de la
Proposicion

Ejemplo: Si P(z) =1 — 2 + 322 y Q(z) = 2% — 2%, entonces

(P-Q)(z) = 1(z% — 2%) — z(2® — 2*) + 322(2? — 2%

=222t — 2P+ 2%+ 321 — 325

=22 — 23 + 22% + 2° — 325.
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Observemos que las férmula para calcular el grado de una suma y producto de polinomios
también son validas cuando alguno de los polinomios involucrados es el polinomio nulo. En
efecto, si P(z) = 0, entonces (P + Q)(z) = Q(z) y (P - Q)(z) =0, por lo que gr(P + Q) =
gr(@) y gr(P-Q) = —oo. Se observa entonces que las referidas férmulas se satisfacen porque
méx{gr(P), gr(Q)} = max{—o0,gr(Q)} = gr(Q),
gr(P- Q) = gr(P) +gr(Q) = (—o0) + gr(Q) = —oo.

Proposicién 11.8 (K[z],+,-) es un anillo conmutativo con unidad que no posee divisores
de cero.

Dem. Verificaremos sélo algunas partes, las otras quedan como ejercicio.

La unidad de (K[z], +, ) es el polinomio constante P(x) = 1. Observemos que los coeficientes
de este polinomio son
1, sik=0,
Pk =

0, sik#0.
Asi, si Q(z) = qo + 1z + ... + gnx™ € K[z] es de grado n,

P Q@) = (X ) (St = (Saat) 1. Yt
k=0 k=0 k=0 k=0

Verfiquemos que (K[z],+, ) no posee divisores de cero. En efecto, si P, Q € K[z| son tales
que P - @Q = 0, entonces

er(P) +g2(Q) = gr(P - Q) = gr(0) = —oc.

Dadas convenciones aritméticas concernientes a —oo que definimos, al menos uno de los
dos grados que aparecen en la féormula debe valer —oo. Es decir, al menos uno de los dos
polinomios debe ser igual a cero. ([l

Veremos que (K[z],+,-) es un ejemplo de un anillo conmutativo con unidad sin divisores

de cero, que sin embargo no es cuerpo.

Proposicién 11.9 En (K[z],+,-), los tinicos polinomios que poseen inverso son las cons-
tantes no nulas, es decir los polinomios de grado 0.

Dem. Sea P € K|z] de grado 0. Entonces P(z) = py con py # 0. Es facil ver que P posee
inverso, el cual es el polinomio Q(z) = p,' (notar que también es de grado 0).

Sea ahora P € K]z] tal que posee un inverso ) € K[z]. Entonces P - Q = 1, con lo que

gr(P) +er(Q) = gr(P-Q) =gr(1) =0.

Como el grado de un polinomio es siempre positivo (con la excepcién de que valga —o0),
debe tenerse en particular que gr(P) = 0. 0
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Guia Basica

Observacion: En esta guia, K representa al cuerpo R é C.

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

L

o

© o N>

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.
24.

Dos polinomios son iguales si y sélo si sus coeficientes son iguales.
Dos polinomios son iguales si y sélo si tienen al menos un coeficiente en comun.
Si dos polinomios tienen un coeficiente distinto, entonces no son iguales.

El grado de un polinomio P, es el k mas grande tal que el coeficiente p; de P es no
nulo.

El grado de un polinomio P, es el k£ méas pequeno tal que el coeficiente pi de P es
nulo.

Si dos polinomios tienen grados distintos pueden ser iguales.

Si dos polinomios son iguales, entonces tienen el mismo grado.

El grado de cualquier polinomio constante es 0.

El grado de cualquier polinomio constante y no nulo es 0.

El grado del polinomio nulo es —oo

El polinomio P(z) = 1+ z + 22 + 2° es ménico.

El polinomio P(z) = 1 + z + 222 + 2° no es ménico.

El polinomio P(z) = 1+ z + 22 4+ 2% es ménico.

5§ P(&) = Thg et ¥ Qo) = Thooae, entonces (P -+ Q)) = g meaws.
D= opkx y Q(z) = Yj_ ara®, entonces (P + Q)(z) = Y1 _o(pk + qi)z"

Si P(z) =

Si P(x) =3 1 opka® vy Q(z) = Y }_o qxx®, entonces (P - Q)(z) = Y 1_ prqrr”.

Si P(z) = > p_opka® y Q(z) = Dp_, qra®, entonces el k-ésimo coeficiente de (P -
Q)() es Yo pidi-

Si P(z) = S 1 opex® y Q(z) = S°7_, qra”®, entonces el k-ésimo coeficiente de (P

k
Q)(x) es > i_o Pidk—i-
Al sumar dos polinomios, el grado del polinomio resultante es menor o igual al grado
de alguno de los polinomios originales.

Al sumar dos polinomios, el grado del polinomio resultante es siempre menor al grado
de ambos polinomios originales.

Al sumar dos polinomios, el grado del polinomio resultante es siempre igual al grado
de alguno de los polinomios originales.

Existen pares de polinomios que al ser multiplicados generan un polinomio de grado
estrictamente menor que los suyos.

Dado un polinomio no nulo P(z), el grado del polinomio (P(z))? es siempre par.

Dado un polinomio no nulo P(z), el grado del polinomio (P(z))? es siempre impar.
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25.
26.

(K[z], +, ) es un anillo conmutativo con unidad.

La unidad en (K]z],+, ) es el polinomio nulo.

27. La unidad en (K|z],+, ) tiene grado 0.
28. (K]z],+,-) no es cuerpo.
29. (K[x],+,-) no es cuerpo, pues posee divisores de cero.
30. En (Klz],+, "), todo elemento tiene inverso (para -).
31. En (Klz],+, ), todo elemento con grado menor o igual a 0 tiene inverso (para -).
32. En (Kiz],+, ), todo elemento con grado igual a 0 tiene inverso (para -).
Guia de Ejercicios
1. Estudie si se tiene o no la igualdad entre los siguientes polinomios:
a) Plx) ==z +233 +32%24+42+5y Q(x) = —4(z* —1)—-2(2® —z) — (2® —2) + 42 +5.
b P =o' ~at 4 et 1y Q) = () - -0 ) a1
c) P(x) —4:U —203 4222 —224+1y Q(z) = ( —1)+0- (23 —z)+4(2® —x) -2 +1.
Q) Pa) = 0 +a? £+ 1y Qe) = (' = 1)+ (&8 —2) + (22 ~2) £ +2.
e) P(x) =22 — 234522 +42+3y Q(x) = 2(2* —1) — (23— 2) +3(2% — x) + 42 +3.
2. Determine un caso en el que, dados dos polinomios P, Q € K|[z], se tenga que gr(P +
Q) < max{gr(P),gr(Q)}. ;Por qué nunca sucede que gr(P - Q) < gr(P) + gr(Q)?
3. Determine la relacion entre el grado del polinomio P A @ y los grados de Py @, en
los siguientes casos:
a) A =+.
b) A=
¢) A=
d) En cada caso anterior, pero considerando que los grados de Py @ son iguales.
Guia de Problemas
1. (30 min.) Dado un polinomio P(x) = > 1_, pxz* se define L(P Z kprxt™

a) Determine el grado de L(P)(z).

b) Demuestre que si P(z), Q(z) son polinomios de grado n y m respectivamente,
entonces L(P-Q) =L(P)-Q+ P - L(Q).

¢) Pruebe por induccién sobre n, que si P(z) = (x — d)", entonces L(P)(z) =
n-(x—d)" L
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— SEMANA 15:

Ingenieria Matematica
’ FACULTAD DE CIENCIAS
A® - FISICAS Y MATEMATICAS
gL 4 UNIVERSIDAD DE CHILE
Polinomios

11.3 Raices y factorizacién

Al ser (Klz],+,-) un anillo, ocurre un fenémeno similar al de Z: Las divisiones deben
considerar un posible resto.

Teorema 11.10 (Teorema de la Divisién) Sean P,D € K[z] con D # 0. Entonces
existe un unico par Q, R € K[z| tal que

(1) P=Q-D+R.

(1) gr(R) < gr(D).

Observacién:

= La ecuacién se llama divisién con resto de P por D.
= Kl polinomio () se llama cuociente.
= El polinomio R se llama resto.
» Cuando R = 0, diremos que D divide a P, lo cual notaremos D | P, al igual que en
N\ {0}. Es decir,
D|P < (3Q €Kz], P=Q-D).
O

Para probar el Teorema de la Division, usaremos un método de divisiéon similar al que
conocemos en Z y que ejemplificaremos a continuacién:

Ejemplo: Calculemos la divisiéon de P(x) = 323 + 22 — 2 por Q(z) = = — 4.
3234222 x—4 =

Para obtener el cuociente, debemos preguntarnos por qué multiplicar el término de mayor
exponente de x — 4 para obtener el término de mayor exponente de 3z3 4+ 2z — 2. Es decir,
por qué multiplicar « para obtener 3z3. La respuesta es 322. Entonces

3x3 42 —2 : x —4 = 312

—(323-122?)
1222 42 -2
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El término 322 — 1222 corresponde a la multiplicacién de 3z2 por el divisor « — 4, y aparece
restandose para calcular el resto parcial correspondiente. El polinomio 1222 + 22 — 2 es el
resultado de calcular la resta entre el polinomio original y el término recién obtenido.

El proceso continta, iterativamente: = debe ser multiplicado por 12z para obtener 12z2, asf
que sumamos 12z al cuociente parcial 322 que llevdbamos.

323 42¢ -2 : x—4 = 3224122
—(3z3—-1222)
1202 422 —2
—(122%—487)
50z —2

En cada etapa vamos calculando un nuevo resto parcial, y detenemos el proceso cuando este
resto tiene grado menor que el de x — 4:

323 42 -2  : z—4 = 3224122450
—(323-122?)
1222 +2x -2
— (1222 —48x)
50x -2
—(502—200)
198

Obtenemos asi que el cuociente de esta divisién es Q(z) = 3z + 12z + 50, y el resto es
R(z) = 198. En términos del Teorema de la Divisién, podemos entonces escribir

323 + 20 — 2 = (z — 4)(32° + 12z + 50) + 198.

¢

Dem. (Teorema de la Divisién): Primero probaremos la existencia de @) y R. Proce-
demos por induccién en gr(P) > gr(D) — 1.

Caso base: Si gr(P) < gr(D) — 1, entonces basta notar que P =0-D + P. De donde Q =0
y R = P, satisfacen las condiciones del enunciado.

Suponemos entonces que el resultado es cierto si n — 1 = gr(P) > gr(D). Supongamos
que P es tal que gr(P) = n. Del procedimiento de divisién ejemplificado anteriormente,
si m = gr(D), entonces P'(z) = P(z) — I~ D(z)z"~™ es tal que su n-ésimo coeficiente es
DPn — %dm = 0. Luego, P’ es de grado estrictamente menor que n. Por hipdtesis inductiva
aplicada a P’, obtenemos que existen @', R’ € K|[z|, gr(R’) < gr(R) tales que P’ = Q"-D+R/.
Reemplazando por la definicién de P’ y despejando,

P(z) = P'(z) + %D(x)x"*m — (Q'(z) + g—;x“*m) - D(x) +£’@ =(Q-D+ R)(x).

Q(x) ()

Los polinomios @ y R satisfacen las condiciones del enunciado.
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Resta ahora probar la unicidad de dichos polinomios. Supongamos que tenemos dos des-
composiciones (y probemos que son la misma):

P=Q1-D+Ri=Q2-D+ R».

En donde gr(R;) < gr(D) y gr(R2) < gr(D). Reagrupando, obtenemos (Q1 — Q2) - D =
Ry — R;. Pero, como gr(Rs — R1) < max(gr(R2),gr(R1)) < gr(D), entonces

gr(D) > gr((Q1 — Q2) - d) = gr(Q1 — Q2) + gr(D),
lo cual sélo puede ocurrir si gr(Q; — Q2) = —o0, 0 sea, @1 — Q2 = 0. Como consecuencia,

Ry — R; =0-D = 0. Concluimos entonces que @1 = Q2 y R1 = Ro. O

Teorema 11.11 (Teorema del Resto) Sean P € Klz] y ¢ € K. El resto de dividir P
por el polinomio (x — ¢) es exactamente P(c).

Dem. Por el Teorema de la Divisién, existen unicos @, R € K|z] con gr(R) < 1 tales que

P(z) = Q(z)(x — ¢) + R(x).

Como gr(R) < 1, existe rg € K tal que R(x) = r9. Evaluando la relacién de divisién antes
obtenida en x = ¢, obtenemos

P(c)=Q(c)-0+ro

por lo que el resto vale ro = P(c). O

Definicién 11.12 (Raiz) Diremos que ¢ € K es una raiz del polinomio P € K[z] si
P(c) = 0.

Proposiciéon 11.13 c € K es raiz de P <= (x —c¢) | P(z).

Dem.

=) Sabemos que P(c) es el resto de dividir P por (z — ¢), es decir existe @ € K[x] tal que
P(z) = Q(z)(x — ¢) + P(c).

Como c es raiz de P, se tiene que P(c) = 0,y asi P(z) = Q(z)(x—c) conlo que (x—c) | P(x).

<) Si (x — ¢) | P(x), entonces existe @ € Kiz] tal que P(z) = Q(z)(x — ¢). Luego,
P(c) = Q(c) -0 =0y por lo tanto c es raiz de P. O

Se tienen las siguientes propiedades:

Proposicién 11.14

(1) Sici,ca,...,cx son raices distintas de P, entonces (x —c1)(x —ca) -+ (x —¢x) | P(x).
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(i1) Si P € K[x] es tal que gr(P) =n > 1, entonces P posee a lo mds n raices distintas.

(1) Seann >0, y P,Q € K[z] tales que gr(P) < n y gr(Q) < n. Si P y Q coinciden en
n + 1 puntos distintos, entonces son iguales (como polinomios).

Dem. Demostraremos |(I)| y La parte se obtiene como consecuencia de |(11)| apli-
candola al polinomio (P — Q).

Para Por induccién en k. El caso k = 1 corresponde a la Proposicién [11.13

Supongamos que k > 1. Sean ¢y, ca, ..., cg raices distintas de P. Por hipétesis inductiva,
(r—c1)(x—c2)...(x — k1) | P(x)
o, equivalentemente, existe @ € K[z] tal que P(z) = Q(z)(z —c1)(z —¢2) -+ - (x — ¢cj—1)-

Como ¢j, también es raiz de P, obtenemos que 0 = P(cy) = Q(ck)(ck —c1)(cx —c2) - -+ (e —
ck—1). Gracias a que los valores ¢; son todos distintos, y que estamos trabajando en un
cuerpo por lo que todos los elementos no nulos son cancelables, sigue que Q(cx) = 0, y
concluimos que ¢y, es raiz del polinomio Q. Asi, (z — ¢;) | Q(z), y existe Q' € K[z] tal que
Q(z) = Q'(z)(x — ¢x). Reemplazando esto en la descomposicién de P, nos queda

P(x) =Q(z)(x —c1)(x —c2) - (x — cg).
Es decir, (z —c1)(x —c2) - (x — ¢) | P(x).
Para Sea k el ntmero de raices distintas que posee P, y sean c1,...,c estas raices.
Aplicando Teorema de la Divisién, tenemos que existe @) € K[z] tal que P(z) = Q(z)(x —
c1) -+ (x — ¢x). Luego,
n=gr(P)=gr(Q) +er(z—c)+...+gr(z—c)
de donde obtenemos que n = gr(Q) + k pues gr(z — ¢;) = 1 para i € [1..k].

Como gr(P) = n > 1, entonces P no puede ser el polinomio nulo. Asi, ) tampoco puede
ser el polinomio nulo (razonar por contradiccién), y por lo tanto gr(Q) > 0. Luego, k =
n —gr(Q) < n —0=n. Es decir, P posee a lo més n raices distintas. O

Teorema Fundamental del Algebra

En la seccion anterior vimos un resultado que dice que un polinomio de grado n posee a lo
mas n raices distintas, pero deja la posibilidad abierta de que pudiera no tener raices.

Cuando consideramos raices en R, el caso puede darse. Tan s6lo consideremos P(x) = 1+z2.
Las raices de este polinomio son ¢ y —i, sin embargo éstas no son reales, sino complejas. El
polinomio P no posee raices en R.

El Teorema Fundamental del Algebra da una version general de este caso, generalizando
ademas el resultado de la seccién anterior.

Teorema 11.15 (Teorema Fundamental del Algebra (TFA)) Si P € Clz] es tal que
gr(P) =mn > 1, entonces P posee al menos una raiz en C.
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No demostraremos rigurosamente este teorema, ya que para eso requerimos herramientas
més avanzadas. Sin embargo, al final de este apunte esbozaremos un argumento que en
parte explica porque debiese ser cierto el TFA. Antes, estudiaremos algunas aplicaciones y
consecuencias del citado teorema.

Factorizacién en C

Proposicién 11.16 Si P € Clz| es tal que gr(P) = n > 1, entonces existen valores
a,C1y...,cm € C y naturales Uy, ..., 1, > 1 tales que gr(P) =11+ ...+l y

P(r) = oz — Cl)ll co(x— cm)lm

donde o = py,.

Dem. Como gr(P) > 1, utilizamos el TFA para encontrar r; € C que es raiz de P. Entonces,
para algin Q1 € Clz], se tiene que

P(z) = Q1(z)(x —r1).

El grado de Qi es gr(Q1) = gr(P) —gr(z —r1) =n—1. Sin —1 > 1, entonces podemos
seguir aplicando el TFA, esta vez a 1. Asi, existe una raiz ro € C de @1, por lo que debe
existir un Q2 € Clz] tal que

P(z) = Q2(x)(z — 1) (z — 12).
Si continuamos iterando este proceso mientras gr(Q;) > 1, llegamos a una descomposicién
P(x)=Qn(x)(x—ri)(z—712)...(x —1y)

donde ry,...,m, € Cy @ € C[z] es de grado 0. Por lo tanto, Q,(z) = o donde « es un
valor fijo en C.

Para terminar de escribir la descomposicién deseada, notamos que los valores 7; no necesa-
riamente son distintos, asi que los agrupamos de modo que el valor ¢; € C aparece [; veces.
Ast P(z) = a(z —c1) - (z — )™,

Queda como ejercicio para el lector demostrar que el complejo o que aparece en la descom-
posicién de P es exactamente su coeficiente p,. O

A continuacion, veremos propiedades de las raices complejas de polinomios a coeficientes
reales.

Proposicién 11.17 Sea P € Clz]| tal que todos sus coeficientes estan en R. Si z € C es
una raiz de P, entonces el conjugado Z también es raiz de P.

n n
Dem. Sea P(z) = Zpk:vk donde p; € R para k =0,...,n. Luego, P(z) = Zpk(f)k.
k=0 k=0
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Observemos que, como pi € R, entonces pp = pg, y asi, para todo k € [0..n], se tiene que
Pi(2)F = prz*. Luego,

P(z) =) pt =) ppak = P().
k=0 k=0

Como z es rafz de P, entonces P(z) =0, y asi P(Z) =0 = 0, con lo que z también es raiz
de P. O

Factorizacién en R

Proposicién 11.18 Si P € Rlx] es tal que gr(P) = n > 1, entonces existen valores
&, Cly -3 Cmy P1,41,D02,42 - - - Ps, 4s € R tales que

Px)=a(z —c))(x—c2) - (z — cn) (2 + prz + q) (@ + pox + q2) - - - (2% + ps + qs).

En donde c1, ..., cm son las raices reales de P, los polinomios x> +prz—+qi, . .., x2+psx+qs
(con posible repeticion) no tienen raices reales y « es el coeficiente p, de P.

Dem. La demostracion se basa en la existencia de la descomposicién garantizada por la
Proposicién|11.16 salvo que consideramos primero todas las raices reales de P (posiblemente
repetidas), obteniendo:

Plx)=(z—c1)(x—c2)...(x — cn)Q(x).

Luego, por cada raiz compleja z € C\R de P, por la Proposicién[11.17]y dado que P € R[z],
sabemos que Z es también raiz de P. (Notar que z # Z porque z no es real.)

Asi, (x — 2) y (x — Z) dividen a P. Luego, de la parte |(1)| de la Proposicién [11.14] se tiene
que (x — z)(x — Z)|P. Pero, como z +%z =2Re(2) e Ry 2 -z = |2|> € R,

2

(z—2)(z—%)=2°— (2 4+ 2)x + 2Z = 22 — 2Re(2) - z + |2]? € R[z].

Repitiendo el argumento para las otras raices en €\ R de @) obtenemos la descomposicién
buscada. O

Polinomios a coeficientes enteros

Proposicién 11.19 Sea P € Rlz]. Si & € Q (r y s primos relativos) es una raiz de P,
entonces r|po Yy S|pn.

Dem. Como 3 es raiz de P,
P(5) =pu(5)" +pn-1 (5" T+ 4 pi(5) 20 =0,
— r(pnr"*1 + PS4 4 s"flpl) = —pps™.

De aqui, r divide a —pgs™. Sin embargo, como r y s son primos relativos, r y s también lo
son. Luego, necesariamente r|pg. Queda propuesto como ejercicio probar que s|p,,. 0

El siguiente corolario es util para explorar cudles son las raices enteras de un polinomio
monico con coeficientes enteros.
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Corolario 11.20 Si P € R[x] es mdnico, con coeficientes py, .. .,pn—1 € Z, entonces toda
raiz racional de P es entera y divide a pg.

Ejemplo: Consideremos el polinomio (ménico y con coeficientes enteros) P(z) = 23+ 622 —
3z — 4. Gracias al resultado anterior, sabemos que toda raiz x € Q de P, debe ser un entero
y ser divisor de pg = 4. Luego, si € Q es raiz de P, entonces z € {£1, £2, +4}. Podriamos
evaluar P en x = 1,534 para ver si es raiz. ;Pero para qué? Lo anterior nos dice que eso
seria tiempo perdido. O

11.4 Esbozo de demostracién del TFA

De acuerdo a lo comprometido, en esta seccién daremos una justificacién informal,
pero ojala convincente, de porqué se cumple el Teorema Fundamental del Algebra. El
teorema nos dice que si P es un polinomio a coeficientes complejos, es decir P € CJz],
cuyo grado es positivo, entonces P admite al menos una raiz en C.

El argumento que discutiremos es de tipo geométrico. Especificamente, se basa en el
estudio de ciertas curvas (en el plano complejo) asociadas al polinomio P, y que de-
finimos a continuaciéon. Sea p € R, p > 0y P, : [0,27r] — C la funcién definida
por P,(0) = P(pe'?). Observar que P,(f), a medida que § toma valores entre 0 y 27,
describe una curva en el plano complejo. De hecho, la curva es cerrada, puesto que
P,(0) = P(p) = P,(2m). El conjunto de puntos de la curva los denotaremos, abusando
notacién, por P, = {P,(0) | 6 € [0,2x]} C C. Claramente, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(1) El polinomio P admite una raiz en C.
(11) Existen p, > 0y 0, € [0, 27] tales que P,, (0) = 0.
(1) Existe px > 0 tal que el origen O del plano complejo pertenece a P,, .

Concretamente, consideremos un polinomio particular, especificamente
P(z) =23 + %22 + iz + 3e"™/4.

Observemos que si z es tal que |z| es “muy pequeno”, digamos “casi” igual a 0, entonces

es de esperar que los términos 23, %zQ e iz de P(z) sean en médulo “mucho menores”

que 3¢/, o sea, es de esperar que P(z) sea “casi” igual a 3¢’™/4. De hecho, notar que

si |z] <1, por desigualdad triangular y dado que [|i| =1,
[P(2) — 364 = |8 + 122 + i2] < [2%] + 312 + fll2] = |#I2 + L[#f + ]| < 3.

En palabras, si |z| < 1, entonces P(2) estd dentro de un disco Dj /o de radio 5 y centrado
en 3e™/4 (ver Figura . En particular, la curva P; estd completamente contenida en
D5/2 .
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Figura 26: Ilustracién de las curvas P; y Pa (lineas continuas) asociadas a P(z) =
B+ 124z + 3¢/, de la curva Qs (linea segmentada) asociada a Q(z) = 2 + 3¢/4
y de los discos D5,y (gris oscuro) y Da (gris claro).

Por otro lado, observemos que si z es tal que |z| es “muy grande”, ahora uno espera que
) )
los términos %22, iz y 3e'™/* sean en médulo “muy pequenos” en comparacién con z° y

por lo tanto también en comparacién con 2% + 3¢7™/4. De hecho, si |z| = 2,
|P(2) — 2% — 3e"™/4| = |122 +iz| < 1122 + Ji]|2| = 4. (3)
Denotemos el polinomio 2% + 3¢™/4 por Q(z). Definimos, asociado a @ la funcién Q, :
[0,27] — C y la curva Q, C C andlogas a como lo hicimos para P. De (3)), sigue que
si 0 € [0, 27],
|Q2(0) — P2(6)| < 4.

Maés atin, notar que Qs(0) = 8¢? 1 3¢/ por lo que Qy geométricamente corresponde
a una circunferencia de radio 8 centrada en 3ei™/4 (ver Figura . Luego, (3) nos
dice que todo punto en la curva P esta a distancia a lo mas 4 de algin punto de la
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circunferencia Q. Esto implica que todo punto de Ps se encuentra fuera del disco Dy
de radio 4 y centrado en 3¢'™/* (ver nuevamente Figura .

Un punto importante a destacar es que si bien observamos que Qs es una circunferencia,
el estudio de la funcién Qy(#) = 8¢¢ + 3¢'™/* nos permite inferir que a cuando 6 va
de 0 a 27 la expresién Qo(f) = 8¢ + 3¢'™/* da 3 vueltas en torno a 3¢”™/* y a una
distancia 8 de dicho punto. Como 3¢™/* esta a distancia 3 del origen O del plano
complejo, necesariamente debe tenerse que cada una de las 3 vueltas es también en
torno al origen (ver Figura [26)).

En resumen, el origen O queda en el exterior de la curva P; pero al interior de la curva
P5. Es razonable suponer que si uno hace variar p de 1 a 2 la curva P, se deforma de
manera “continua y suave” de P; a Ps. En particular, la deformacion es tal que una
curva no puede “saltar” sobre el origen O, sino que alguna debe pasar “sobre” el origen
O. Es decir, debe existir un p, € [1,2] tal que el origen O pertenece a P, . Esto es
equivalente a decir que para algin p, € [1,2] y 6, € [0,27] se tiene que P(p.e?) = 0.
Es decir, jel polinomio P tiene como raiz a z = p,e'?«!

Caso general

Para el caso general de un polinomio P € Clz] de grado n > 0, uno siempre puede
suponer que P es moénico, pues de lo contrario basta dividir por p, y obtener un
polinomio ménico con el mismo conjunto de raices que el original. Si el término constante
po = 0, entonces no hay nada que hacer, puesto que P(0) = po = 0 y 0 es raiz de P.
En lo que sigue asumimos que pg # 0.

La unica dificultad para generalizar el argumento de la parte anterior es como escoger
adecuadamente el intervalo de valores en que variar el pardmetro p de la seccién pre-
via. Es claro que dicho intervalo esta de alguna manera relacionado al médulo de los
coeficientes de P. Veamos como.

Primero observamos que por desigualdad triangular y por la formula de la suma de una
progresiéon geométrica, si |z| < 1/2,

n
—po‘ = ‘Zpkzk
fe=1l

< il L ! ' :
(krerﬁntx \pk\)IZ\ o = \Z\kgfg?;]lpk!

n
gZ!pkz’“|§ D |Pk| Z} *

II”

Luego, si p < po = |pol|/(4méxyep ) |px]), entonces para todo 6 € [0, 2pi],

[P0 (8) — po| < %lpol,

o sea, la curva P,, esta completamente contenida en el disco D,, centrado en pg y
de radio |pg|/2. Como el origen no pertenece a D,,, sigue que el origen O del plano
complejo esta en el exterior de la curva P, .

Por otro lado, si definimos Q(z) = 2™ + pg, recordando que P es ménico con coeficiente
constante pg, por desigualdad triangular y la férmula para la suma de una progresién
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geométrica, sigue que cuando |z| > 1,

n—1 n—1 n—1
n— , 1
P~ Q)] < 3 e = o S o0 < (e ) S 7
k=1 k=1 €[t..n—1] j=1
1 1—|z77 1
_ n a L LEET T n 3 '
12 (kel[{l.?;zx—l] s lz|  1—|z|71 — 12 (keﬁl.%zx—l] 2 |z| — 1

Luego, si p > p1 = 1 + (3/|po|) méxye1. ) [Pk|, entonces para todo 6 € [0, 27],

‘Ppl (9) - QPI (9)| < p?%’pda

Observando que Q,, es un circunferencia de radio p} centrada en py, y argumentando
como el el caso particular visto en la seccién anterior, se concluye que al variar 6 entre
0 y 2m el punto Q,, () gira n veces en torno a pg “arrastrando” consigo a P, (0) y

encerrando el origen O del plano complejo en el interior de la curva P, .

Para concluir, se argumenta como antes, es decir, hacemos variar p entre p; y p2 y bajo
los supuestos de “continuidad y suavidad” concluimos que debe existir p, € [p1, p2] tal

que O € P,,. Luego, existen p, > 0y 6, € [0,27] tales que z, = p*eie* es raiz de P.
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Guia Basica

Observacion: En esta guia, K representa al cuerpo R é C.

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

1. Si P,D € K[z] y D # 0, entonces existen @, R € K[z] tales que P =Q - D + R.
2. Si P,D € K[z] y D # 0, entonces existe Q € K|[z] tales que P =@ - D.
3. Si P,D € K[z] y D # 0, entonces existen @, R € K|z| tales que P =@ - D + R, con
gr(D) > gr(R).
4. Para cualquier P € Kz] y ¢ € K, el resto de dividir P por (x — ¢) es siempre cero.
5. Para cualquier P € K[z] y ¢ € K, el resto de dividir P por (z — ¢) es P(c) — c.
6. Para cualquier P € K[z] y ¢ € K, el resto de dividir P por (x — ¢) es P(c).
7. c€ Kesraiz de P € KJz] si y sélo si P(c) = c.
8. ce€ K esraiz de P € K[z] siy sélo si P(c) = 0.
9. c€ K esraiz de P € KJ[z] siy sélo si el resto de dividir P por (x + ¢) es cero.
10. ¢ € K es raiz de P € K[z] si y sélo si el resto de dividir P por (z — ¢) es cero.
11. Si ¢, ¢,. .., ¢, son raices distintas del polinomio P, entonces (x —¢1)(x —¢2) ... (v —
cx) | P(x).
12. Si ¢, ¢, ..., ¢k son raices distintas del polinomio P, entonces (z + c¢1)(z +c2)...(z+
ck) | P(x).
13. Si ¢, ¢9,. .., ¢k son raices distintas del polinomio P, entonces (z —c¢1)(x —c2)...(z —
¢k) — P(x) es siempre el polinomio nulo.
14. Un polinomio P € K[X] de grado n > 1, posee a lo més n raices distintas.
15. Un polinomio P € K[X] de grado n > 1, posee al menos n + 1 raices distintas.
16. Existen polinomios no nulos de grado n > 1, con n + 1 raices distintas.
17. Si dos polinomios de grado n > 1 tienen el mismo valor en n + 1 puntos, entonces son
iguales.
18. Si dos polinomios de grado n > 1 tienen el mismo valor en n puntos, entonces son
iguales.
19. Si un polinomio que tiene grado a lo mas n > 1, toma el mismo valor en n puntos,
entonces es un polinomio constante.
20. Si un polinomio que tiene grado a lo mas n > 1, toma el mismo valor en n + 1 puntos,
entonces es un polinomio constante.
21. El Teorema Fundamental del Algebra senala que todo polinomio en C[X], de grado
n > 1, tiene al menos una raiz en R.
22. El Teorema Fundamental del Algebra senala que todo polinomio en C[X], de grado
n > 1, tiene al menos una raiz en C.
23. El Teorema Fundamental del Algebra seniala que todo polinomio en R[X], de grado

n > 1, tiene al menos una raiz en R.
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24.

25.

26.

27.

28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.

41.

42.

43.
44.

45.
46.

Sea P € C[X] con grado n > 1, entonces existen ¢1,...,¢n € Cy ly, ..., L, > 1, tales
que P(z) = (z —c1)' (z — c2)2 ... (x — ).

Sea P € C[X] con grado n > 1, entonces existen «,c1,...,¢m € Cy ly,...,0n > 1,
tales que P(z) = a(z — c) (z — c2)2 ... (z — cp)bm.
Sea P € C[X] con grado n > 1, entonces existen a,cq,...,¢m € Cy ly,..., 0L, > 1,
tales que P(z) = oz +c1) (x + )2 ... (7 + cpp)lm.
Sea P € C[X] con grado n > 1, entonces existen «,c1,...,¢n € Ry l1,...,0n > 1,
tales que P(z) = ax — c1) (x — )2 ... (z — cp)lm.

Dado P € C[X], si z € C es raiz de P, entonces Z también lo es.
Dado P € R[X], si z € C es raiz de P, entonces Z también lo es.
Dado P € R[X], si z € C es raiz de P, entonces —z también lo es.
Dado P € C[X], si z € C es raiz de P, entonces —z también lo es.
Existe P € R[X] de grado 3, con 3 raices en C\ R.
No existe P € C[X] de grado 3, con 3 raices en C \ R.
Existe P € R[X] de grado 4, con 4 raices en C \ R.
Existe P € R[X] de grado n > 1, con exactamente una raiz en C\ R.
Todo P € R[X] de grado n > 1, tiene un nimero par de raices en C \ R.
Todo P € R[X] de grado n > 1, tiene un nimero impar de raices en C \ R.
Todo P € R[X] tiene al menos una raiz real.

[X]

Todo P € C[X] tiene al menos una raiz compleja.

Si po,...,pn € Z son los coeficientes de P € R[X], entonces el numerador en la
escritura © de toda raiz Q de P, divide a po.
Si po,...,pn € 7Z son los coeficientes de P € R[X], entonces el denominador en la
escritura ¢ de toda raiz Q de P, divide a po.
Si po,...,pn € Z son los coeficientes de P € R[X], entonces el denominador en la

escritura © de toda raiz Q de P, divide a pj,.
Existe un polinomio ménico con coeficientes enteros que tiene a % como raiz.

Las tunicas raices racionales posibles de un polinomio ménico con coeficientes enteros
son numeros enteros.

El polinomio P(z) = 172 + 52! — 32° + x — 1 tiene como raiz a 1/2.

El polinomio P(z) = 2'6 4 528 — 322 + = — 3 tiene como raiz a 2.

Guia de Ejercicios

Dado el polinomio P(x) = z° — 222 + 1, dividalo por los siguientes polinomios D, para
obtener P = (@Q - D + R. En cada caso, explicite los polinomios @ y R.
a) D(x) = 2°.
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b) D(z) =«
¢) D(z) =23
d) D(z) =2% -3z + 1.
e) D(z) =z —1.
. Considere P(z) = Y pra* € R[z], pruebe que si > 7_,px = 0 entonces z = 1 es raiz
k=0

de P.

. Encuentre las raices de P(z) = z* — 23 4 222 — 22.
Indicacion: Trate de encontrar una raiz por tanteo y luego use division.

. Considere el polinomio P(z) = 2° — 323 + 2?2 + 2z — 4.

a) Encuentre un conjunto A C Z, tal que toda raiz x € QQ de P pertenezca a A.
Indicacion: Use los resultados para polinomios con coeficientes enteros.

b) Encontrar todas las raices de P en Q).
Indicacién: Le basta buscar en el conjunto A, encontrado en la parte (a).

. Para cada polinomio P, determine el cuociente y resto de dividir P por (z — 2). jEs
x = 2 raiz de estos polinomios?

a) P(z) =223 — 2% —z + 1.
b) P(z) =5z + 2% — 32% —x + 1.
¢) P(z) = 2% — 423 + 2% — 30 + 2.
d) P(x) =32% — 522 —z — 2.

Guia de Problemas

. (30 min.) Sea P(z) = 2% + a2% + bz + ¢ un polinomio con raices a, 3, v € C. Pruebe
que:

afy=—c, aftay+pfy=0b, a+f+y=-a
y use esto para encontrar las raices del polinomio Q(z) = 23 —1122+442—112 sabiendo
que tiene una raiz compleja (i.e en C \ R) de médulo 4.

. (30 min.) Sabiendo que la ecuacién 23 — 922 + 33z = 65 admite una solucién C\ R de
modulo /13, determinar todas las soluciones (en C) de la ecuacién.

. (30 min.) Si n = 3k 1 para algin k € N, probar, sin usar induccién, que z?® + 1 +
(x4 1)®" es divisible por 2% + z + 1.

. (30 min.) Sea P(x) = po +p1z + ... + pp_12™ L + 2", con py,...,pn_1 € C, tal que
P(z) tiene n raices distintas en C y si z € C es raiz de P(x), entonces su conjugado
z también lo es. Demuestre que pog,...,pn—1 € R.

Indicacién: Estudie el producto de polinomios (z — z)(x + z) donde z € C.

. (30 min.) Sean P(z) € C[X], gr(P(z)) >4, a,b,c € R, con b # 0. Se sabe que:

» El resto de dividir P(z) por (22 — b?) es cx.
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» El resto R(z), de dividir P(x) por (22 — b%)(z — a) es un polinomio ménico, es
decir, el coeficiente asociado a z™, donde n = gr(R(z)), es igual a 1.

a) Determine los valores P(b) y P(—b).
b) Justifique que gr(R(z)) < 2.
¢) Determine R(x).

6. (15 min.) Sean F,G,H, R, R’ € K[z] polinomios tales que G, H # 0. Si el resto de
dividir F por G - H es R y el resto de dividir R por G es R, determine el resto de
dividir F' por G.

7. (30 min.) Sea P(x) = 2® + ax® + bx + ¢ un polinomio con coeficientes en R. Sea R(z)
el resto de la divisién de P(z) por (x—1). Si R(4) =0y x = i es raiz de P(z), calcule
a, by c.

8. El objetivo de este problema es probar el Teorema de Interpolacién. Sea K cuerpo,
n € N\ {0}, z1,...,2n,y1,...,yn € K, con z; # xj si j # k. Entonces existe un
unico polinomio P de grado menor o igual a (n — 1) en K[z] tal que Vj € [1..n],
P(xz;) = y;. Llamemos a este polinomio, polinomio de interpolacién de la familia

({5} i=1s {y5}=1)-

a) (20 min.) Suponiendo la existencia de P(z), demuestre la unicidad.

b) (40 min.) Para cada j € [1..n] definimos:

er[l..n]:k;éj (.%' - JZk)

- € K[z].
er[l..n]:kyéj(xj — o)

li(z) =

1) Determine el grado de j(x) y pruebe que para todo j y r € [1..n],

1, sij=r,
0, sij#r.

Li(wy) = 05 = {

2) Demuestre que P(z) = 37, y;l;(z) € K[z] es el polinomio de interpolacién
para la familia ({z;}7_;, {y;}7_1)-

9. Sea J, = {P(z) € R[X] | gr(p) < 2,po = 0,p1 # 0}. En J; se define la L.c.i. A a
través de P(z) A Q(z) = c1x + coz? en que Y1t ciz’ = P(Q(x)).

a) (20 min.) Probar que (J2,A) es grupo no abeliano.

b) (20 min.) Sea f : Jo — R\ {0} tal que f(p1x + paz?) = p1. Probar que f es un

 epimorfismo de (J2, A) en (R \ {0},-).

¢) (20 min.) Sea H = {P(x) € J; | p2 = 1}. Probar que (H, AA) es subgrupo abeliano
de (JQ, A)
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