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P1.- (P1 Control 3, Afio 2008)
a) Se define la relaciéon R en R\ {0} por:
TRy < xy >0
Demuestre que R es una relacién de equivalencia. Calcule el conjunto cuociente (R \ {0})/R.

b) Sea E un conjunto no vacio y considere k € P(FE) fijo, con K # ¢. Se define en P(E) la relacion Ry por:
ARk B < BNK CA.

1) Pruebe que R es refleja y transitiva.
2) Proponga un conjunto K € P(FE) de modo que Rx sea una relacién de orden. Justifique.

P2.- (P3 Control 2, Afio 2006)

a) Sea E un conjunto y A # ¢ un subconjunto fijo de E. Se define en P(F) la relacién R por:
XRY <= AnX=ANnY

a.1) Demuestre que R es relacién de equivalencia.
a.2) Demuestre que el conjunto cuociente P(E)/ R = {[X] | X € P(4)}.
a.3) Demuestre que para X, Y € P(A) se tiene que X #Y = [X]| # [Y].
b) Sea f : A — B una funcién y 7 una relacién de orden en B. Se define la relacién 2 en A como zQy <
f(z) T f(y). Demuestre que € es relacién de orden en A, siy sélo si, f es inyectiva.

P3.- (P2 Control 2, Afio 1997)
Sea Q una relacién en R. Se define el conjunto A = {f : N — R | f es funcién}.
Ademsés definimos la relacién R en A por:

fRg < (3n>0)Vke{0,...,n}) f(k)Qg(k)
a) Pruebe que fRg < f(0) Qg(0).

b) Probar que si R es una relacién de orden, entonces Q es una relacién de orden.
¢) Probar que si Q es una relacién de equivalencia, entonces R es también una relacién de equivalencia. Ademaés

pruebe que la funcién ¢ : A/R — R/Q que asocia a cada clase de equivalencia [f]g la clase de f(0) con
respecto a Q, es decir, ¢([f]r) = [f(0)]o, es una inyeccion.

P4.- (P3 Control 2, Afio 1998)
Sea A un conjunto no vacio y f : A — A una funcién biyectiva. Denotaremos por f~! a la inversa de f. Paran > 1
definimos f( como la composicién de f con ella misma n veces y si n < 0 definimos f(™ = (f~1)("D. Si n =0,
ponemos (0 =1Td,.
Considere la relacién en A definida como:

Ry < (@AneclZ) fM)=y

a) Probar que R es una relacion de equivalencia.

b) Considere p € N\ {0} fijo. SiA=Q y f:Q — Q. Se define por f(p) = p- ¢, calcular la clase de equivalencia
de 0 y de 1 con respecto a R.
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P5.- (P1 Control 2, Afio 1999)
Considere el conjunto A = Z x Z. Se define la relacién R en A por:
(a1,a2) R (by1,b3) < aj + as — by — by = 2k para un cierto k € Z

a) Pruebe que R es una relacion de equivalencia.

)
b) Calcular explicitamente [(0,0)]r v [(1,0)]%.
¢) Pruebe que A = [(0,0)]z U [(1,0)]&.

d) [Propuesto, es media dificil] Pruebe que existe una biyeccién f : [(1,0)]g — [(0,0)]%.

P6.- (P2 (i) Control 2, Ao 1999)
Considere una relaciéon de orden R definida sobre el conjunto E. Definimos una nueva relacion R* en E x E por:

(a,)) R* (¢,d) <= (a#cANaRc)V(a=cAbRA)
Pruebe que R* es una relaciéon de orden.

P7.- (P2 Control 2, Afio 2002)
Sean los conjuntos:

F={f:N—Ztalque (VieN)|fi+1)— f(i)|=1} y Fo={f¢€F tal que f(0) =0}
Se definen en F las relaciones <y ~ que siguen:
f<g = (VieN)f() <g()
frg <= @keZ)(VieN)fi)—gl)=k
a) Demuestre que la relacién ~ es de equivalencia.
b) Demuestre que (V f € F) (g € Fo) f ~g.

)
)

¢) Demuestre que existe h € Fy tal que (V f € Fo)h < f.
)

d) Sean f, g € Fy arbitrarios. Demuestre que:

(VieN)(3keZ)f(i) - g(i) = 2k.

P8.- (P1 (a) Control 2, Afio 2003)
Sea A el conjunto de todas las relaciones binarias en R. Sobre A definamos la relacién binaria €2 siguiente:
Sean R, Rs € A, entonces

RiQRy < [Vz,y€R) (zR1y = zR2y)]

Pruebe que Q es de orden parcial en A. (Esto es, demuestre que es una relacién de orden sobre A)

P9.- (P3 (i),(ii) Control 2, Afio 2004)
Sea p € Z, p > 2. Se define en Q" = {q € Q| ¢ > 0} la relacién Q, por:

zQpy <= (FaeZ) S:pa

(i) Demostrar que €, es relacién de equivalencia en Q7.

(ii) Escriba por extensién el siguiente conjunto
1
A={g€lo, | g<g=<8}

P10.- (P2 Control 3, Ano 2007)
Sea A # ¢ un conjunto y R una relaciéon en A. Se define la relacién R* en A x A por:

(a, b)) R* (a’, V) & (aRa')A(DRY)
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a) Demuestre que si R es de orden, entonces R* también lo es.

C

)
b) Muestre que si A tiene al menos dos elementos y R es un orden total, entonces R* es s6lo un orden parcial.
) Demuestre que si R es de equivalencia, entonces R* también lo es.

)

d) Para (a,b) € A x A, demuestre que
[(a,0)]r- = [a]r x [B]=.

P11.- (P2 Control 3, Afio 2009)
Sea F un conjunto y A # ¢ un subconjunto fijo de E. Se define en P(FE) la relacién R por:

XRY < A\ X =A\Y.

(i) Demuestre que R es una relacién de equivalencia.

(ii) Demuestre que el conjunto cuociente
P(E)/R ={[X]r | X € P(A)}.
P12.- Sea R una relacién definida de Z x (N\ {0}) en Z x (N '\ {0}) por:
(a,b) R (¢c,d) <= ad =bc

a) Demuestre que R es una relacién de equivalencia y determine y determine [(0,2)]z, es decir, la clase de
equivalencia de (0,2) € Z x (N\ {0}).

b) En Z x (N\ {0})/R (conjunto cuociente) se define la relacién Q por:
[(a,b)]r Q[(c,d)]r < ad < be.

Demuestre que 2 es relacion de orden y determine si es un orden total o parcial.

P13.- (P2 Control 3, Afio 2011)
Se considera en el conjunto Z x Z la relacién R por:

(a,b) R (c,d) & talque a=2cAb=5d
(i) Demuestre que R es una relacién de equivalencia.
(ii) Encuentre el conjunto cuociente (Z x Z)/R.
P14.- (P1 Control 3, Ano 2012)

P15.- Se define en Z la relacion R por:

2

mRn < m?—n? es multiplo de 3.

(i) Demuestre que R es una relacién de equivalencia.

(ii) Determine 4 elementos de [0]g y de [1]r.

P16.- (P2 (a) Control Recuperativo, Ano 2012)

En R\ {0} se define la relacién Q por

1 1
afQlb <= a+—-—=0b+ —.
a b

(a.1) Demuestre que 2 es relacion de equivalencia.

(a.2) Determine la clase de equivalencia de a € R\ {0} y describa el conjunto cociente.
P17.- (P2 Control 3, Afio 2013)

a) Se define en R la relacién ¥ por

zPy < (3neNU{0}) tal que y —z =n.
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(i) Demuestre que ¥ es una relacién de orden.
(ii) Indique si es una relacién de orden parcial o total. Justifique.

b) Considere ahora la relacién ® definida en R por
x®y & (IneZ) talque y —x =n.

(i) Demuestre que ® es una relacién de equivalencia.
(ii) Dado p € Z, calcule la clase de equivalencia [p]e.

P18.- [Relaciones y funciones] Sean X,Y conjuntos y f : X — Y una funcién.

a) Sea R una relacién de equivalencia definida sobre Y. Se define en X la relacién preimagen de R que notamos
f1(R) por:
1 fTHR) 2y = f(x1) R f(x2)
1) Probar que f~1(R) es una relacién de equivalencia en X
2) Probar que [z];-1(r) = f7([f(2)]r) para cada z € X
Indicacién: Notar que hay que probar una igualdad de conjuntos y que [f(z)]z es un subconjunto de Y.
b) Suponga ahora que R’ es una relacién de equivalencia en X y que f es epiyectiva. Definimos en Y la relacién
imagen por:
Y1 f(R/) Y2 < E':I?l,fﬂz S X, f(l’l) =1y A f(SCQ) =1y N I R To
1) Probar que si f es inyectiva entonces f(R') es de equivalencia y ademds pruebe que R’ = f~1(f(R')), es
decir, R’ es igual a la relacién preimagen de f(R')
2) {Que ocurre si f no fuera inyectiva?
Propuesto: Defina f tal que no sea inyectiva y f(R’) no esa de equivalencia



