
Introducción Problemas

MA1101 - Introducción al Álgebra
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Introducción Problemas

Resumen

Subgrupos

• Sea (A, ⇤) un grupo, y � 6= H ✓ A. Diremos que (H, ⇤) es
subgrupo, si (H, ⇤) es un grupo, o equivalentemente
(8x , y 2 H) x ⇤ y�1 2 H.



Introducción Problemas

Resumen

Estructuras más fuertes
Sea (A,+, ·) un conjunto con dos estructuras:

• Se dice anillo si (A,+) es grupo abeliano, y además · es
asociativa y distribuye con respecto a +.

• Se dice anillo conmutativo con unidad si es un anillo, y · es
conmutativo y posee neutro.

• Si (A,+, ·) es un anillo con unidad con |A| > 1 ) 0 6= 1.

• Sean x , y ambos no nulos. Si x · y = 0 se dice que x e y son
divisores de cero.
Notar que en este caso x · a = x · b 6) a = b.

• Se dice cuerpo si es un anillo conmutativo con unidad y
8x 2 A \ {0} es invertible para ·.

Notar que todo cuerpo no tiene divisores del cero (ojo es solo una
implicancia).

A dist
. resp. a

2A ( 6 el

@Ab) las c)

(1)
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Subgrupos

P1.
Sean (A, ⇤A), (B , ⇤B) grupos y f : A ! B morfismo.

1. Demuestre que si (C , ⇤A) es subgrupo entonces (f (C ), ⇤B)
también lo es.

2. Demuestre que si (D, ⇤B) es subgrupo entonces (f �1(D), ⇤A)
también lo es.

Clausura
.

A. D) grupo
.

(B. A) subgrupo es ttx, y c- B XAJIEB .

6
Sean x. y e f (C) ⇒ 7.a.be

( tq flat X n f- (b) = y

será que xp y
"
E f (C) ?

×# E- Has *. HE flal # FLÉÍÍÍTA # b- y
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Subgrupos

Demostración

× = fla) 2,6 ECEA
y = flb) ×, y C- fl C) E B

f ta *a b-
' I Hipótesis : ¢ ,

*A) es subgrupo
- ⇐s a *A b- te C

C- fl C)g-

luego
,

Como X, Y eran
arbitrarios , ttkyc.HU ,

X#BJ C- flc)

luego, lflcl.kz ) es subgrupos
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Subgrupos

P2.
(G , ⇤) un grupo abeliano y H,K ✓ G dos subgrupos de G . Probar
que el conjunto

H ⇤ K = {h ⇤ k | h 2 H, k 2 K}

es subgrupo de (G , ⇤).

(h.sk .
Í -

- Ki
'

# hi

Sean X. y C- Hxk
,
luego X = hstkt h. , HZEH, 4. kzek

**Y
" EH #K ? (sí )

Y : hakka

XKY " :(hstksltlhztkaf-lh.tk/*lkz-tthz " )

(hakka)
"

? ká ' * hz-t-slhzxk.lt/ki'thi'l--l
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Subgrupos

Demostración

* como asocia y conmuta

podríamos ignorar losparéntesis
(h

.
#k.lk/ki*hz-Y--lh.tk)tlhi'Ixki')=h.*lkHbixkiff=-h.tr(lkthi ' ) # ká) =h.tl/hit*k.)xkif.-hzlhiHk*kiD=lhikhz-t)*lk.tkzt)EH* K H es subgrupo

- - k es subgrupo

C- H EK
(por clausura ) (por clausura )

i. Xtry " EH * K , luego. Ht K es snbgrepo
~
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Anillo

P4.
Sea (A,+, ·) un anillo conmutativo.

(a) Si a 2 A es un divisor de 0 y b 2 A, tal que a · b 6= 0,entonces
a · b es divisor de 0.

(b) Demuestre que si el producto de dos elementos es divisor de
0, entonces al menos uno de ellos es divisor de 0.

q es divisar de cero

si :

a #O ,
76 EA

,
-6+0 : 2.6=0.

→
zx

-

270 , X# O

A. X = O

a)7deA.no nulo
,

tal que la - b) . D= O
a. 6*0

iqnieno!
Ya sabemos que 2. BFO y a

.be A
.zxeAH.x-eosa.xo.LA IIEEÍ.

ojalá multiplicar ateo por
6 a ambos lados
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Anillo

Demostración b- Lax) b. o 4. b) - d-
- o

pasar A 11 ( (b.at?,nFesariameie)
anillo (b. a)Y

por ser
' I

conmutativo
(a. G. X -- O

(2-6) - VEO

2.670
.

'

.

2.6 es

X# O divisor de cero .

XEA



Introducción Problemas

Anillo

Demostración
a. b es div

.
de uno a dir

.

O vbóivo

a. lo es div
.

de 0
,

7 CEA : Cto , K - b) . C = o

i) a. (b. c) = O
→ Si a es divisor de cero

u

→ si a no es divisor de cero :

↳ 2=0
: esto implica 2.6=0 #

pq a.
lo es dir. O

↳ b- C = o : esto implica que 6 es dir. de O, pues

6+0 (por lo mismo que a) y C#O ⇒ lo es dir
.

de 0
.

Luego , como esos son todos los casos
,
se tiene

↳ pedidos
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Anillo

P5.
Sea (A,+, ·) un anillo conmutativo con unidad. Se define G ✓ A

por
G = {a 2 A | a tiene inverso para ·}

(i) Mostrar que (G , ·) es un grupo abeliano.

(ii) Sea H = {a2 | a 2 G}. Pruebe que H es subgrupo de G .

(iii) Si A = Z8, encuentre G y H.

2.2

←
-

i) asocia ? → sí, porque LA, t. . ) es anillo ⇒ LA, - l asocia

⇒ ( G ,
e) asocia .

Ü) neutro?→ sí
, porque

LA.
t
.

.) es anillo conmutativo

con unidad
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Anillo

Demostración
üi ) inverso : (G

.

. ) tienen inverso ?

porque así se define G.

¡v ) conmuta
--

-

-

. ¢ ,

" ) es grupo
abeliano

.

I) H = { a
' la e 63 pdq : H es subgrupo de G

.

HE 6 ? Sí, pues a
- a C- 6

, por ser
(G.) grupo.

Luego .

HE G .

Ya :X, y EH ⇒ x. y
"
e- H

,
x. si ae

G

Y = 62 b e 6
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Anillo

Demostración

62.16" . El = 1Illit
× . y

"
= sí . 164

"

= 22 . (b- 'Y

= la .allí . b- D= la b- 'Kab") e H ?
↳
(G

.

. ) es abeliano
⇒ ignoramos
los paréntesis

= la 6-µ EH ? → a.b
"

C- G

¿ por qué ?

④ a. b e 6⇒ b- te G
,
luego, como . es lci a. b

"

e 6
a

④ 2 , 6 e 6 es lo es subgrupo de LA, . ) ⇒ 2-6
"

e G
.
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Anillo

Demostración

2- 1=1 - 2=2

⇒ neutro para . es 1
.

•
O / 2 3 4 5 67

-
O O O O O O O 00

Zsizrasioeao
'

a } P ? ? ! ? :}
ZEIN} 3 O 3 6 ① 4 7 25

} O 4 O 4 O 4 04

G- { 1. 3. 5,7J
°

s 2 7 4 ① 63

{ {06 4 2 O 6 4 2
07 6 S 4 3 2 ①

A- {álae

H {Y}
' ' ' =/ (mods)

1-1=1

3- 3=1 (mods ) 3.3=9→ 1

5. 5=1 (mods ) 5-5=25-31

7. 7- = , (mods ) 7-7=49 -s l


