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Introducción Problemas

Resumen

Homomorfismos

• Una función f : A ! B es un homomorfismo de (A, ⇤) en
(B ,�) si 8x , y 2 A, f (x ⇤ y) = f (x)�f (y).

• Cuando f es inyectiva, se llama un monomorfismo

• Cuando f es epiyectiva se llama un epimorfismo

• Cuando f es biyectiva se llama un isomorfismo. En este último
caso decimos que f es un isomorfismo entre (A, ⇤) y (B ,�).

• Cuando (A, ⇤) = (B ,�), los homomorfismos se llaman
endomorfismos y, si son biyectivos, se llaman automorfismos.
En estos casos decimos que f es un endomorfismo o
automorfismo en (A, ⇤).



Introducción Problemas

Resumen

Homomorfismos

• Si f : A ! B un epimorfismo de (A, ⇤) en (B ,�), entonces se
tienen las siguientes propiedades:

• Si (A, ⇤) es asociativa, entonces (B ,�) también lo es.

• Si (A, ⇤) es conmutativa, entonces (B ,�) también lo es.

• Si e es neutro de (A, ⇤), entonces f (e) es neutro de (B ,�).

• Si a 2 A tiene inverso b para (A, ⇤), entonces f (a) tiene
inverso f (b) para (B ,�).



Introducción Problemas

Resumen

Homomorfismos

Tenemos lo siguiente
• Sea f un homomorfismo, no necesariamente epiyectivo, de
(A, ⇤) en (B ,�), con neutros eA y eB , respectivamente.

• Si eB 2 f (A), entonces eB = f (eA)
• Si eB 2 f (A) y a 2 A tiene inverso b para (A, ⇤), entonces f (a)

tiene inverso f (b) para (B ,�).

• Dos estructuras (A, ⇤) y (B ,�) son isomorfas, denotado
(A, ⇤) ⇠= (B ,�), si existe una función f : A ! B que es un
isomorfismo entre (A, ⇤) y (B ,�).



Introducción Problemas

Resumen

Homomorfismos

Tenemos lo siguiente
• Sea (G , ⇤) una estructura algebraica. Diremos que (G , ⇤) es
grupo si:

• ⇤ es asociativa
• ⇤ admite neutro en G
• todo elemento x 2 G posee inverso x�1 2 G
• (Abeliano) si ⇤ conmuta
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Homomorfismos

P1.

• Sea G = (�1, 1) ✓ R, y sea ? la ley de composición interna
definida por

a ? b =
a+ b

1 + ab
8a, b 2 G .

Demuestre que (G , ?) es un grupo abeliano.

• Se define en R la ley de composición interna ⇤ por:

x ⇤ y = 5
p

x5 + y5 8x , y 2 R

Muestre que la función f (x) = x5 es un isomorfismo de (R, ⇤)
en (R,+) y que también es un isomorfismo de (R, ·) en
(R, ·), donde las operaciones + y · denotan la suma y
producto usuales en R.

:
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Homomorfismos

Demostración

¡/ - • asocia : la r 6)* C atleta CLI t ab)

= aol.cat#tc-==a*=atbtIaJtqtabeo
. C jzabxactbc

¥-6
=
atbtctabc
TÉ

al It be) t 6 te

a. ( b.c) = a. (G) = atttc iY
=
a + abct btc

-- -Ita. ¥1 ft ) µ bctabt al

1¥

⇒ 8 asocia .
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Homomorfismos

Demostración

neutro ? asreia
11

Zte =
zzyzte-2.lt tae )

Stare late =# de

⇐ are ⇒ el ,
-24=0

ZEC- 1. 1) ⇒ 1-22*0 ⇒Ietf
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Homomorfismos

Demostración

Inmersos ? 2 - i = O
11

a ti
- # O ⇒ a ti = O
Sta . iv. ⇒ ¿ = - a÷

2 el-1,1 ) ⇒ a el n as -1 ⇒
- as - In - 2<1

⇒ - 2 E G
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Homomorfismos

Demostración

* conmuta : a. 6--1%6=41,1--6 , a -

Luego
,

O es neutro en 16,8)

- 4-6 es inverso de a V-ac.co
.

}%EFnnlatiiwbo.li
.
G es grupo

abeliano
.
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Homomorfismos

Demostración

pdqn : fcxl = xs es homomorfismo de IR
,
# ) en (R, t )

f- (a * 6) = ftaltfl b)

Sean a , b e IR arbitrarios i

f- la # 61=7 liase) = tasas; los
f-(a) tflb)

Queremos que f sea isomorfismo , necesitamos

que f sea homomorfismo y,
además

, biyectiva .

f- Ix) = xs es biyectiva → sabido~
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Homomorfismos

Demostración

f- lxt = xs es isomorfismo entre (R .

. ) y ( IR .
. )

f- la - 6) = (a. b)
s
= as . los = fla ) . flb )

.

Luego
,

como flx) : xs es biyectiva en IR
,

tenemos

que f es
isomorfismo en (R. . )

,
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Homomorfismos

P2.

Considere la estructura algebraica (Z5, ·5).
• Construya la tabla para la operación ·5 en Z5.

• ¿Es (Z5, ·5) un grupo?

• Muestre que (Z5 \ {[0]}, ·5) es un grupo abeliano.

• ¿Es (Z4, {[0]}, ·4)) un grupo?

:b
i.•

• asocia ? sí
• neutro ? el 1

"4 O 1 2 3 4 a todos sus elementos
[23 O

2 4 1 3 tienen inverso ?

Es? O 3 1 y z NO! el 0 no
.

[4%0 4 3 21
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Homomorfismos

Demostración
todos sus elementos tainas inverso ?

sí : [13
,
; CDs = LIJS

[2} .

,
233
,
:[Ms -

s = [ ' Js hasta acá ya

[ 43g '

s [ 47=43 ,
es grupo

-
os conmuta Y abeliano
[als '

s [63, = [a. 63,
= [6. a} = Lb? - [a}

,

i. (ZSIEEOJB , os ) es grupo abehánoe
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Homomorfismos

Demostración

•

y
1 2 3 KIKI,

2 = [4)
y
= [óy

3

2 no tiene inverso ⇒ ( 244833,4 ) ne es

grupo (ni siquiera es e.a.)
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Homomorfismos

P3.

Sea (G , ⇤) un grupo.

• Demuestre que (G , ⇤) es un grupo abeliano si y sólo si
' : G ! G dada por '(g) = g ⇤ g es un homomorfismo.

• Demuestre que (G , ⇤) es un grupo abeliano si y sólo si
' : G ! G dada por '(g) = g�1 es un automorfismo.

YCZEG) = (2*61*(2*6)
1 solo
elemento

⇒ Ha # b) = 4cal # 4lb)
' l asocio asocio

taxblxfzxbta# (6*6*61)=2*46*4*6 )
Ísolossdo 1 solo

elemento
conmute asocio

asocio

= 2*112*61*61=2 # (2*16*61)=12*21*16*61
= lltaltillleta



Introducción Problemas

Homomorfismos

Demostración ⇒ pdq : (6.*) conmuta.

Ha* b) = 4121*4161=(2*2)*(6*6)
Y

(2*6)*(2*6)
acopio 2*16*4*6)
↳ a- ' *[a * tb * la#6)D= a- 'alta#a) * lb# BB

a-
' existe

pq 6 es grupo
↳ la tlbxla* a) = [a-

'* la*al# (6*6)

e

= 6*(2*6) = [ EEH *al# 16*6)
e

⇐ a * (6*6)
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Homomorfismos

Demostración 6*(2*6) a- a * 16*61

(6*2)*6=(2*6)*6
b-' existe

,
puesto,# es grupo

[6*4*63*6" a#b) * 63*6 "

(6*2)*16*6" ) : la# 6) * 16*6
")

- -

C C

6*2 a- a # lo

a ,
6 arbitrarios :(6.* ) es grupo

abeliano
~
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Homomorfismos

Demostración

4/9 ) = g-
'

• Y es homomorfismo{Y es automorfrsimo .
- Y es buyéctivo

⇒ yla *b) Etaria y (a) * 416)
"

¿ la * 65 ' Í á '
* 6

" ' ?

i.

(a#6) * (a- ' * 6-
' ) a- e ⇒ la

"

*61 = la#65
')

↳ (6*2) # la
"
* b" )

- 6 * la * la" # bi ))
Í 6 * la* a ")# 6-4 = btxlexb

") = 6*16 " ) -_ era
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Homomorfismos

Demostración

4181--8 " es byéctiva :

• es epiyéctira ? por qué ?

ttfe 6 : Y (g-1) =
- I)
"

= g y 5
'
e 6

, pues
6 es grupo.

• es inyectiva ? por qué ?

Supongamos 41g
,
) = Elsa) 8.

"
= Si

' 18.

* ll

g. * gi ' = 8, # Si
' HH esa

-

e

Y es metamorfismo [ * 82=(4*821)*82
- 82=8 ,

* (saIa )
e

Ga = 81 µ
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Homomorfismos

Demostración
⇒ Y es automorfismo y queremos

que G sea abeliano
.

2*6=6*2

4/2 #6) = Y (a) * Y (6)→
en vez de tomar

a y b, tomaremos

(2*65
'
= 2-

'

* 6 " á
'

s b
"

.

41 a-' * 6- ' ) = Y la " ) * 4lb " )

= (si * b- ' I
"
= a * lo
-

gmísstaríab * a → la "* 6- Y * lb #a) = e
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Homomorfismos

Demostración

2.
la "* 6-4*16 #a) = e

=
a-

'

* (6-+6*21)

=
a-

'
*k 6- '

* b) *a)

=
2
" * le * a)

= a-
' ta = e-

(el inverso es

⇒ (2" # 6- i )
"

= 6 #a = a# 6 único, por ser

Y autor frsimo)

y por lo
tanto ( 6.* ) es abelianos


