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Introducción Problemas

Resumen

Estructuras algebraicas

• Def: Dado un conjunto A no vaćıo. Una ley de composición
interna (o l.c.i) en A es una función

⇤ :A⇥ A ! A

(x , y) ! x ⇤ y

Es decir, una operación que toma dos elementos de un
conjunto cuyo resultado es un elemento del conjunto.

• Ejemplos de ello son:

• + en R

• · en Q
• [ en P(A), donde A es un conjunto

• entre otros...



Introducción Problemas

Resumen

Estructuras algebraicas

• Si ⇤ es una l.c.i. sobre A, entonces al par (A, ⇤) lo llamamos
estructura algebraica.

• Si tenemos una segunda operación � sobre A, entonces
denotamos por (A, ⇤,�) la estructura algebraica que
considera ambas leyes de composición interna en A.

• Ejemplos de ello son:

• (N,+, ·), (Z,+, ·), (R,+, ·)
• ({V ,F},^,_)
• entre otros...



Introducción Problemas

Resumen

Estructuras algebraicas

• Recuerdo de la estructura (Zn,+n, ·n)
• Zn = {[0]n, [1]n, . . . , [n � 1]n}
• [a]n +n [b]n = [a+ b]n
• [a]n ·n [b]n = [a · b]n
• Esto será importante para los próximos contenidos, aśı que
vale la pena mencionarlo (es una estructura algebraica con
dos l.c.i.)

• En general, en vez de escribir tantas cosas sub n, haremos lo
siguiente

a+ b = c (mod n)

señalando que todo es trabajo en Zn

✓
Ttln

→ k.ir#atk'.nt6--lktkY.ntai-b--L2t6Jn

-



Introducción Problemas

Resumen

Estructuras algebraicas
Las l.c.i. tienen las siguientes posibles propiedades:

• Asociatividad 8x , y , z (x ⇤ y) ⇤ z = x ⇤ (y ⇤ z)
• Elemento neutro (e), 8x x ⇤ e = e ⇤ x = x

• Inverso x de y y viceversa x ⇤ y = y ⇤ x = e

• Conmutatividad 8x , y x ⇤ y = y ⇤ x
• Absorbente (a), 8x x ⇤ a = a

• Idempotente (a), a ⇤ a = a

• Cancelable (a),
8x , y a ⇤ x = a ⇤ y ) x = y ^ x ⇤ a = y ⇤ a ) x = y

• � distribuye respecto a ⇤
8x , y , z x�(y⇤z) = (x�y)⇤(x�z)^(x⇤y)�z = (x�z)⇤(y�z)

:
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Estructuras Algebraicas

P1.
Dado un conjunto no vaćıo A, sea F = {f : A ! A|f es biyectiva}.
Se define la operación ⇤ de la siguiente manera:

8f , g 2 F , f ⇤ g = f � g

• Pruebe que ⇤ es una ley de composición interna.

• Estudie la asociatividad de ⇤
• Estudie la conmutatividad de ⇤
• Encuentre el elemento neutro de ⇤
• Estudie la existencia de elementos inversos en F.
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Estructuras Algebraicas

Demostración
¡) * es l.ci . → cómo dem

.

eso ?

f-of EF . . .
pero, es así ?

F- = { tlf : A → A y es biyectiva }

f.f EF⇒ f- os c- F ? fof : A → A PI.AE??
" '

fof es biy . pues
tanto f como

J son biyectivas .

ÜI Asociatividad : si
, por contenidos vistos anteriormente

.

ffoqfoh = ffsoh)

Hof) lhlxltflglhlx = folgohllxl
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Estructuras Algebraicas

Demostración ÜI) lonmutatiüdad ¿sí o no ?

f-of I go f , f. 8 EF.

tg ::{±?→ lfof) lxl : 2/4×41-3=21*41-3--2xts#
(gofllx) = (ftx) ) t l = 2×73H = zxt 4

Iv) elemento neutro : flx#
X ojalá apañe .

f- of = f o f = g
kg e F .

ffo f) lxs = f- (8kt ) = 81×1 f

Yo f) txt = flf = g (×,
= 8kt luego, es

elemento neutro
.
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Estructuras Algebraicas

Demostración
A) Sea g EF, queremos ver

si f tiene

inverso :
Ci será el inverso)

Go i = i o g = f →
f es la identidad
(quizás llamarlo e sería mejor)

Intuitivamente , los mechones proponen la función
inversa

.
¿ será que con eso están listos ?

-7 las funciones en f son biyectivas , entonces
tienen inversa

.

→ van de A en A entonces sus inmensos también
.

→ la inversa también es biyectiva , entonces está
en F

.

Luego,
8°F

"

= g-
'
o g = Identidad→

todos los elementos
de F tienen inv.
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Estructuras Algebraicas

P2.
Sea S = {a, b, c} (donde a, b y c son todos distintos) y ⇤ la ley de
composición interna dada por la siguiente tabla

* a b c
a c c a
b c a b
c a b c

Determine si ⇤ es asociativa en S . Identifique el elemento neutro
de S , encuentre los inversos para ⇤ y determine si son únicos.

O
O →

axc ⇒a

e
a✓

Ü) c es el elemento neutro (basta ver su fila y

su columna )

i ) la * 6)←iatb . ⇒ a * 6=2*6
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Estructuras Algebraicas

Demostración

LX#g)* z = Xsrlysrz )
abb
← →

(2*6)*6 2*(6*6)
' ' ll

( tb a * a
"

"

* no asocia . lo # c

inversos : X * i = ixx= C

2*2 = c → a es inverso de si mismo

2*6 = C

ya es inverso de 6 y viceversa
.

6 * a =L
no son Únicos

,
pues a tiene 2

( IX ( = C inversos .



Introducción Problemas

Estructuras Algebraicas

P3.
Considere la estructura algebraica (Z5, ·5).

• Construya la tabla para la operación ·5 en Z5.

• ¿Es (Z5, ·5) un grupo?

• Muestre que (Z5 \ {[0]}, ·5) es un grupo abeliano.

• ¿Es (Z4, {[0]}, ·4)) un grupo?
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Estructuras Algebraicas

Demostración (2. 6) * ( 1,0 ) = (2.1 , b. ITOI
= la

,
b)

(1,01*12,6)=11.2 ,
0.21-6 )

= (a. 6)

⇒ ( 1,0 ) es el neutro.
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Estructuras Algebraicas

Demostración (2C , bctol) * ( e. f)
( ace

, bcet de A- )

12
,

61¥ ( ce ,

de t f )

(ace
,
6 ce t de tt )

a#o⇒ inrert
.

( a. 6) * lis , iz ) = 11 , o )

( ais
,
bist iz ) = 11 .

O ) → is = at
la tiz = O⇒ iz = -6mg
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Estructuras Algebraicas

Demostración (km .tn/ET03m.Es3m.......Lm-iJm }

it tm es asociativa :

Jmftm [ m

[at 63M tm [CJM
= Fat b) tim

=
Eatlbt c) Jm = [átmtm [ btc)m

= [a)mtm (Ebtntm [im )
~
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Estructuras Algebraicas

Demostración • et [a)m = [ ám te = [a)
m

[03Mt [2)m = [a tóm = [2]
,

lo mismo en

la otra dirección .

: . [03M es neutro para tm .

• Sea [a)me Zm .

[ámt i = [ óm
,

it [ám = [03M

el candidato (el buen candidato ) es [m
-ám

reemplazando :

[a)mt [m -23M = Eatm - 23ns = [m Jm = [OJM

En-23Mt Eásm = [m-atz.fm = EnJm = [03M
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Estructuras Algebraicas

Demostración ¿ por qué [maten y no solo Eám ?

Son lo mismo
, pero ,

la definición del conguito

7cm es con clases representadas por entenas

de 0 a m - I
,

-2 estaría fuera , para
evitar

problemas, usamos
m - 2

.

OE a Em ⇒ 07-2
? -
m

m 7 m -27 O ⇒
Em-Mm C- km

.

Luego, todos
los elementos de Zm soninvertibles

para tm .
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Estructuras Algebraicas

Demostración En Jm = k . mtm = lkt D. m to

⇒ [nim = [03M
.


