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Mat́ıas Azócar Carvajal

Universidad de Chile

23 de Junio de 2020



Introducción Problemas

Resumen

Conjuntos infinitos

• Ya vimos que hay conjuntos que son finitos, el objeto de
estudio de esta clase serán los conjuntos infinitos.

• Def: Un conjunto que no es finito se dirá infinito.

• Ej: N,Z,R entre otros.
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Introducción Problemas

Resumen

Conjuntos infinitos

• Def: Un conjunto infinito se dirá numerable si su cardinal es
igual al de N

• Prop: |N| es el menor cardinal infinito

• Prop: Todo conjunto A infinito cumple |A| � |N|
• Prop: Sea A infinito y B finito. Entonces
|A [ B | = |A \ B | = |A|

• Prop: Si A y B son conjuntos numerables, entonces A [ B
también lo es. En general, si A1, . . . ,An es una familia de n
conjuntos numerables, entonces

Sn
i=1 Ai también lo es.

¿⇒
tf: función talque

t :A→N

es biyectiva .
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Introducción Problemas

Resumen

Conjuntos infinitos

• Prop: N⇥ N es numerable

• Prop: Si A y B son conjuntos numerables, entonces A⇥ B es
numerable. Además, en general, si A1, . . . ,An son conjuntos
numerables, A1 ⇥ A2 ⇥ . . .⇥ An es numerable

• Prop: Q es numerable

• Prop: Unión numerable de conjuntos numerables es
numerable

• Pero... todos los infinitos se comportan aśı?
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Introducción Problemas

Resumen

Conjuntos infinitos

• Prop: N⇥ N es numerable

• Prop: Si A y B son conjuntos numerables, entonces A⇥ B es
numerable. Además, en general, si A1, . . . ,An son conjuntos
numerables, A1 ⇥ A2 ⇥ . . .⇥ An es numerable

• Prop: Q es numerable

• Prop: Unión numerable de conjuntos numerables es
numerable

• Pero... todos los infinitos se comportan aśı?
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Fran es numerable las numerable)

• f-101 = 2o , fl ' 1=21 , . . . . , f- Int an , . .
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Para pensar señoras y señores

Figura: Deep



Introducción Problemas

Resumen

Conjuntos infinitos

• Prop: El cardinal del conjunto potencia de un conjunto es
mayor que el cardinal del conjunto. Es decir, si A es un
conjunto, entonces |A| < |P(A)|.

• Prop: P(N)  |[0, 1]|
• Prop: |N| = |Z| = |Q| < |[0, 1]| = |R|. En particular, R no es
numerable.
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Resumen
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Cardinalidad

P1.
Demuestre que el siguiente conjunto es numerable:

C = {x 2 [0,1)| 9n 2 N \ {0}, xn 2 N}

• Encontrar una biyección (más o menos explícita )
entre alguien numerable y mi conjunto .

• Es infinitoyjcardnemoro.plal de alguien numerable .

↳ infinito ⇒ IAIZ ' 'N '
⇒ IAI = IINIV

2) ⇒ IAI E l NI
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Cardinalidad

Demostración

Ci = { xefo.co ) ( Xi EIN}

i C E Ci → no es así
,
pues en

verdad la

inclusión es
al revés.

• Uci = C Ci EC
.

¡ c- NIIO}

↳ U Ci E C
. pues cada Ci

E C
.

¡ EINI 403

luego , su unión también .

↳ CE ¥, ,

sea xe C
, luego

.

Tenemos

tal
que xn EN ⇒ xe

Cn ⇒ te µ.?ig
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Cardinalidad

Demostración Basta demostrar que cada Ci es

a lo más numerable para
concluir :

Ci = Exeto , co ) : xie INJ → 1 Cita IINI

Demostraremos que flx ) =
Xi es inyectiva :

f : Ci → IN II : ftxl = fcy)

× → fixrxi xi = yi f÷ ??

× = y

⇒ I Cil E IINI -
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Cardinalidad

Demostración Ya sabemos que ICIIEIINI

Como unión numerable de numerables es

numerable
,
( = Uci será a lo más

¡entras
numerable . Necesitamos entonces ver que

es infinito .

Para ello basta considerar

¿⇒
.

C = { xeto.nl/xsEIN5
→

= IN

Luego
,

HNI = Icsleli?".fi/--lCl~
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Conjuntos Infinitos

P2.
Sean A,B ,C tres conjuntos infinitos tales que:
A \ B = ;, A \ C = ; y |B | = |C |.

• ¿Qué relación hay entre |A [ B | y |A [ C |?
• ¿Y qué se puede decir si |B |  |C |?
• ¿Y si A \ B = {x0}?

En todos los casos, demuestra tus afirmaciones.

④
2) Igual , hallar una biyección más o menos

explícita : Como 1131=1 CI . 7- f función

biyectiva de Ben C .
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Conjuntos Infinitos

Demostración

Vamos a definir g por partes .

si ¥. ÷:
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Conjuntos Infinitos

Demostración & es biyectiva ?

iy : gcxl = gcy )

→
en particular ,

inyectiva .

X, y EA :
x = y r

X, y EB : ftxl = fly) → f biy.

→ X = y?

XEA, ye B : 8kt # glyb , porque
AMC=p.

Cpimy: Sea x
'

e AUC :

x
'

EA : Quiero un XEAUB tal que gtx) = x
'

,

basta tomar F- x
'

, pues como x
'

C- A

flx ' Y = X
'

.
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Conjuntos Infinitos

Demostración X
'

E C : Queremos un XEAUB
talque

Gtx) = x
'

,
× = f-

' (x ')
,
f es biyectiva y por

tanto tiene inversa
,

f- " (x ' ) EB
.

Luego
,
glfilx ' 1) = f- (f- " (x ) ) = x

'

.

Finalmente , y es epiyectia y por

lo tanto IAUBI = IAUC la
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Conjuntos Infinitos

Demostración
b) f será muy parecida a la

de antes :

g : AUB→ AUC

× → gox, = { X
si xe A

ftx) si XEB

La demostración es
exactamente igual

a la de insecticidas de la parte A.

No puedo afirmar que IAUBI
= IAUCI

, pues

si A- y B fueran
numerables y C no numerable

,

entonces se cumple el enunciado pero no hay

biyección entre AUB y AOL.ru .

.

.
IAUBIEIAUCI
,
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Conjuntos Infinitos

Demostración
Prop : Biitinito .

A finito :

1131=1 BIAI

Betts me
nip .

AAB
'

=p
,
AAC -1

,

IBÁIBIÍICI
a) IAUB' l = IAUCI • AUB = AUB '

11 9

IAUBI

6) IAUB '

I EIAUCI
11

IAUBI
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Props

P3.
• Determine la cardinalidad del conjunto
{(x1, x2, x3) 2 R⇥ N⇥ N|9n 2 N, x1 + x2 + x3 = n}.

• Demuestre que si X es infinito y x 2 X entonces
|X | = |X \ {x}|.

*
f : IN → A
n → 10 , o , n ) Ivy .

A- =

10,0
,
n ) C- A the IN ⇒ IAI 7 IINI

*

(tengo a lo menos la cantidad de los naturales )

• no numerable una

• numerable ✓✓ ¿ POR QUÉ ?
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Props

Demostración

→
Kitkat 2/3 = n

sea txs.kz
, Xz) EA :

Xs = n - Xz - Xz
, por

clausura en los enteros

X, tiene que ser entero .

A = Elxiíxz , xz) e ZXINXN
? ex, -- nz

Z , N son numerables y
producto finito de

numerables es numerable ⇒ ZXINXIN es mm
.

A EZXINXIN (por qué ? )

Sea lxs.zz.kz ) EA ⇒ Hs , XZ , Xz) EZXINXIN (AEZIIINXIN)
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Props

Demostración
IAI El Zx INXINI = IINI

Luego, sumado a
lo anterior, A es numerable,

b) si X es numerable
,

entonces 1×1=1×14×31

con XEX
.

Sabemos que como X es numerable lo podemos

enumerar : ¿ Qué es esto ? Ordenar los

elementos de X :

X = Exo
,
xs
, Xzixz , . . .-3 = {Xi : IEINJ
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Props

Demostración XEX,7.ie/N:X=xif:./N-sXO- No
ll

n→ fln ) = Tu J- Xs U

2- Xz
-

Í
Con esta reparación ¿→ Xi - i

tenemos que F i→¥-7
sera biyectiva. . it

↳
xin

→
ii.

÷.



Introducción Problemas

Props

Demostración
EN → XIEXS

" → fin , = { Xn naiXna nzi

Iuz : Ela ) -- Fcb )
2,6 ai Xa = Xp

zeci . bzi

2=6 ✓
Xa = 76M

aci
, busco

2.bzi Xan - Abu ⇒ este caso no

puede ocurrir
,211=611

Los × no pueden
2=6 ✓ ser iguales

.
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Props

Demostración epmiy .

Sea ye XIEXS,

Y = Xn
,

he INIEI 3
.

Luego, n puede
ser

de dos tipos :

nci ⇒ Fln ) -- Xu = y
W

nzi ⇒ Fln - i ) = Xn = y

Uzi
,
n#i ⇒ Mz its ⇒ n-17 i

⇒ fln - il = Xn- in = Xna
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Props

Demostración F es bujectira ⇒ IXIEXSHNI

Y IXI -- IINI : 1×1=1 xlsxsle
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Muchos conjuntos

P4.
Para todo n 2 N se tiene una función fn : R! R y f0 = idR. Sea
A ✓ R y definimos

B = {fn(a)|8n 2 N, 8a 2 A}

Demuestre que si A es un conjunto numerable entonces B también
es numerable.
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Muchos conjuntos

Demostración


