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Introducción Problemas

Resumen

Relaciones
¿Qué es una relación? La definición formal es:
Una tripleta de conjuntos (A,B ,R) es una relación si cumple
R ✓ A⇥ B . Para (a, b) 2 A⇥ B , denotaremos aRb cuando
(a, b) 2 R, y a��Rb cuando (a, b) 62 R.

El conjunto A se llama el dominio de la relación y el conjunto B el
codominio. Comúnmente, para hablar de esto, diremos que R es
relación sobre A⇥ B .
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Resumen

Relaciones
En otras palabras, es como una función, pero más libre. No exige
que cada elemento en el dominio tenga un único elemento con el
que se relaciona en el codominio.

Para efectos del curso, asumiremos que las relaciones aqúı se
trabajan en A⇥ A. Diremos que R es entonces una relación sobre
A (en vez de decir sobre “A cruz A”)
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Resumen

Se dice que la relación R en A:

• es Refleja si (8x 2 A, xRx)

• es Simétrica si 8x , y 2 A(xRy ) yRx)

• es Antisimétrica si 8x , y 2 A(xRy ^ yRx ) x = y)

• es Transitiva si 8x , y , z 2 A(xRy ^ yRz ) xRz)

R será relación de orden si es refleja, antisimétrica y transitiva.

Orden Total: Diremos que la relación de orden R es orden total si
8x , y 2 A, x , y son comparables. (Esto es, para cualesquiera x , y ,
tenemos xRy o yRx .)
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Resumen

Relación de Equivalencia: R será relación de equivalencia si es
refleja, simétrica y transitiva.

Clase de Equivalencia: dado un elemento a 2 A, definimos la
clase de equivalencia de a asociada a R como el conjunto

[a]R = {x 2 A|aRx} ✓ A

Conjunto Cuociente: Al conjunto de las clases de equivalencia de
una relación de equivalencia R se le llama conjunto cuociente, y se
denota A/R.

i.e. A/R = {[a]R|a 2 A}

[a)
*
= [63,2#a-lo
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Resumen

Prop. Una propiedad muy potente es la siguiente

[x ]R \ [y ]R 6= ; , [x ]R = [y ]R

Prop. Para toda relación de equivalencia R en A, el conjunto A/R
es una partición de A. (Recordar la idea de partición)

¥

-
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Relaciones

P1.
Sea E un conjunto no vaćıo y K 2 P(E ) \ {;}. Se define en P(E )
la relación RK de la siguiente forma: A,B ✓ E :

ARKB , A \ K ✓ B

• Demuestre que RK es refleja y transitiva.

• Demuestre que RK es una relación de orden ssi K = E

- r

Demostración :

•RK es refleja : Sea XEPCE ) : XRKX :

<⇒ XMKEX ¿ Esto es cierto ? sí!

Porque XMA E X KA
.
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Problemas

Demostración • Rn es transitiva :
Sean X. I. Zep

XRKY
.
Y Rn 2 nos gustaría que ERI .

IT IT
3)

1) Xnk EY ¿ ¿ cómo junto 1) y 2)

2) YAK C- 2 para formar
3) ?

te

3) (yo quiero esta ) XMK
a- 2

Por J ) : XAK E Y / MK a ambos lados

IXAKIAKEYMK
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Problemas

Demostración
*nklhk = Xnlknk ) = Xnk

entonces: HAK) nk E YMK

⇒ Xnk E ynk

Por 2) YMKEZ

→ XMKEYMK C- Z

⇒ XA K EZ.

Luego
,

Rn es rrtkja y transitiva .
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Problemas

Demostración
3

⇒ Si k = E: ARRAB es AMEEB
A EB

• Basta demostrar que RK es antisimétrico .

.

Sean A
,
BEE :

Aziz r BREA
¥ A =D

A- EB r BEA ⇒
A-=3

.

Por lo tanto
.
Rra es relación de orden

.
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Problemas

Demostración =D Si Rn es relación de orden

entonces E- K .

(Procederemos por contrarreúpnoca)

V-A.BE E : ARKB n BRRAA ⇒ A- B.

Supongamos entonces que K
# E

.
(KEE)

E ZAEEIK
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Problemas

Demostración

7- A. BEPLE ) :

A- Ra B n BRKA ⇒ A = B

-
-

✓ F

AYER n Bnkmzea n AEDO
Podemos tomar los conjuntos A-K , B-

- E :

• KAK EE ? Sí, porque
KEE por

enunciado
.

• EMKEK ? Sí, porque
EMK = KEK .

• E- = k ? No , supusimos que
no

.
Luego

,

ARKB r B. Rr A # A- = B. Luego
,

E- debe ser igual ak.
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Relaciones

P2.
Sea K ✓ Q no vaćıo y RK la relación en K definida por:
xRKy , y � x 2 K

• Demuestre que RK es refleja si y solo si 0 2 K .

• Demuestre que RN es una relación de orden.

• Demuestre que RZ es una relación de equivalencia y
encuentre la clase de equivalencia de 1/2.

=

• RK es refleja ⇐ s VXEK : X- X e K

<⇒ Kxek : O E K

⇐ s OE K a
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Problemas

Demostración

XRrya-sy-xek.pl
• RIN es relación de orden :

• Refleja ? Sí, porque
O e IN .

(y la parte anterior

• Transitiva ? x. y , ZEIN
: XRN y n y Roz ⇒ xR.az

Asumiendo el lado izquierdo verdadero
:

Y - X EIN n 2- y EIN .

Nosotros queremos

que Z
-XEIN .

¿ Cómo verificamos eso ?

(J - X) tlz - g) = z - × EIN por ser
cerrados

para la suma ⇒ xRN Z .



Introducción Problemas

Problemas

Demostración Sean X. YEIN :

XRNY n y Ray És F- y
- -

Y-XEIN × - YEIN

Y - X 70 X-JZO ⇒ × = y ✓
•

yisx
^

XZJ

y _ × ,
× - y EN ⇒ y - X O

• ④ -x ) tlx - g) =D , y- y = o

⇒ X= Y .

Luego. como Rw es refleja , transitiva

y antisimétrico
⇒ es de orden .

-



Introducción Problemas

Problemas

Demostración
Rz es

relación de equivalencia .

•Rz es rrftya ? Sí , porque
OEZ

.

• Rz es transitiva ? Sean x. yz
EZ tales que :

XR, y n y Rzz
Es XR, Z

- -

Y -XEZ n z - JEZ ⇒ z
-XEZ por ser

Z

cerrado para
la suma.

Rz es simétrica ? Sea x.se Z :

Hay ¥ y Rzxix -ser .

Y - XEZ ⇒ - lb -X) EZ⇒ X
-y ezergpzx

• Luego, R2 es refleja, sin. y trans -
⇒ es de eqniv. .
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Problemas

Demostración
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Relaciones

P3.
Sea R en Z⇥ Z dada por (p, q)R(p0, q0) si existen r , s 2 Z tales
que p � p0 = 4r y q � q0 = 5s

• Demuestre que R es una relación de equivalencia.

• Demuestre que el conjunto cuociente (Z⇥ Z)/R tiene 20
elementos y dé representantes para cada clase de equivalencia.

(LZXZI
,
LZ x Z ), R)
-

• Refleja : (p, g)R ( p . q ) ¿⇒ p- p = 4r , q - q = Ss

8, se Z .

tomando ✓ = s = o ,
se cumple y por

lo tanto R es refleja.
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Problemas

Demostración • R es
transitiva ? G. 7)

CP.iq ' )

(p" , q
" )

(p.HR/p',q'lnlp',q'lRlPY7 ") ⇒ (p, g)Rlp "

, q
")

--7r
,
se 2 : Zr'

,
s

'
:

p - p
'
= 4 r pi- p " = 4r

' (Senior :
f- q

'
= Ss q

'
- q

"
= Ss

'

M -µ t (ptp " ) =p- p" = 4Cr er ' ) lp.tl

Ir ⇐ Erie " )
( f- f) tlf- f" ) = q - q " = 5k¥ ')

C- 7C
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Problemas

Demostración Falta ver que
R es simétrica .

Sean (p, q ), (p
'

, q
' ) tq :(p.HR (p

'

, F) 3 ?

⇒ pdq : (p '.gl/Rlpiqti?p-p'--4rnq-q'=5s(r.seZ )
lo que queremos

es que
7 r '

,
s
'
:

P
'

- P = Gr
'
n q

'
- q = Ss

'

.

basta ver que con r
'
= - r n s

'
= - S se

tiene lo pedido.
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Problemas

Demostración Así, R es refleja .
trans

. y sin
.

⇐ R es de equivalencia .

⇐ x ZY.pe = { ftp.zIJp/lp.q)eZxz3

[10,013,2ftp.ql/lqo-Rp.q)3O-p--4rp---4rZr,sez
: ⇒
O - q = Ss q = - Ss

[(i , 213,2 = {( p, 7)/ ( 1,21 RCP . 713
| - p = 4 r ⇒ p = 1-4r

Ir, SEZ :

2- q = 5g ⇒ q = 2- 5S .
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Problemas

Demostración

"(P, 7) Rlp '

, f)⇒ P- PÍLIR
q -q

'

= Sas

¿ 120 , 1) RCO , 1) ?

20 - O = 20 = 4. 5

1 - I = O = 5 . O
.

¿ por qué ZXZIR tiene 20 elementos ?

p -4r =p
'

n q - Ss = q
'

.

O = 4. O to Hay 4 posibles
] = 4. a ti

5=4-1 t ' restos al dividir × 4

2 = 4. o +2
6=4 - l t2

y si lp, g) Rlp!q' )
- entonces pypl deben3=4 . 01-3 .

i. tener el mismo .

4=4.1 to
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Problemas

Demostración Del mismo modo, para qyq
'

hay 5 posibles restos al dividir por Sy

f. q
' deben tener el

mismo :

Si no fuese así
:

D= 4N tp (pe {0,1 , 2,33, he E)

P
'
-4N '

tp
' (pie 40,1 , 2,331ps

ÁEZ )

p- p
'
= 4h tp - 4N "

- p
'
= 44 - n ' ) tlp- p ' )

-70
p- p

'
> 4 ⇒ p

'EP-420 X.⇒ papi
.
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Problemas

Demostración Como tenemos 4 distintos

casos en la primera componente y S

en
la segunda .

Al obtener
los casos

totales tendremos que
multiplicar .

4. S = 20 .

{ (0,0) ( 1,0) ( 2,0 ) ( 3,0 )

É: :}
( o

,
3) ( 1,3 ) (2,3 )

(3,3)

Yo . 4541,4DE 2,4 3,4$
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Sumatorias

P4.
Calcule (ojalá usando alguna propiedad interesante) la siguiente
suma

n�1X

k=3

(k � 2)(k + 1)

⇒ n -3
n -3

= [((ktz) -2)(Cktzti)
→
j ?

K = ,

Cambio de indice
.

=
Kike)

Si aplico una suma o resta a cada K

dentro de la suma, hago
lo opuesto

en
el Índice

.
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Problemas

Demostración
klktasl = kztssk

n -3 n -3

= [ KZ t =→t"
KEI K =L 6 n -3

+32K
* { k? ser

G
=
(M - 3)(n -311112in - 3)ti )

- -

*[ k =
nl 6

2
ka '

f 3 .

tl )
a _
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Problemas

Demostración


