
Problemas

MA1101 - Introducción al Álgebra
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Problemas

Lógica

P1.
Tenemos que la siguiente proposición es una contradicción.

((p3 , p5) ^ (p5 _ p1 _ p6)) ) ((p1 , p2) _ p3 _ (p4 ) p1))

Halle los valores de p1, p2, p3, p4, p5 y p6.

P, F
Pz ✓
% ✓

Py F
Ps
Po

--
F

Mirando el lado derecho :

(Ps ⇐ ' Pa ) VPJVCPÍ⇒ Ps ) es F , como son todos los

conectores lo lógico necesariamente cada
uno es falso.

• (Ps l⇒ pz ) es F , como P, es F , Pa es
V
.

• PJ es F ⇒ Pz es V.

• MI ⇒ P, ) es f-⇒ PT es V rlp, es F) ⇐slpuesrirlp.esF)
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Problemas

Demostración (⇒ V

P, F Como esta expresión está conectada con un

P2 ✓ n
,
sabemos que cada una de los componentes

"
3 V es verdadera por si

sola
.

P" F
• P ⇐SPJ es

V Fs es V porque Pres
v

. luso
.

Ps F 3 1

Pa V Ps es F .

• Psvp
.
vpó es

V
,
finalmente , como p, yp,

son falsos , necesariamente, Po sera V.

Hallando los valores de venta de P, .BR .to?sPoe
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Cuantificadores

P2.a)

Exprese lo siguiente como una proposición cuantificada:

“Hay un número x tal que cuando se le suma cualquier número, el

resultado es ese número, y que si es multiplicado por cualquier

número, el resultado es x .”

EIR EIR

C- IR

⇐XEIR , VJEIR , VZER : xty -

_ y n x.⇐ x )
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Problemas

Demostración
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Cuantificadores

P2.b)

Determine si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas:

1. 9x 2 R, 8y 2 R, y = x2

2. 9x 2 R, 8y 2 R, y 6= x2

3. 8x 2 R, 9y 2 R, y = x2

4. 8x 2 R, 9y 2 R, y  x2

5. 9y 2 R, 8x 2 R, y  x2

F f)Si existiera tal x : (y
,
⇒ o)

F Tomamos un Y , en IR y ioooy.
(tb en IR )

✓ Luego, por el supuesto
:

Y, = XZ = 10003, / b. ⇒ o

µ = 10004,1
] = 1000 *

2) Si existiera tal Xia X
?
= X - XEIR ⇒ y = es

Erica
efectivamente y e ir tq 4=12,
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Demostración

VX, 7J plrx, y ) ~
7- y , V-xpcx.us )

d# >

p.tn, y ) : X faire a y .

✓

✓

4) it KXEIR , podemosEG.V-yeiR.7xe.IR/yex?V
considerar y = - 1 . Entonces, ye

x2 será cierto

pues
KXEIR

,
11270

.
Luego, 227

- l = y
~

Ü) Ya sabemos que
kxeIR

,

JYER talque y = x2 .

Luego , tomando el mismo y ,
y ex

'
.

5) Aquí, podemos tomar y = - 1
.
Luego :

YEO E x
' KXER

.

⇒ yexr
,
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Demostración
% dado

.

⇒ 74$ . Y

Tomando X = .
YH

max EY, - y}
'42×2=141

.

T .

Y sabemos que YE lyl
.

£,

tenemos el result .

Qué pasa con × = ya? Y = 1/2 ?

11=142 )
'

= 44 ⇒¿ YEX
' ?→ Ya EK, *

¿X Y#?
,

sí
,

sirve
.

YEO es directo pues xrzo .

Y > O ⇒ YE ( yMI→ YE 4272gal
⇒ 475170 ✓

yso ~



Problemas

Inducción

P3.a)

Sean a, b 2 N con a � b y fn definida por la recurrencia f0 = 2,

f1 = 2a y 8n � 0, fn+2 = afn+1 + bfn. Demuestre que

8n 2 N, fn � an + bn

P3.b)

Demuestre que 1 + 3 + 5 + . . .+ (2n � 1) = n2, 8n 2 {1, 2, 3, . . .}

P3.c)

Demuestre que (para un p � 1 fijo) n · (n + 1) · . . . · (n + p � 1) es

divisible por p ,8n 2 {1, 2, 3, . . .}
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Inducción

Demostración
1403

T
to

,
f, f2

,
73
,
. . _

,

f-2 → (aquí , la recurrencia
es úahda siempre .

fo : foz ó tb
.

= 2 ✓

ti : 2a = G za
'

t b
' ✓ (ya sabemos

,
por hipótesis

fue 276 ⇒
2a 7 a tb .

Las b) Luego, f, za
'
t b ' )
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Inducción

Demostración

fntz-afntitbfnnzlfnm-2.fmt bfn
- i

-

C. B. fz = a. f , tb . fo

fa Í 22+62 Veamos que sí :

fz = 2. 2a tb
-27222=22+22 > aztbr

( as 6 EN

H.I.fm?2htb " .
⇒ áazbr )

fn
,
za

" "

+6 "
' ¿ fn # zintb

" ?

En Zant bn ✓
✓

Sabemos que :

fnzr = a - fnt 6 - fu
. .

(induce . fuerte )

b- _

por HI 712¥ )tb.lan-itbn-7072.la
" tb " ) to = a

" " tab "
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Inducción

Demostración Nos gustaría que
abnzb " "

Porque así : fnn z a
"" tab " 7 2

" " tb " " y gano .

26776¥⇐taz (a. 6-+0,6=0 )
:

. fan 7 2 "" tb " " concluyendo

kn 32 que fn 7 2 " the
"

.

Comodemostramos
que fo y f. también cumplen

,
llegamos

a lo pedido.
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Inducción

Demostración
Por inducción .

.

C. B . 1=1 V *

H.I.tt 3 t St . . -

t (2n - I ) = RZ .

ftp.?Q:ft3tst..-tl2n-i3tl2CntiI-il--lnn)2D
Por HI : ft

3T St .
. .

t (2n - 1) = MZ

Sumando 2h11 a ambos lados :

ft 375T .
.
.

t (2n - 1)t Dum ) =
RtZnt 1
-

= (naif

pero 2nA = 121mm ) - 1)
,
hallando lo pedido.

241-1=2+2-1 = 2nA a
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Inducción

Demostración

p
números

.

-

p fijo EIN ,
71 .

C- B.1. 2-3 .

. . .

. p es divisible por P
" = '

)
=p ) ⇒ es

divisible por P .

EN

↳It n - Cnn ) .

.
. .
. - lntp- i ) es divisible por p

.

pdq)
p.I.MN/nt2l.....lntp-D.l es dir . por p.

ntp
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Inducción

Demostración

+pian Í:
La suma de cosas

divisibles por p
también

es divisible por p . <

= (ntrl . lntz ) .

.
. .

. (ntp - 1)En tp]

= (MH ) . lntz ) .

.
. .

.

. ( ntp- i ) (Mts ) tp - i )

concluimos por inducción .
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Conjuntos

P4.
Demuestre que:

• A ✓ Ac ) A = ;
• (A \ Bc

) [ A = A

• (A4B) [ (Ac \ Bc
)
c
= A [ B

AE AYNA
A Ed ⇒ A- =D

.

Supongamos que A # d.

⇒
-

-

existe un aeA.EE#EiaeAc .

^ por hipótesis :

ae A ⇒ a c-
A
' (AEA

' )

Como a c- A y ae
AC
,

a.
)

a c- AAAC⇒ a c- 01

# Luego , no existe

tal a y A-=P
.
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Funciones y Conjuntos

Demostración

7) vpcasp

CAAB c) VA = A
-

C- A

Ser XEAMBC ⇒ XEA n XEBC

en particular ⇒ XEA
⇐s (AMBC c- A)

IFBYZA.kax.CA
⇒ XEA v xlAMB

' ) ⇒ LA EAUCAABY;

E) Sea xe CAMBCIUA = UAIMLAUBC)
⇐ AMCAUB

')

⇒ XEA nxe CAUB
' ) ⇒ XEAKAABCIUAEA)
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Funciones

P5.
Sea f : R! R definida por f (x) =

2x

1 + x2
• Es f inyectiva?

• Mostrar que el recorrido de f es [�1, 1]

• Mostrar que g : [�1, 1] ! [�1, 1], g(x) = f (x) es biyectiva.

f-CX ) = A f : IR -ser

HIR) E E- 1,1J

Ü?→, FURI E- t.SI
f ' Está?

✓
ftp. ) EL-1,1 ]

FCIR ) Z E- 1 , A ]

④ TFXEE1,13 : gixrfcx)
.

→

"
sean xs

, xz tal que fcxi = fexa) (IIII
2X,

=

212
-

Jtxi stxí
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Funciones y Conjuntos

Demostración
2X,

=

212
-

Jtxi stxi
⇒

2×4 txítzxzl I zx,2) = , 21,
t 2X,
XI = 272MHz

1, t X, XP = Xz tx,
2 Xz , Supongamos que X, #Xz .

(Xi - Xz ⇒ o)

X
,
- Xz = 21,2 Xz - X, Xz

2

¥2 = X
, xaCrt

I = x. x. ⇒lx.at
" "" ⇒

s

f-121 =¥4 = %
No es inyectiva



Problemas

Funciones y Conjuntos

Demostración

6)

Sea xe IR , fcxl
= y :

Y = FÉ ⇒ YTYXE 2x

YXZ - 2x t y = 0 .

× =
2 ±A1. y . y
- ⇒ 4 ?

2-y 4- 457 O

jz ya⇒ y EE 1.D
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Funciones y Conjuntos

Demostración Sea y c- [-1,1J arbitrario
,

veamos que 7- xe IR tal que ftxky .

y = Ir ×?
±FI

JTXZ ⇒ -
2-y

flx) = y _ f-
' (y ) = X

. (salvo a-el

pan y C- E- 1,13 ⇒ C- IR
.

y esta bien definido

partir 4- 4530 .
Luego, este × existe

kye E- 1,1J salvo
y⇒ .

¿ ftx) = O ?
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Funciones y Conjuntos

Demostración Tal x es 0
. 7¥ = o

⇒ 27--0 ⇒ ×- o .

Luego floto

Y encontramos al menos una primagen

para cada ye Es ,
1J

.
E- 1,1J

E realf- 7.

Luego reclf ) e-Es . B.
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Funciones y Conjuntos

Demostración

C)

es biyectiva
.

↳ : J = X, Xz ( siguiendo exactamente la
misma

demostración de la primera parte
hasta este punto :)

Supongamos que son
distintos ⇒ Tenemos dos casos :

Xs
,
Xz 70: X,

=# , pero
xaEJ ⇒ ¥271

=3 Xs 7 1

Pero Xs C- Es , 13 ⇒ ×, = 1 .

Pero entonces Xz = 1

⇒ Xs = X2
.
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Funciones y Conjuntos

Demostración

EL otro caso : X, , Xz CO . Luego , X. = ytz , como
µ > - I ⇒ 1L

,
pero entonces X. =#

- X, = > 1

⇒te# pues X, C- E- 1,13×2

Finalmente ,
X,

= xa y g es inyectiva .
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Funciones y Conjuntos

Demostración

ir
H E-1,13 ) EFCR) = E- 1,1J

[ - 1,1 ] E HE-1,13 )

y arb.

→ flx)
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Funciones y Conjuntos

Demostración ÍIÍÉÍII : favs
.

x = 2 ±TI
↳

2TTI
→Ty
→zT

2y

=#Xz =j
Si × viviera en E- 1. s ] ⇒ IXI E

l

me gustaría que M¥4 El



Problemas

Funciones y Conjuntos

Demostración 11-7i-mas.at#i-y/1zrF/ci
11

17/1- ya

<
á ,
eso -

si FÍE " Ni
* .

f- 2141+42 EX- 5 y

4441 c- Eris

+ , 421141µg epiy .
E-1,1J

i. f es bnj
.
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Funciones y Conjuntos

Demostración f- of es epiy ⇒ f es epíy

f-os es iny ⇒ f iny

fof es biy ⇒ fesepiy y gimes .

§¥ ldalxi -- x xe A
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Funciones y Conjuntos

P6.
Sean A,B ,C ,D conjuntos no vaćıos tales que A \ C = ; y

B \ D = ;. Sean además f : A ! B y g : C ! D dos funciones.

Se define h : A [ C ! B [ D tal que 8x 2 A [ C :

h(x) =

(
f ((x) si x 2 A

g(x) si x 2 C

• Demuestre que si f , g son inyectivas, entonces h es inyectiva.

• Demuestre que si f , g son epiyectivas, entonces h es

epiyectiva.

• Si f , g son biyectivas, demuestre que h es biyectiva y

encuentre su inversa.

!
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Funciones y Conjuntos

Demostración Sean X. , Xz tales que
ihlxikhcxz )
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Funciones y Conjuntos

P7.
Sea E 6= ; un conjunto cualquiera y A ✓ E , con A 6= ;. Se define

f :P(E ) ! P(E )

X ! f (X ) = X \ A

g :P(E ) ! P(E )

X ! g(X ) = X [ A

• Demuestre que f � g = f y que g � f = g

• Demuestre que f �1
({;}) = P(A)

• Demuestre que 8X 2 P(E ), f (X ) 6= A

= v
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Funciones y Conjuntos

Demostración

× X
.

Sea XEPIE ) :

H síXD = f- (XUA) =Hut
f- CX ) = XVI
CXUA) LA = CXUA) MA

'
=#AY vk.rs#
= XMAEXIA .

gof = 8 : flf CXD = g (XIA ) = (XIA ) UA

81×1 = XUA .

( XIAIUA = HA AYUA
= MANIA XUA

.
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Funciones y Conjuntos

Demostración f-
' 1403 ) =P(A)

⇒HX) = XIA =pt

XIA =p ⇒ × a-Al f-
'ROMERA)

⇒
Sea ÍIÍÍ

"

⇒ flx ) = XIAEAU
=P

⇒ Xe f- ' 1403 )
_
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Funciones y Conjuntos

Demostración TTXEPCEI : HX) #A ,
supongamos
que no :

HX ) = XIA = A

XAA
'
= A 1nA

XAÁAA = ANA

→
⇒ 01 = A ,

pero por
hip

A- ¥01 ⇒ X no existe_
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Funciones y Conjuntos

Demostración
⇐

tiAi EA .
-

Ai Ed
.

Ufi = A → Ai U Az U As VA y = A

Ai AAj =p ,
i #I µAieA←

xezfiasxo-UA.mg
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Funciones y Conjuntos

Demostración


