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1. Direcciones factibles

Sea P = {z € R"|Ax = b,z > 0} un poliedro en forma estdndar y z* € P. Recuerde que un vector d # 0 es
una direccién factible en x* si existe 6 > 0 tal que 2* +6d € P. Consideremos el PL dado por min{c’'z : € P}.

1. Pruebe que el vector d € R™ es una direccién factible en z* si y solo si Ad = 0y d; > 0 para todo i tal
que z; = 0.

2. Sea Z = {i|z} = 0}. Prueba que z* es una solucion éptima del PL si y solo si el problema

min ¢&'d
sa. Ad = 0
di > 0 Vie Z

tiene valor éptimo igual a 0.
Pauta Pregunta 1:
1. PDQ: Dado z* € P, d € R" es direccién factible <= Ad =0y d; > 0 Vi tal que 27 = 0.

Sea x* € Py d direccion factible con respecto a dicho punto. Luego, 36 > 0 tal que z* + 0d € P, es
decir, cumple las restricciones:

A(z*4+60d) = b x*+0d > 0
Ax*+0Ad = b zf+60d;, > 0 Vi=1,...,n
b+0Ad = b puesz*€P=Ax*=b|2;+0d > 0 Vitalqueaz; =0
PAd = 0 0d; > 0 Vitalquex =0
Ad = 0 di > 0 Vitalquez; =0

Luego, se probé que d es tal que Ad =0y d; >0 Vi tal que z7 = 0.
Sean z* € Py d € R" que verifica Ad = 0y d; > 0 Vi tal que 7 = 0. Se debe mostrar que d
es direccion factible, esto es, 30 > 0 tal que =* + 0d € P. Para esto, se verd que cumple ambas

restricciones. Sea 6 > 0.

Ad = 0 = 0Ad = 0 VO>0
b+60Ad = b
Ax*4+0Ad = b puesx* € P= Axz*=b
A(z*+60d) = b

Lo que muestra que cumple la primera restricciéon. Falta ver que 30 > 0 tal que z* 4+ 0d > 0, o
equivalentemente x; 4+ 0d; > 0 Vi =1,...,n. Notando que z* € P = z* > 0, tenemos dos casos:
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e italque 27 =0 = 7 +0d; >0 <= 0d; >0, lo que se cumple V6 > 0, pues d; > 0 V7 tal
que z; = 0.

e Si i es tal que z7 > 0, se debe ver que =] + 6d > 0. Aca no se tiene ninguna informacién sobre
d, pero pueden ser revisados todos los casos. Si d; > 0, se tiene andlogamente al punto anterior.
Por otro lado, si d; < 0:

¥

i +0d>0 < 0d; > —x] <~ 93—% Vi tal que z; > 0,d; < 0.

Luego, basta escoger

con lo cual

wf—i—édi:xf—%di:mf—xfzoz() Vi tal que = > 0,d; < 0.

(2

Con lo que se prueba que para todos los casos 30 tal que = + 6d > 0.

2. Para comenzar notemos que, dado z* € P, una solucién factible d del problema

min ¢I'd
(PL2) sa. Ad = 0
d > 0 VieZ

verifica Ad =0y d; > 0 Vi € Z. Como Z restringe a las componentes nulas de las soluciones, por la parte
1 tenemos que cualquier d factible en (PL2) es una direccién factible de z* € P.

Sea x* 6ptimo en (PL) y sea d factible en (PL2). Luego, d es una direccién factible para x* y es
posible moverse a través de ella manteniendo la factibilidad, esto es, z* + 68d € P para un 6 > 0
adecuado. Como z* es éptimo, se tiene que la funcién objetivo de (PL) evaluada en x* es menor o
igual al valor que tendria ésta al evaluar cualquier otro punto, en particular:

o < cT'(z* +0d)
It < x4+ 6c0d
0 < cd

Esto indica que cualquier d factible en (PL2) (que representa las direcciones factibles para el pun-
to x*) tiene valor objetivo mayor o igual a cero si es que z* es 6ptimo de (PL). Luego, el valor
6ptimo serd ¢’'d* = 0 que puede ser alcanzado tomando d* = 0 factible en (PL2) porque cumple
ambas restricciones. Cualquier otro valor de d empeora el valor objetivo (¢!'d > 0) o conduce a una
contradiccién (c’'d < 0).

Sea d* 6ptimo de (PL2) tal que c¢/'d* = 0. Sea * € P y d una direccién factible cualquiera para
dicho punto. Se debe mostrar que z* es 6ptimo, lo que equivale a que moverse en cualquier direcciéon
empeora el costo (i.e., para 6 adecuado, ¢! (z* + 0d) > c’'z* Vd direccién factible). En efecto, con 6
adecuado:
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' +0d) =cla* +0cTd>cla* +0cTd =cTa* +0-0=cl2* Vd direccién factible

Donde se usé que ¢f'd > ¢'d*, pues si d es direccién factible también cumple las restricciones de
(PL2).

Asignacién de puntaje:

P1. 1. (3.0 ptos.) - 1.5 puntos por demostrar cada una de las implicancias.
2. (3.0 ptos.) - 0.6 puntos por indicar que las soluciones factibles de (PL2) son direcciones factibles
para z*.
- 1.2 puntos por demostrar que z* 6ptimo = (PL2) tiene valor éptimo nulo.
- 1.2 puntos por demostrar que si (PL2) tiene valor éptimo nulo = z* es 6ptimo.
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2. Simplex

Considere el siguiente programa lineal.

min —xo
s.a. I <2
(P) Tr1 Fx9 >4

—x1 +x9 <2
ry, x2 =0

1. Dibuje el poliedro que corresponde a la regién factible del programa lineal arriba. ;Es un politopo?

2. Formule un programa lineal equivalente en forma estdndar (PFE) mediante el uso de variables de holgura
en (P).

3. Sea z un punto en (PFE) que corresponde al punto (2, 2) en el programa lineal original (P). Encuentre una
base B que corresponde a x, es decir, si uno fija la base B y construye un punto béasico correspondiendo a
B (como lo hemos visto en clase), uno obtiene x. Indique también z y cudles de sus variables son bésicas
y cuales son no-bésicas.

4. Encuentre todas las direcciones béasicas de x.
5. Calcule el costo reducido ¢; de cada variable x;. ;El punto = es éptimo?

6. Selecciona una variable x; tal que ¢; < 0. Encuentre el valor §* = max{f > 0Jx + 0d’ € Q} donde Q es
el poliedro que corresponde a los puntos factibles del problema (PE). Calcule el punto 2’ := x + 0*d’.
Encuentre el punto que corresponde a x’ en el programa lineal original (P).

Si tienes que calcular inversas de matrices puedes usar un computador o celular (por ejemplo usando
https://ncalculators.com/matrix/inverse-matrix.htm).

Pauta Pregunta 2:
1. En la Figura se presenta el poliedro correspondiente a la regién factible del problema (P).

» La primera restricciéon z; < 2 es la linea vertical en naranjo.

= La segunda restriccion x1 + o > 4 es la recta de pendiente negativa en rosado oscuro.
= La tercera restriccién —z1 + zo < 2 es la recta de pendiente positiva en morado.

= Las restricciones x1,x9 > 0 estdn marcadas sobre los ejes, la restriccion.

» El poliedro que representa a la regién factible es la interseccién de los semiespacios
anteriores, pintado con rosado.

Se puede apreciar graficamente que el poliedro es acotado, por lo tanto es un politopo.
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2. Para que el poliedro esté en forma estandar debe cumplir tres condiciones:

Figura 1: Poliedro correspondiente a la regién factible del problema (P).

= Debe ser un problema de minimizacién.

= Todas las restricciones deben ser igualdades, a excepcion de la naturaleza de las variables.

= La naturaleza de las variables indica que todas son no negativas.

El problema ya cumple lo primero y lo tercero, pero falta que las restricciones (exceptuando la naturaleza
de las variables) sean igualdades. Para esto, introduciremos variables de holgura que sirven para equilibrar
ambos lados de las inecuaciones hasta alcanzar la igualdad. Por lo tanto, se agrega la variable z3 que se
suma en la primera restriccién, la variable x4 que se resta en la segunda restriccién y la variable x5 que
se suma en la tercera restriccion; todas ellas no negativas. De esta forma, el problema en forma estandar
(PE) queda como sigue:

2o
T +x3
xr1  +x2 —Xy4
—r; +x2

X1, €2, €3, X4,

. Considerando al punto (2,2) para el problema (P), se puede identificar que 1 = 2 y z9 = 2. Como

este punto es factible en el problema original y este a su vez es equivalente a (PE), debe cumplir las

restricciones:

n | F+r3=2 << 2423=2 = x3=0

m 1 —14=4 <— 2+4+2—24=4 — x4=0

Tt ars=2 < 242+4+x5=2 = x5=2
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Por lo tanto, el vector x € R de (PE) que representa al punto (2,2) en (P) es x =

S O NN

2
Notemos que este punto cumple 5 restricciones l.i. de (PE) en forma activa (las tres que caracterizan
el poliedro, la naturaleza de z3 y la de z4), por lo que es una solucién bésica (y factible). Ademads, las
variables basicas son x1, 2 y x5; mientras que las no basicas son x3 y x4. Por ltimo, la matriz basica
corresponde a las columnas de A asociadas a las variables bésicas, esto es:

1 01 0 O 1 00
A=|1 10 -1 0| y B=|1 10
-1 1 0 0 1 -1 1 1
4. Las direcciones bésicas asociada a una solucién bésica factible son los d/ = —B_lAj Vj tal que x; es

variable no bésica, con A; la columna de la matriz A que corresponde a x;. Como hay dos variables no
bésicas, se tienen dos direcciones bésicas:

1 0 0] /1 1 -1
s 3=-B1A3=—|-1 1 0| |0|=—|-1]=[1
|2 —1 1] \0 2 -2
[ 1 0] /0 0 0
2w dt=-B1Ay=—|-1 1 0| |-1|=—|-1|=[1
|2 -1 1]\ 0 1 -1
1 0 0
donde se us6 que B~' = |-1 1 0].
2 -1 1
Observacion: las componentes asociadas a las variables no basicas son todas cero, a excepcién de la j-ésima.
-1 0
1 1
Asi, las direcciones completasson | 1 [y | 0
0 1
-2 -1

5. El costo reducido se define como ¢; = ¢; — chflAj. Se calcularan para las variables no bésicas x3 y 4.

1 0] /1 1
m3=c3—cpB A3 =0-(0 -1 0)|-1 1 o] [0]==(1 -1 0)f0]=-1

2 -1 1] \0 0

(1 0 0] /0 0
noy=cy—cpB A =0—-(0 -1 0)|-1 1 O] |-1]=—-(1 -1 0)f-1|=-1

2 -1 1] \0 0

Por lo tanto, el punto x no es éptimo porque tiene costos reducidos negativos (¢3 y ¢4).
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6. Como hay dos costos reducidos negativos, se tienen dos desarrollos posibles para esta parte. Uno consiste
en que x3 entre a la base y el otro en que lo haga x4. Ambos son igual de vélidos y sélo se requiere hacer
uno.

Caso 1: 3 entra a la base. Con esto, el nuevo punto serd =’ = x + 6*d>, es decir,

2 -1 2 -0

2 1 2+0*
d=10[+0"] 1= ¢

0 0 0

2 -2 2 — 20*

para el cual se debe encontrar 0* tal que sea factible en (PE) cumpliendo todas sus restricciones. Las
que son de la forma Ax = b se cumplen V6 > O:

mp ta3=2 < 2—-0+0=2v

s it xo—T4=4 < 2—-0+2+60—-0=4

n —p t oot =2 < —24+0+2+0+2-20=2
Para la naturaleza de las variables:

n >0 <= 2-0>0 <« 02

m >0 <= 246020 < 0>-2

mp3>0 < 60>0

m >0 <= 020V

m 5 >0 < 2-20>0 << 0<1

Luego
0" =méx{0 >00 <2,0>-2,0>0,0<1}=méx{0 >0[0<0<1} =1

con lo cual
2—1 1
241 3
= 1 =11
0 0
2—-2-1 0

y, como x1 = 1 y x9 = 3, se concluye que esta solucién corresponde al punto (1,3) en (P). La variable
que salio de la base es x5 que ahora estéa fija en 0.

Observacién: puede notarse en el grafico de la parte 1 que este corresponde a la SBF activa en la segunda
y tercera restriccién, cumpliendo con holgura la primera restriccion.
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Caso 2: x4 entra a la base. Con esto, el nuevo punto serd 2’ = x + 6*d*, es decir,

2 0 2
2 1 240"
Z=[0[+6* ] 0 |= 0
0 1 o*
2 -1 2 —0*

para el cual se debe encontrar 6* tal que sea factible en (PE) cumpliendo todas sus restricciones. Las
que son de la forma Ax = b se cumplen V6 > O:

m a3 =2 < 240=2V

n ity —ay=4 &= 2+24+0-0=4

n ot =2 < —2424+0+2-0=2
Para la naturaleza de las variables:

n ;>0 <= 2>0v

m 29 2>0 <= 240>0 < 0> -2
m 23>0 < 0>0v
n 24 >0 <<= 60>0
m 5 >0 < 2—-60>0 << 6<2
Luego
0" = méx{f > 00 > —2,0 > 0,0 <2} =max{0 >0[0< 6 <2} =2
con lo cual
2 2
2+2 4
= 0 =10
2 2
2—-2 0

y, como x1 = 2y x2 = 4, se concluye que esta solucién corresponde al punto (2,4) en (P). La variable
que sali6é de la base es x5 que ahora esta fija en 0.

Observacién: puede notarse en el grafico de la parte 1 que este corresponde a la SBF activa en la
primera y tercera restriccién, cumpliendo con holgura la segunda restriccion.

Observacién 2:el 6ptimo en este problema estd representado por el punto (2,4), ya que al compararlo
con (1,3) e incluso (2,2), el primero es el que minimiza la expresién min —zy, con o = 4. Notar que,
aun cuando ambos costos reducidos eran iguales a —1, lo conveniente era que x4 entrara a la base. De
hecho, al seguir iterando, se concluiria que para la solucién resultante del caso 1 entra x4 a la base,
mientras que en el caso 2 se obtendria que todos los costos reducidos son positivos. En general, no es
posible saber sélo con los costos reducidos cudl es la variable no bésica que al entrar a la base permite
llegar al éptimo en menos iteraciones, pues esto también depende de cuanto sea posible moverse por la
direccién factible (6*).

Asignacién de puntaje:
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P2.

—_

. (1.0 pto.) - 0.5 puntos por dibujar el poliedro.
- 0.5 puntos por indicar que es un politopo.
. (1.0 pto.) - 0.8 puntos por incluir las tres variables de holgura para modificar las restricciones.
- 0.2 puntos por indicar que estas son no negativas.
. (1.0 pto.) - 0.4 puntos por indicar el vector = € R?.
- 0.3 puntos por indicar cuales son las variables béasicas y no basicas de x.
- 0.3 puntos por indicar la matriz basica asociada a x.
. (1.0 pto.) - 0.5 puntos por cada direccién basica (los d® y d* con tres componentes).
. (1.0 pto.) - 0.3 puntos por calcular ¢s.
- 0.3 puntos por calcular ¢;.
- 0.4 puntos por concluir que la base actual no es 6ptima a partir de lo anterior.
. (1.0 pto.) - 0.3 puntos por escribir las condiciones que debe cumplir #* para que =’ sea factible
en (PE).
- 0.4 puntos por encontrar el valor explicito de 6* y 2.
- 0.3 puntos por indicar a qué punto corresponde z’ en el problema (P).
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3.

Simplex

Considere los siguientes problemas en forma estandar:

(a)

min
s.a.

3T +3r3 44 min —2x1 —Txy —4x3 +x5
T —2x9 —2x3 X4 =4 (b) s.a. —x1 +4ry —4dx3 +14 =6
—2x1 +x9 —2x3 +z5 =1 —2x1 —2x9 +3x3 +rs =7
T, T2, T3, T4, z5 >0 z1, T2, T3, T4, x5 >0

Para cada uno de estos problemas (y comenzando con la base {x4, x5} para (a) y la base {z2,z5} para (b))
haga lo siguiente.

1. Muestre que efectivamente estd en una SBF. ;Cudl es la soluciéon que corresponde a esta base?

2. Haga no maés de 2 iteraciones del método de Simplex para estos problemas. En cada iteracién indique la

variable que entra, la direccion factible de movimiento, el valor de #* y la solucién a la que llega y su
nueva base.

3. Luego de estas iteraciones, ;qué aprendié de estos problemas? ;llegd al 6ptimo? json problemas acotados?

Pauta Pregunta 3:

1.

(a)

En este caso, x4 y x5 son variables basicas. Esto indica que 1 = xzo = x3 = 0, pues son no
bésicas. A partir de las restricciones es posible determinar que los valores de xp = (x4, z5) son (4, 1).
Luego, x = (0 0 0 4 1). Como las soluciones de este problema estan en R, para que = sea SBF
debe cumplir 5 restricciones linealmente independientes de forma activa y ser factible. En efecto, se
verifican las siguientes:

o r1 — 219 —223+x4=4 < 0-2-0-2-0+4=4V

o 2r14+a0—2x34+a5=1<—= -2-040-2-0+1=1V

e 1 =0 << 0=0Vv

e 10=0<«<= 0=0v

e 13=0 <= 0=0v
Donde las tres iltimas se obtuvieron de las restricciones de naturaleza de las variables. Todas estas
restricciones son l.i., ya que sus vectores caracteristicos (es decir, las filas de la matriz A) no pueden
escribirse como combinacién lineal el uno del otro (no es necesario mostrarlo formalmente, pero si se
desea hacerlo notar que a; = (1 -2 -2 1 O), ay = (72 1 -2 0 1) y los que caracterizan a

las restricciones de naturaleza de las variables son los unitarios e; compuestos tinicamente por ceros
y un 1 en la posicién i; con i € {1,2,3}). Ademas, es factible porque cumple todas las restricciones.

Ahora las variables béasicas corresponden a s y x5, por lo que x1 = 3 = x4 = 0. De las restricciones

de (b) se obtiene que zy = % y x5 = 10. Luego, las solucién correspondiente es el vector z =
(O % 0 0 10). Este es activo en las siguientes restricciones

o~z +dzy—dzz+ w4 =6 < —0+4-3-4.0+0=6

o 21— 2433 t+as=T7 < —2:0-2-2+3.0+10=7
e11=0<<=> 0=0v

e 13=0 <= 0=0v

25=0 <= 0=0v

10



oKy Ingenierfa Industrial Facultad de Ciencias Fisicas y Matemaéticas
e C Fro Universidad de Chile
13 de mayo 2020

Estas restricciones son Li. por la misma razén descrita para el problema (a) (en este caso, son Li.
los vectores a; = (—1 4 —4 1 0), az = (—2 -2 30 1) ,e1,e3 y eq). Luego, el punto x
encontrado cumple 5 restricciones li. de forma activa y ademés cumple todas las restricciones, por
lo que es una SBF.

(a)

Para este problema, dado xp = (x4, x5), tenemos los siguientes valores de A, B y c¢p:

1 -2 =210 o 1o 1
A=15 1 2 0 1} B=5 _{0 1] CB_(O)

Con ellos, es posible calcular los costos reducidos de las variables no béasicas.

eci=c—cpB A =3 (1 0) (1) (1) (_12>:3_1:2
e &y =cy—cpB Ay =0— (1 0) é (1) (‘12)2—(—2):2
e 3=c3—cpB A3 =3—-(1 0) (1) (1) <:§>=3—(—2):5

Como todos los costos reducidos son positivos, la solucién actual z* = (0 0 0 4 1) es Optima y
se detiene el algoritmo.

(b)

En este problema xp = (z2,25) y se tiene que

-1 4 —4 10 (4 0]
A=19 9 3 01} B‘[—z 1] B _[

DO = [ =
—= O
| I
9}
sy
Il
N
—_
\]
N———

Los costos reducidos de las variables no bésicas son

c - 10] /(-1
e ¢ =c —chEB A =-2— (-7 1) {% 1] (_2>:—2—(—f’l 1)

()
G-t () e

3
=i BB A =0 (-7 1) E () =-c5 v (5)--n-3

Como ¢; < 0y é3 < 0 es posible escoger x1 0 x3 para que entren a la base. Ambos casos son

[N V|

e G3=c3—cpB A3 =—4— (-7 1) [

igualmente validos.

Caso 1: z1 entra a la base.
La direccién basica asociada es

d'=-B7'A; =~ [

[N

) --()- ()

Como d' no tiene componentes negativas, el problema es no acotado y se detiene el algoritmo.

11
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Caso 2: x3 entra a la base.
La direcciéon basica asociada es

d*=-B A3 =— {

D[ ==

o (=4 _ (1) _ (1

1 3 ) 1) \-1

donde, por la estructura de la matriz béasica, la primera componente esta asociada a zs y la segunda
a 5. Como d° tiene al menos una componente negativa, es posible encontrar la cantidad 6* que es

0+ = min _IBG = min —E =10
i|d; <0 d; -1

Con esto, * = 10 y la variable que sale es x5. El vector actualizado es 2’ = z + 6*d:

posible moverse.

0 0 0
3 23
] 1 3
z+0d=]101|+10| 1 | =110
0 0 0
10 -1 0

Las variables bdsicas son zp(x2,x3) y las no bésicas son zy = (21,24, z5). Luego, la matriz bésica
es
4 —4
B =

Iteracion 2]

Tenemosx:(O 2 10 0 0) con

3
= 55 e =L 3] =] w= ()
por lo que los costos reducidos de las variables no bésicas son
e = —chB A = =2 — (-7 —4) F ﬂ (:;) =-2— (-2 -11) (:;) = -2 —
(+22) =247 -8 2

e Gy=cy—chBA =0 (-7 —4) [

DO [0 N[ = [ Qo
— =
—_
7N
= O

® C; = C5 — CnglAf, =1- (—7 —4) |:

) 1o (-2 1) (g) —1-(-11) =12

El tnico costo reducido negativo es ¢1, por lo que escogemos a x; para que entre a la base. La

direccion asociada es
11 11
J ()= (1) -(2)
1] \-2 —1 1

Como ninguna componente de d' es negativa, el problema es no acotado (se puede esocger libre-
mente 0* — oo sin violar la factibilidad, pues = + 6*d es no negativa V6 > 0 y entonces se puede
disminuir infinitamente el valor de la funcién objetivo). La direccién de movimiento completa es

(1 & 20 0).

d'=-B A = - [

DO| = o
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3. Con respecto al problema (a), se obtuvo que este alcanza el éptimo con z* = (0 0 0 4 1). Es un

problema acotado ya que el valor 6ptimo es finito.

En cuanto al problema (b), resulta que es un problema no acotado (el valor éptimo tiende a —o0),
ya que se obtienen direcciones basicas con todas sus componentes positivas. Se llega a esta conclusion

independientemente de la variable que entra a la base en la primera iteracién.

Asignacién de puntaje:

P3. 1. (1.0 pto.) - 0.2 puntos por encontrar la solucién asociada a la base de (a).
- 0.2 puntos por encontrar la solucién asociada a la base de (b).

- 0.3 puntos por mostrar que la solucién de (a) es SBF.
- 0.3 puntos por mostrar que la solucién de (b) es SBF.

Observacion: para mostrar que son SBF se debe indicar que las soluciones son factibles,

cumplen 5 restricciones de forma activa y que estas son Li.
2. (4.0 ptos.) - 1.0 punto por calcular ¢ para (a) y detenerse.
- 1.0 punto por calcular ¢ para (b) a partir de la base dada.

- Sien (b) entra z; 1.0 punto por calcular d' y 1.0 punto por detener el algoritmo.
- Si en (b) entra x3 0.5 puntos por calcular d® y §*, 0.5 puntos por obtener el nuevo
punto y su base. En la segunda iteracién, 0.5 puntos por calcular ¢, 0.5 puntos por

calcular d' y detener el algoritmo.

3. (1.0 pto.) - 0.5 puntos por indicar que el problema (a) alcanza el éptimo y es acotado.

- 0.5 puntos por indicar que el problema (b) es no acotado.

Observacion: se debe argumentar cada conclusién, no basta con decir ”es acotado”.
Puede que el estudiante haya justificado en la parte 2 al detener el algoritmo (diciendo,
por ejemplo, que el problema es no acotado porque todas las direcciones bésicas son

positivas).
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