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P1. Cascarén esférico giratorio II:

a) Por definicién el potencial vector para distribuciones lineales, superficiales y volumétricas de corriente,
respectivamente, es:

T Idl // KdS /// Jdv
A="— ; ;
i | |F—7| |7 — |7 — |
Como ya conocemos en este caso, la densidad de corriente serd superficial, donde K = ot(), con
7" el vector que parametriza a nuestra distribucién de corriente, y a la vez, para objetos en rotacion,

U =& x 7. De la clase auxiliar pasada se sabe que 7 = R#, el cual escrito en coordenadas cartesianas
queda:

7 = R (cos(¢) sin()2 + sin(¢) sin(8)7 + cos(h)2)

Por otro lado, tal como se nos sugiere usamos & en el plano XZ formando un dngulo « con 2, entonces:

W = wp (sin(a) + cos(a)2)
Entonces:

z U 2
= U=wyR| sin(a) 0 ()
cos(¢)sin(f) sin(¢)sin(f) cos(0)
= U =woR[— cos(a)sin(¢)sin(0)z + (cos(a) cos(¢) sin(f) — sin(a) cos(d))y + sin(«) sin(¢) sin(0)Z]

—

Y entonces, como K =

= K = owoR [~ cos(a) sin(¢) sin(6) + (cos(a) cos(¢) sin() — sin(e) cos(6))§ + sin(a) sin(¢) sin(6)Z]
Ahora, usamos el hint para decir que 7 = r2, mientras que ¥ = R, entonces:

|7 — 7| = |rzZ — R (cos(¢) sin(0)2 + sin(¢) sin(0)§ + cos(6)2)|
= |F— 7| = |-Rcos(¢)sin(d)2 — Rsin(¢)sin()9 + (r — Rcos(0))|

= |7 = | = \/(~Recos(¢) sin(0))2 + (— Rsin(¢) sin(6))2 + (r — Rcos(6))2

F—7| = \/R2 sin?(0)(cos2(¢) + sin?(¢)) + r2 + R2 cos?(0) — 2Rr cos(f)

= |[F—7|= \/RQ(siHQ(G) +cos2(6)) + 12 — 2Rrcos(f) = |F—7|= \/R2 + 12 — 2Rr cos(6)
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Por 1ltimo, como estamos integrando en una esfera de radio constante, el diferencial de superficie es
dS = RZ%sin(0)d¢dh, y entonces reemplazando todo en la integral se tiene que:

P Ho T 2w k(0,¢)
A(r) = 47r/0 /0 ¢R2+r2—2chos(9)R sin(6)depdf

Ahora, viendo la expresién que obtuvimos para K nos damos cuenta de que las componentes en  y
Z tienen el término sin(¢), mientras que el primer término de la componente en § depende de cos(¢),
y en virtud de que:

2 2
/ cos(p)dp =0 ; / sin(¢)d¢ =0
0 0

Entonces todos esos términos desaparecen al integrar, con lo cual podemos tomar en cuenta sélo el
segundo término de la componente en § de K, y asf:

I (—owpRsin(a) cos(0)9)
/ / VR?2 + 12 — 2Rr cos(f) R sin(6)dgdf

Sacamos las constantes e integramos con respecto a ¢, lo cual nos entrega un factor 27:

cos(0) sin(0)
+ 72 — 2Rr cos(0)

do

1
= A(r) = —=poowo R® sin(a A/
(r) = =5 H00wo (a)g ) Vi
Para esta integral se usa el cambio de variable u = cos(#), entonces:

du=—sin(0)dd ; 6=0 = u=1,0=71 = u=-1

/ cos(6) sin(0) L u = /1 u du
VRZ + 12 —2Rr cos(0) 1 VR?2+ 12— 2Rru -1 VR? + 12 —2Rru

Haciendo otro cambio de variable de la forma v = R? + r? — 2Rru, entonces:

B (v — R? —1r?) 1
= u= Sy = du= erv

u=-1 = v=R*+77+2Rr=(r+R)? , u=1 = v=R*>+7?—-2Rr=(r — R)*

1 U 1 (r—R) R2 _p 1 (r+R)? R2 —
Ny P Ny L Y S Wy S SR
-1 VR?2 4+ 72 —2Rru 4R*r% J(r4+R)2 Vu 4R?r= J(r—R)2 Vv

1 (r+R)? ) (r+R)? dy
- o V(R Vodv — (R + 1 )/(TR)z NG

(= BP)E) - 2R 40 (0 + B - (- )Y

3
2

— -3 |5 (0 + B

N / cos () sin(0) o
VR + 712 —2Rrcos(d) = 6R%r?

((r+ R)* — |r = RPP = 3(R* +v?) ((r + R) - |r — R|)]
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Ahora debemos ponernos en casos. Primero, para r < R se tiene que |r — R| = R — r, mientras que
para r > R se tiene que |r — R| = r — R, entonces desarrollando los cubos de binomio se tiene que:

2r
N / cos(6) sin(0) 40— sz 5 TSR
2 2 o
VR2 + 12 — 2Rr cos(0) ??T]g >R
Entonces, reemplazando en la expresion para el potencial vector A:
—tpoowoRrsin(a)j 3 r<R

= A(r) =
1 4 o A
—gzpoowo R sin(a)y 5 7> R
Ahora recordemos que este r es medido sobre el eje 2. Para volver a coordenadas mas generales, tal
como nos dice el hint, veamos cémo es @ X 7 en el sistema que estamos usando:

IS

—~

& X 7= wor sm( ) cos(a)| = @ X 7= —worsin(a)y

OO
<

Entonces, reemplazando en el potencial vector, se tiene que:

—“OgR(GJXF) : T<R

poo R

b (Wxr) 5 r>R

Este resultado es general para cualquier sistema de referencia que escojamos. En particular, si usamos
el sistema usual donde & = wyZ y ¥ = r#, entonces:

X 7= wor [2 x (sin(f) cos(¢)z + sin(0) sin(¢)y + cos(#)2)]
X 7 = worsin(0) [cos(¢)§ — sin(¢)2] = & x 7= worsin(6)e

Por lo tanto, reemplazando en el resultado para ff, se obtiene finalmente que:

7”00fw0rsin(9)<;§ i T<R

= |A(r,0,0) =
poo R wo sin(@)qg
3 72

;o r>R

b) A pesar de que el procedimiento para obtener A fue tedioso y requirié algunos trucos en la forma de
integrar, el resultado es bastante potente, pues nos permite obtener el campo magnético en todos los
puntos del espacio al usar la relacién entre el campo magnético B y el potencial vector A:

B=VxA

Esto es muy 1til en un montén de configuraciones donde calcular el campo magnético con Biot-Savart
es practicamente imposible. Por ejemplo, con las herramientas de este curso sélo podemos calcular
el campo en el centro de la esfera usando la definicién directa de campo magnético (recordar P1
Auxiliar 13,5), mientras que en el resto de puntos del espacio la integral de Biot-Savart explota. Sin
embargo, con la definiciéon de potencial vector ahora estamos a sélo un rotor de obtener el campo
magnético, y como el rotor son derivadas, es menos dificil obtener el campo desde aca.
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Entonces, como nos interesa el campo dentro de la esfera, usamos la expresién para A en esa regién
del espacio, y entonces:

A

ool rsin(0)¢ P rsin(0)¢
BoVxAd= - _ 2 gz = = - > 5
2 o r 2 gij T
resin(6) A, rAg rsin(f)A, resin() 0 0 7"005‘“°r281n2(9)
o Be 20 Rugor? sin(0) cos(0) — > g R r2s1n2(0)9}
~ rZsin(f) ghomoe ghonne

= B= g,ungga [cos(@)f - sin(@)é}

Notamos que el vector entre corchetes es simplemente Z escrito en coordenadas esféricas, y entonces
se concluye que:

- 2
= |B = guonodﬁ’

Podemos notar que el campo magnético B es uniforme en todo el interior de la esfera, en particular,
coincide con el valor que habiamos encontrado para el centro de la esfera la clase auxiliar pasada.
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P2. Medidor de combustible:

Para desarrollar este problema debemos entender fisicamente por qué el dieléctrico sube por el espacio
entre los cilindros. Primero, para este tipo de configuraciones (dos placas conductoras con una diferencia
de potencial entre ellas, ya sean planas o cilindricas) el campo eléctrico es practicamente nulo en todas las
zonas del espacio, excepto en la zona entre los conductores. Ahora, por ley de Gauss la existencia de este
campo eléctrico implica la existencia de carga en el cilindro interior, la cual se induce por reordenamiento
de las cargas en sus superficies. Por otro lado, también por ley de Gauss, y por la condicién de que el
campo eléctrico dentro de un conductor es cero, se induce una carga de la misma intensidad, pero con
signo negativo, en el cilindro exterior, lo cual también explica por qué el campo eléctrico en la zona fuera
de los conductores es cero (la carga encerrada por una superficie seria cero).

El hecho de que estas dos placas conductoras estén cargadas hard que se induzcan cargas en la porcién de
dieléctrico que esta cerca del extremo inferior de la configuracion, las cuales serdn positivas (negativas) en
el extremo del dieléctrico més cercano a la placa con carga negativa (positiva), generando una fuerza de
atraccion entre las placas y el dieléctrico que hara que este tltimo avance, como se muestra en el siguiente
corte longitudinal de la configuracion:

S
LI
-Q| Fa iQ Qi Fo |-Q
T 7

.,.
]
1
+ 4+

Esta fuerza hard que el combustible suba por el espacio entre los cilindros, y se detendrd cuando el peso
del combustible se cancele con la fuerza Fy (equilibrio mecanico). Entonces, debemos encontrar la forma
de calcular esa fuerza.

Como en este caso la fuerza es en la direccién Z, entonces:

v
0z

Donde U es la energia de la configuracion. Para el caso en que se trabaja con dieléctricos:

U:;// E.Dadv

Donde la integral de volumen es sobre todo el espacio, y D = ¢E es el vector desplazamiento, con ¢ la
constante dieléctrica del material. Tal como se mencioné anteriormente, dado la diferencia de potencial
Vh existe una carga @ en el cascarén interior, con una densidad de carga por unidad de largo A = %
uniforme. Usando un cilindro gaussiano de radio r € [a, b] y largo | podemos encontrar el campo eléctrico

entre los cilindros usando ley de Gauss:

Fy

Ql = Q .
=— = Flr)= —"—
€0 eoL (r) 27T60L7“r
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Y sabemos que dentro del cilindro de radio a (r € [0,a)) y fuera de la configuracién (r € (b, 0)) el campo
eléctrico es cero, porque la carga neta encerrada es cero. Ahora, como queremos encontrar una relacion
para la diferencia de potencial V{, reescribimos este campo en funcién de este valor. Se tiene que:

L. oqbQ Qln (3) Q Vo
Vo= [ E-dl = dr = = =
0 / /a 2megLr " 2meg L 2regl  p (Q)

Entonces:

Vo_p . r € la,b]; 2 €(0,L)

==}

; en otro caso

Donde se estd usando 2z’ como coordenada vertical para no confundir con z (que luego también serd
variable). Ahora, por la definicién de D tendremos otra separacion, ya que la porcién de la configuracién
donde hay combustible tiene constante dlelectrlca €., mientras que el resto, que es espacio vacio, tiene
constante dieléctrica y. Entonces, usando D= EE se tiene que:

0 ; en otro caso

Con esto ya es posible calcular la energia U, donde usamos coordenadas cilindricas {r, 0, 2’} para calcular
la integral de volumen, por lo tanto dV = rdrdfdz’, y entonces:

1 oL 1 b 27 z . 2 L 2
:f// E-DdV:>U:f// /gvodz'—i—/ &dz’ rdrdd
2 2Ja Jo 0 In? (g) r2 z In? (g) r2

Integramos con respecto a 0 y 2z’ y factorizamos, y entonces:

Vg [P 1
= U=—120 / [ecz + 0Ll — €02] —rdr =
21n? (%) a r

% b
"0 [(ec —€0)z + 0] a

e (2 :

Ahora derivamos con respecto a z para obtener la intensidad de la fuerza inducida sobre el dieléctrico:

2 _
Fy= AN Fy = Vo (e — o)
In (3)

0z
Notamos que la intensidad de la fuerza es constante, con lo cual el dieléctrico comienza a subir hasta que
esta fuerza se iguala al peso de combustible dentro de la configuracién.
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Asumiendo que una masa M de combustible estd dentro de la configuracién cuando se esta en equilibrio,
entonces:

Por tltimo, como la masa M se puede relacionar con la densidad de masa del combustible p,, y el volumen
v de este dentro de la configuracién:

M
pmzj = M =vpp,

Entonces el voltaje Vp en funcién del volumen de combustible v dentro de la configuracion es:

Con esto seria posible conocer el volumen disponible de combustible midiendo la diferencia de potencial
entre los cilindros.g



