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Capitulo O

Prefacio

Este texto surge a partir de las clases del Curso de Combinatoria realizadas los afios 2014, 2015, 2016,
2018 y 2019 en la Facultad de Ciencias Fisicas y Matemadticas de la Universidad de Chile, y puede ser usado
como un apunte o guia de referencia. El texto esta en gran medida basado en la versién del curso dictada por
Martin Matamala y por mi en afios anteriores, complementado con material creado para cursos para profesores
de educacién media en combinatoria en conjunto con el CMAT (campeonato nacional de matemadtica) de
Chile. Incluye bastante material a modo de referencia, no necesariamente visto en clase, sino que discutido
con alumnos y auxiliares fuera de clase.

El material estd pensado para ser usado por alumnos de pregrado que ya hayan alcanzado cierta madurez
matemadtica o alumnos iniciando su posgrado. El ritmo del apunte es mucho mas lento que el ritmo de un
curso completo — en una clase es posible cubrir muchas paginas de material- esto es particularmente cierto
para las secciones introductorias. No obstante lo anterior, gran parte del material puede ser adaptado a un
nivel avanzado pre-universitaria.

Una advertencia: muchos de los ejemplos iniciales de cada seccién son rudimentarios y simples. Estos no
deben ser usado como una medida de la dificultad de los problemas que pretendemos atacar, sino mas bien
como una forma de digerir nociones nuevas.

Este borrador contiene con alta probabilidad errores de tipeo y formato. Si encuentra alguno por favor
comuniquelo al correo electrénico jsoto@dim.uchile.cl.

José A. Soto.
Julio 2019.
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Capitulo 1
Cardinalidad.

La Combinatoria es un area de la Matematica muy amplia a la que se le asocia el estudio de estructu-
ras finitas o discretas. Aspectos de la Combinatoria incluyen contar estructuras de cierto tipo o decidir su
existencia. En estas notas nos enfocaremos en problemas de combinatoria enumerativa. Es decir, problemas
relacionados con determinar la cardinalidad de conjuntos de objetos. Supondremos conocidas estructuras ba-
sicas en Matematica: conjuntos, funciones y relaciones. Asimismo, usaremos elementos basicos de algebra,
célculo y probabilidades, sin llegar a ser estos requisitos fuertes. Cada vez que necesitemos notacién especial
la definiremos.

1.1. Conjuntos, secuencias y palabras.

Definicién 1.1 (Conjuntos tipicos). P(X) = {A: A C X} denota al conjunto potencia del conjunto X. Usamos
N, Z,Q, R, C para denotar a los niimeros naturales, enteros, racionales, reales y complejos respectivamente.
Paran € N, denotamos [n] = {j e N: 1 <j<n}={1,2,...,n}yN,={jeN:j<n}={0,1,...,n—-1}.
En particular, Ny = [0] = (. Finalmente, el super-indice + indica restriccién a nimeros reales positivos
(Nt =27*, Q% R"Y).

Definicion 1.2 (Corchete de Iverson). La expresion [P]] vale 1 si P es una proposicioén verdadera, y vale 0 en
otro caso.
x +2 sixespat,

Esta notacion es muy versatil. Por ejemplo, la funcién f: N — N, dada por f(x) = i i
x si x es impar,

se puede escribir como f(x) = x + 2[[x es par]]. La primera forma de definir f es mejor en claridad, mientras
que la segunda es mas compacta. Por convencién evaluamos a 0 todos los productos de tipo [F]| - J, donde J
es cualquier cosa (incluso algo indefinido o sin sentido) y F es falso. Por ejemplo, para todo a € C, k € N se
tiene la igualdad:

Z"] a* =[la+ 1]]":__11 +[la=1](n+1),
k=0

donde el primer término para el caso a = 1 es 0 por un término indefinido.
El corchete de Iverson también permite manipular sumas multiples con facilidad:

ZZ]‘ZZ][[]<I]][[Z<N]] D0 <i<NI=> > jli <NIli<i<NJ= ZJZl

i=0 j= ieN jeN ieN jeN jeN ieN

Para evitar sobrecargar notacidon de sumas, siempre supondremos que el indice a sumar pertenece a los
naturales (de no ser asi, lo indicaremos). Por ello, si el limite inferior es 0, se omitira. Asi,

k
Za,: Zal, Zal: Zai.
i i=0

ieN
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Trabajaremos bastante con secuencias y palabras, que formalizamos a continuacién.

Definicién 1.3 (Alfabeto, secuencias y palabras). Sea ¥ un conjunto cualquiera llamado alfabeto cuyos ele-
mentos se llaman simbolos, letras o digitos. Una secuencia sobre 3, de largo k € N, es una funcién w: [k] — X,
donde usamos la notacién w; en vez de w(i) para la evaluacién de w en i. Llamamos ¥ al conjunto de todas las
secuencias de largo k. Usamos notacién de secuencias w = (wq, . . ., Wi ) 0 notacion de palabras w = wyws « + - Wi
para referirnos a un objeto w € 3.

Observaciéon 1.4. La notacion de palabras es, solo eso, una notacién y como tal puede ser ambigua. Por
ejemplo, si por mala suerte, nuestro alfabeto fuera > = {a, aa}, entonces no es claro si aa se refiere a la
palabra de largo 1 (aa) o a la palabra de largo 2 (a, a). Para evitar esto, solo usaremos alfabetos con simbolos
cuya escritura no admita confusiones como esta.

Definicién 1.5 (Palabra vacia). Denotamos a la palabra vacia, i.e., al inico elemento de 3°, por e.

Observacion 1.6. Un detalle muy técnico respecto a funciones y palabras. Usualmente dos funciones con
distinto codominio se consideran distintas incluso si tienen igual asignacion, sin embargo para el caso de
palabras se consideraran iguales. Por ejemplo la palabra w = ab puede verse como una funcién w: [2] —
{a, b} sobre el alfabeto {a, b} o como una funcién w: [2] — {a, b, ¢} sobre un alfabeto mas grande. En rigor,
ambas funciones son distintas, pero nosotros las consideraremos iguales. Asi, por ejemplo, la palabra vacia ¢
resulta ser tnica independiente del alfabeto utilizado.

Por ejemplo, si ¥ = {a, b, c, d}, se tiene que aba € 33, cada € 2*, etc. Ademds, es importante aclarar qué
pasa para X~ = (). En dicho caso,

0, sik > 1.

0~ =
{e}, sik=0.

Definicion 1.7 (Conjunto de palabras. Lenguajes). El conjunto de todas las palabras sobre 3 se denota por

>*. Luego,
> = sk
keN
Denominamos lenguaje sobre Y. a todo conjunto de palabras, es decir a todo subconjunto de >.*. Denominamos
subalfabeto a todo subconjunto de X.

Definicion 1.8 (Largo, concatenacion, potencias). Si w € X*, denotamos al largo de w como |w|. Dadas dos
palabras w, w’ € ¥*, podemos definir su concatenacién como la palabra ww’ € X*, que tiene largo |w| + |[w’|.
Notamos que concatenar es una operacion asociativa y no conmutativa, con elemento neutro la palabra vacia
¢. Identificamos ! con X, es decir no hacemos diferencia entre un simbolo y la palabra que tiene dicho
simbolo. Usamos notacién de potencia (w® = &;wK = wk~lw, para k > 1) para concatenacién iterada. Por
ejemplo: (0130)? = 0111001110 y ab®a = aa. Como estructura algebrdica, >* con la operacién concatenar es

el monoide libre sobre X.
Definicion 1.9 (Concatenacién de lenguajes). Dados dos lenguajes B y C sobre el mismo alfabeto X,
BoC=BC={bc: beB,ceC}

denota al lenguaje que contiene todas las concatenaciones de palabras de B con palabras de C. Usaremos
la notacién B°* para denotar la concatenacién iterada de un lenguaje B consigo mismo k veces y llamamos
B* = Uken B°k . (Notamos que k= yok por lo cual no hay confusién al escribir 3*).
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Definicion 1.10 (Concatenacién de subalfabetos corresponde a producto de conjuntos). Sean A1, ..., Ay una
secuencia de subconjuntos de un alfabeto . Se define su producto como su concatenacion, es decir como el
lenguaje que contiene todas las palabras sobre X, de largo k, tal que su i-ésimo simbolo esta en A;. Es decir,

k
[ ]Ai ={we=F:w eA,Vielk]}.
i=1

Recordando que las palabras son secuencias, ]—[i.‘:1 A; corresponde a la definicién clésica de producto finito de
conjuntos, donde el alfabeto es la unién de los conjuntos que participan del producto.

Observacion 1.11. iCuidado! la concatenacién de lenguajes y el producto de lenguajes pueden ser diferentes.
Por ejemplo, si 3 = {a} y A = {a, aa} entonces [1%, A = Ax A = {(a, a), (a, aa), (aa, a), (aa, aa)} tiene 4
elementos pero A o A = {aaq, aaa, aaaa} tiene 3 elementos.

Siempre serd importante detenernos a entender para que valores de k tiene sentido la definicién anterior.
Ciertamente tiene sentido para k > 1. El caso k = 0 se ve un poco extrafio:

ﬁAi = {W ex: w; € A, Vi€ [0]} = {E}
i=1

En otras palabras el producto vacio de conjuntos resulta tener un elemento: la palabra vacia.

Observacion 1.12. Si todos los A; son iguales a un conjunto dado, digamos A C X, entonces se obtiene la
siguiente propiedad natural. Para todo k € N

k
[ ]4=4%
i=1

1.2. Cardinales finitos y principio biyectivo.

Cuando le pedimos a alguien que cuente los elementos de un conjunto probablemente ella comenzara a
marcar cada elemento asociando a cada elemento marcado un nimero: uno, dos, tres,... hasta terminar con
los elementos. De seguro responderd que la cantidad de elementos corresponde al tltimo nimero, digamos n,
dicho!. En consecuencia, lo que en verdad est4 haciendo esta persona es encontrar una correspondencia entre
los objetos a contar y un conjunto bésico y conocido de referencia (el conjunto [n]). Este proceso se puede
hacer ciertamente sin necesidad de usar [n] como conjunto de referencia: Un nifio pequefio puede contar
antes de saber los nombres de los nimeros. Por ejemplo, en vez de decir la cantidad de elementos, levantara
tantos dedos como elementos ha visto.

Asi, vemos que la definicién mas bésica para contar no es la de “declarar una cantidad” sino mads bien la
de “poner en correspondencia dos conjuntos”.

Definicién 1.13. Equipotencia. Dos conjuntos Ay B se dicen equipotentes o equinumerosos si existe f: A — B
funcién biyectiva. Anotamos en este caso |A| = |B|. También decimos (informalmente) que A y B tienen el
mismo nimero de elementos.

Otra forma de interpretar la definicién de equipotencia es la siguiente

Definicién 1.14. Principio Biyectivo. Probar que dos conjuntos tienen el mismo niimero de elementos equi-
vale a encontrar una biyeccién entre ambos.

1Si no alcanza a decir nada, entonces responderd que hay cero elementos.
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Observacién 1.15. Ser equipotente es relacién? de equivalencia (pruébelo como ejercicio). Luego también
se puede probar que dos conjuntos son equipotentes exhibiendo un tercer conjunto que sea equipotente con
ambos.

Notamos que en la definicién de equipotencia, la expresiéon |A| por si sola no significa nada; pero la
expresion |A| = |B| significa que hay una biyeccién de A en B. Deseamos también poder declarar cuantos
elementos tiene un conjunto. Para esto usamos la siguiente definicién.

Definicion 1.16. Cardinales finitos.

Sea A conjunto y n € N. Escribimos |A| = nsi |A| = |[n] | y decimos en este caso que el cardinal de A es n.
Decimos que el conjunto A es finito si existe n € N tal que |A| = n. De otro modo decimos que A es infinito.

Observacion 1.17. Para que la expresion |A| = n esté bien definida, es necesario probar que n es el tnico
numero natural para el cual |A| = | [n]]|. De otra forma la notacién deja de ser til ya que podriamos tener
que |A| = n # m = |A|. Dejamos esta demostracién como ejercicio (Ejercicio 1.2) al final de la seccion.

Informalmente, | - | es una funcién “cardinalidad” cuyo valor esta bien definido para conjuntos finitos.

Comentario 1.18. La definicion anterior de cardinal como funcién es poco rigurosa y no es ttil para cardinales
infinitos. Otra solucién, ligeramente mejor, es considerar a la equipotencia como una relacién de equivalencia
e interpretar |A| como la clase de A para esta relacion.

Observacion 1.19. Al decir que A tiene n elementos, estamos afirmando que existe una biyeccién a: [n] — A,
y luego, A = {ay, as, ..., a,}. Decimos que a enumera A.

Veamos un par de ejemplos para ejercitar las nociones anteriores.

Ejemplo 1.20. Sean Ay, ..., A, conjuntos con k > 2,y A = X*  A; = (... ((A1 X Ay) X A3) X ...) X Ag.
Pruebe que |A; X As| = |Ay X A1| y que |A] = | HleA,-L

Solucion. Use la biyeccién A; X Ap — Ay X A1, dada por (a, b) — (b, a). Para el segundo ejemplo usamos la
biyeccion que asigna ((((a1, az), as), ... ), ar) — (a1, az, as, . . ., ax) O

La biyeccién anterior entre producto cartesiano y producto es la que justifica escribir A x A x A = A3
Ejemplo 1.21. Pruebe que |[N,| = n.
Solucion. En efecto, la funciéon N,, — [n] dada por i — i + 1 es biyectiva (su inversa es j > j — 1). m|

Ejemplo 1.22. En un campeonato de fitbol juegan n equipos en una modalidad de eliminacién: cada vez
que un equipo pierde un partido, sale del campeonato. Ademas, cada partido debe tener un ganador y un
perdedor (no hay empates). ¢Cudl el nimero minimo y maximo de partidos que se deben jugar para que
quede un solo equipo no eliminado?

Solucion. La pregunta estd formulada de manera que no entregue pistas hacia su solucién. La verdad es que la
respuesta es que se deben jugar exactamente n— 1 partidos. Para ver esto, basta notar que existe una biyeccion
entre el conjunto de partidos jugados y el conjunto de equipos eliminados (hay un perdedor por cada partido
que es eliminado, y estos no se pueden repetir). Por lo tanto si deseamos que hayan n— 1 eliminados, deberan
jugarse n — 1 partidos. |

El ejemplo anterior muestra lo simple y curiosamente util que es el principio biyectivo. Otro ejemplo similar
se encuentra en el Ejercicio 1.1 al final de este capitulo.

2No se preocupe sobre cual es el conjunto maximal (ino hay!) donde esta relacién est4 definida, esto es tema para otro curso.
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1.3. Principio Inyectivo y Principio Sobreyectivo
Primero enunciamos un resultado auxiliar simple de probar:
Lema 1.23. Para todo n € N, si X C [n] entonces X es finito y | X| < n.

Demostracién. Como el tinico subconjunto de [0] = @ es [0] = 0 que es finito, el resultado vale para n = 0. Sea
n>1,yseaX C [n]. Si X = [n] entonces |[X| = ny X es finito. Si X C [n — 1] entonces, por induccién, X es
finito y |X| < n—1. El caso restante es que n € X C [n], luego debe existira < n,a ¢ X.SeaY = X \{n}U{a}.
La biyeccién f: X — Y dada por f(n) = ay f(x) = x para todo x € X \ {n} muestra que |X| = |Y|. Por otro
lado Y C [n—1], Y es finito. Por lo tanto X es finitoy | X| = |Y| < n - 1. O

Proposicion 1.24 (Principio Inyectivo). Sean Ay B conjuntos donde B es finito.
Aces finito y |A| < |B| siy solo si existe una inyeccion de A a B.

Demostracién. (=) Seann = |A| < |B| =my f: A— [n] C[m], g: [m] — B biyecciones. Su composicién
h: A — B dada por h(x) = g(f(x)) es inyectiva.

(&) Seah: A — Buna funcién inyectivay sea g: B — [m] = |B| una biyeccién. Luego f = goh: A — [n]
es inyectiva. Como f es biyeccion entre Ay f(A) C [n], tenemos del lema anterior que |A| = |f(A)] < n =
|B|. O

Comentario 1.25. El principio inyectivo enunciado anteriormente para cardinales finitos, se entiende como
una definicion para cardinales generales, es decir |A| < |B| se define como la existencia de una funcién
inyectiva de A en B.

Otra forma de interpretar el principio anterior es el siguiente.

Proposicion 1.26. (Principio Inyectivo) (informal) Para probar que un conjunto tiene una cantidad menor o
igual de elementos que otro, basta encontrar una inyeccion del primer conjunto al segundo. En particular, si se
encuentra una inyeccién de A en B, y una inyeccién de B en A, entonces Ay B tienen el mismo cardinal.

Comentario 1.27. La ultima afirmacién también es cierta para conjuntos infinitos, y se conoce como el Teo-
rema de Cantor-Schroder-Bernstein (este teorema no requiere del axioma de eleccion).

Una variante del principio anterior es la siguiente

Proposicion 1.28 (Principio Sobreyectivo). Sean Ay B conjuntos donde B es finito.
Aes finito y |A| < |B| siy solo si existe una funcién sobreyectiva de B a A.

Demostracién. (=) Seann = |[A| < |B|=my f: [n] - Ayg: B — [m] biyecciones. Defina f": [m] — A
como f’(x) = f(min(x,n)). Como f es sobreyectiva y coincide con f’ en Dom(f) = [n], f’ también es
sobreyectiva. Como la composicidon de funciones sobreyectivas es sobreyectiva, concluimos que f'og: B — A
es sobreyectiva.

(<) Sea B = {b1,...,by} y h: B — A una funcién sobreyectiva. La funcién g: A — B dada por
g(a) = b; donde i es el minimo indice tal que h(b;) = a esta bien definida (siempre existe este indice pues
h~'({a}) # 0 y N es bien ordenado). Ademas es f4cil ver que h es inyectiva. Por la proposicién anterior A es
finitoy |A| < |B. O
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Comentario 1.29. La versidén para conjuntos infinitos del principio sobreyectivo sirve solo si se supone el
axioma de eleccion.

Podemos rescribir el principio sobreyectivo de una manera coloquial como sigue.

Proposicién 1.30. (Principio Sobreyectivo) (informal) Para probar que un conjunto tiene una cantidad menor
o igual de elementos que otro, basta encontrar una sobreyeccion del segundo conjunto al primero. En particular, si
se encuentra una sobreyeccion de A en B, y una sobreyeccion de B en A, entonces Ay B tienen el mismo cardinal.

Los principios anteriores distintas maneras de probar que dos conjuntos tienen el mismo cardinal.

Corolario 1.31. Sean Ay B dos conjuntos finitos. Los siguientes son equivalentes.

1. |A|l = |B|.

2. Existe una inyeccion de A en B y una inyeccion de B en A.

3. Existe una sobreyeccion de A en B y una sobreyeccion de B en A.
4. Existe una inyeccion de A en By una sobreyeccién de A en B.

Demostracion. Directa de los principios inyectivo y sobreyectivos. |
Como para numeros naturales hay tricotomia (para a,b € N, a < b, a > b 0 a = b) concluimos que:

Corolario 1.32. Si Ay B son dos conjuntos finitos entonces exactamente una de las siguientes se cumple:

1. Existe una inyeccion de A en B no sobreyectiva.
2. Existe una sobreyeccion de A en B no inyectiva.
3. Existe una biyeccién de A en B.

1.4. Demostraciones Combinatoriales. Principios de la suma y el producto.

Una aplicacion importante de todos los principios que hemos enunciado es que nos permiten en varios
casos demostrar identidades usando argumentos combinatoriales.

Definicion 1.33. Para probar una identidad del tipo r = s, donde r y s son expresiones aritméticas que se
evalian a nimeros naturales, podemos encontrar conjuntos Ry S, con |R| = r y |S| = s y luego encontrar
una biyeccién entre Ry S. A este tipo de demostraciones se le conoce como demostracion combinatorial.
El método anterior se extiende también para probar desigualdades r < s. En dicho caso basta encontrar una
inyeccién de R en S o una sobreyeccion de S en R.

Estamos listos para formalizar dos principios bdsicos para el conteo: los principios de la suma y del pro-
ducto.

Definicion 1.34. Principio de la suma. Sean A y B conjuntos finitos disjuntos entonces
|AU B| = |A| + |B|.

Definicion 1.35. Principio del producto. Sean A y B conjuntos finitos.
|Ax B| = |A] - |B].

Los principios de la suma y del producto tradicionalmente se enuncian de manera coloquial como sigue.
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Definicion 1.36. Principio de la suma (informal) Si una actividad se puede realizar de a maneras y una
segunda actividad se puede realizar de b maneras. Entonces existe un total de a + b maneras de realizar
exactamente una de las dos actividades.

Definicion 1.37. Principio del producto (informal) Si hay a formas de hacer una actividad y b maneras de
hacer una segunda actividad entonces existen a-b formas de realizar ambas actividades de manera secuencial.

Demostracién combinatorial del principio de la suma. Sean A = {ai,...,a,} vy B = {by,...,bn} conjuntos
a; sii € |n|,

finitos disjuntos. La funcién f: [n + m] — A U B dada por f(i) = { ' ] [l ] es una
bi_, sin+l1<i<n+m

biyeccién. |

Demostracién combinatorial del principio del producto. Sean A = {ay,...,a,} y B = {b1,..., by} conjuntos

finitos. La funcién f: AX B — [n - m] dada por f(a;, bj) = (i — 1)m + j es una biyeccién. O

Ejemplo 1.38.

1. Una alumna debe elegir un ramo electivo para llenar su curriculum. El departamento de matemadticas
ofrece 12 ramos electivos que ella puede tomar y el departamento de fisica ofrece 9. Como los cursos
son distintos, el principio de la suma nos dice que ella tiene 12 + 9 = 21 opciones.

2. Un menu simple en el casino consiste de un plato de entrada y un plato de fondo. El casino ofrece cada
dia 3 opciones de platos de entrada y 2 de platos de fondo. Luego el nimero de menus simples distintos
es3-2=6.

Algunas consecuencias inmediatas de lo que tenemos hasta ahora:
Corolario 1.39. Sean A, B, C, D conjuntos finitos.

. (Principio de la Diferencia) |B \ A| = |B|] — |AN B.

. (Principio de inclusién-exclusién basico: cardinalidad es modular) |[AU B| + |AN B| = |A| + |B|.
. |AAB| = |A| + |B| — 2|]AN B|.

. [(AxA) N (BxB)| =|An B2

. [AXxB)N(CxD)|=|ANC|-|BND|.

G W=

Demostracion. Ejercicio 1.4. |
Los principios de la suma y del producto se generalizan inmediatamente a multiples conjuntos.

Proposicion 1.40 (Principio de la Suma). Si {A1,...,Ax} es una coleccion de conjuntos disjuntos cuya union
es A entonces |A| = Z;‘:llAil. Esto vale incluso si k = 0, en cuyo caso A= 0, |[A| =0y Z?=1|Ai| =0.

Proposicion 1.41 (Principio del Producto). Si (A1, ..., Ax) es una secuencia finita de conjuntos finitos entonces
|><g:1 Al = |I"[i.‘:1 ?il = HlelAil. Esto vale incluso si k = 0, en cuyo caso, H?zlAi = X?:l A; = {¢e} y luego
|Hi=1 All =1= Hi:llAil'

Los principios anteriores se prueban por induccién en k o directamente, de manera combinatorial.

Corolario 1.42. Para todo conjunto finito Ay todo k € N, |A¥| = |A|¥, donde entendemos (como siempre en
aritmética natural) que 00 =1.

Recordemos que A¥ no es més que una notacién agradable para denotar al conjunto de funciones de [k]
en A. Esta notacién es muy flexible y se extiende como sigue.
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Definicién 1.43. El conjunto de funciones de A en B se denota como B4,
Con esto A%l = AF por definicién.

Proposicién 1.44. Para Ay B finitos,
B4 = 1B

Demostracion. Sea A = {ay,...,a,}, con n = |A|. La funcién ¢: B4 — B" dada por ¢(f); = f(a;) es una
biyeccién. o

Ejemplo 1.45.

1. ¢Cuantos numeros naturales entre 1 y 1000 comienzan por la cifra 6?
Solucién: Separemos estos nimeros por cantidad de cifras. De una cifra, hay 1 nimero que comienza
por 6 (el 6). De dos cifras, tenemos los 10 nimeros entre 60 y 69. De tres cifras tenemos los 100 niimeros
entre 600 y 699. Luego en total hay 1 + 10 + 100 = 111 ndmeros que satisfacen lo pedido.

2. ¢Cuantos numeros naturales de a lo mas 5 cifras se escriben sin usar la cifra 5?
Solucion: Hay al menos dos formas de contar este conjunto. Una de ellas involucra contar mediante
el principio de producto la cantidad de nimeros de i cifras que se escriben sin el 5, y luego sumar las
cardinalidades sobre todo i. Esta manera si bien es valida, es algo larga y merece cuidado: Se debe
recordar que los numeros de i cifras (con i > 2) no pueden empezar con la cifra 0.

Una solucién alternativa es encontrar una biyeccién entre el conjunto contado y las secuencias (a1, as, as, a4, as)
donde cada a; puede ser uno de los 9 elementos de N \ {5}. La biyeccion consiste en completar cada
nimero con 0’s a la izquierda. El principio del producto nos garantiza entonces que hay 9° nimeros.

Ejemplo 1.46. Probar combinatorialmente que para todo nimero n € N*,
n“=m+1n-1)+1.

Solucién: El lado izquierdo es la cardinalidad de Y = [n]?, mientras que el lado derecho es la cardinalidad
del conjunto X = ([n+ 1] X [n = 1]) U {(n + 1, n)} Se puede obtener una biyeccién de X en Y notando que

X =[n]lx[n-11U{n+ 1} x[n].
Y =[n] X [n-1]U[n] X {n}.

es facil entonces escribir la biyeccion
(x,y) si(x,y) € [n]x[n-1],
T e ~ :
(y,n) si(x,y)=(+1y)e{n+1}x[n].

La demostracién anterior es algo forzada, ya que realmente es muchisimo mds simple probarla de manera
algebraica. No siempre esto es asi. A continuacién veamos que la férmula para la suma geométrica se puede
probar combinatorialmente.

Ejemplo 1.47. Pruebe combinatorialmente que para todo n, m nimeros naturales con m > 2, se tiene
n .
(m - 1)Zml =m"! - 1.
i=0

Solucidn: El lado izquierdo cuenta el conjunto X = {w =yo: y € [m]*,0 < |y| < n,o € [m — 1]}. Mientras
que el lado derecho cuenta el conjunto Y = [m]"*! \ {(m,m,...,m)}. Cada w € X tiene largo |w| < n + 1.
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Considere la funcién ¢: X — Y, que toma cada palabra de X y le agrega al final simbolos m hasta que la
palabra tenga largo n + 1, es decir:

(P(W) — Wmn+1—|w| )

Como la palabra w termina en un simbolo ¢ distinto de m, ¢ es biyectiva (su inversa consiste en eliminar
letras m del final de la palabra hasta que ésta no termine en m).

Ejemplo 1.48.

1. ¢Cudntas palabras de A* tienen a lo més k simbolos, para un conjunto finito A?
Solucion: Estamos buscando |Uf:0 Al| = Zf:O|A|l. La cantidad anterior depende del cardinal de Ay se
simplifica usando suma geométrica a ser:

|A|k+1 -1

Al # 1]]W——1

+[[1A] = 1]I(k + 1).

Note que la férmula también vale para A = @ (en dicho caso, Ufzo I = A% = 0° = {0} que tiene
1= % elementos).

2. ¢(Cuéntas numeros naturales de a lo mas k cifras se escriben sin usar la cifra 0?
Solucion: El conjunto que deseamos contar estd en biyeccion con las palabras en [9]* que tienen entre
1y k simbolos. Usando el ejercicio anterior, éstas son exactamente

9k+1 -1 B 9k+1 -9

0
-0’ = —

3. Una palabra es palindroma si al leerse de derecha a izquierda se obtiene la misma palabra. {Cudntas
palabras palindromas hay en A*?
Solucidn: La solucién depende de si k es par o impar.
Si k es par, entonces toda palabra palindroma en A se escribe como ww
la palabra w escrita de derecha a izquierda.
Si k es impar, entonces toda palabra palindroma en A* se escribe como wxw
Luego la cantidad pedida es:

R conw € A¥/2 donde wX es

R (k-1)/2

,conw € A , X €A

[k par] - |A¥/3| + [k impar] - |A®~D/2| . |4] = Alk/21,

Un ejemplo importante de demostracién combinatorial consiste en probar que el conjunto potencia de [n]
tiene exactamente 2" elementos.

Ejemplo 1.49. Probar que para todo n € N,
[P(n)| = 2".

Solucidn: Mas generalmente, si A es conjunto cualquiera (no necesariamente finito), probamos que |P(A)| =
1{0, 1}4]. Para esto considere la biyeccién ¢: P(A) — {0, 1}* dada por su indicatriz ¢(X) = y*X, es decir

o(X); =i € X],Vi € A.

Con esto, |P(n)| = |[{0,1}"*| =2". =

Observacién 1.50. Mucha gente simplemente llama 2% a (X). Esto viene de la biyeccién anterior, y usando
la definicién de Von Neumann de los naturales como conjuntos (n := N, es decir 2 = Ny = {0, 1}).
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Aunque menos frecuentes, también podemos dar demostraciones combinatoriales de desigualdades:

Ejemplo 1.51. Probar que paratodo n € N,

n<2"
Demostracién. Usamos la inyeccién [n] — P([n]) dada por i — {i}. O
Ejemplo 1.52. Probar que paratodo n € N,
n? < 2(2" - 1),

Demostracién. El lado derecho cuenta {—,+} X P([n]) \ {0}, es decir pares (s, X) con s un signo y X un

. i ., (min X, maxX) s=+, .
subconjunto no vacio de [n]. La funcién (s, X) ] ) es claramente sobreyectiva en
(max X, minX) s= -,

[n]?, probando la igualdad. O

1.5. Multiconteo o sobreconteo

Una aplicaciéon muy importante del principio de la suma es el siguiente:

Lema 1.53. Sea G = (LUR, E) un grafo bipartito, entonces X, 1 dG(v) = Yer dg(v) En particular, si el grafo
G es (s, t)-regular (i.e.,el grado de cada vértice en L es s, y el grado de cada vértice en R es t) se concluye que
|L|s = |R|t.

Demostracién. Basta notar que Uyer 6(v) = E = Uyer 6(0). O

La propiedad anterior es la base de una técnica llamada multiconteo. En general cada grafo bipartito
codifica una relacién binaria entre dos conjuntos. Si esta relacién es, por ejemplo una funcién biyectiva,
ambos conjuntos tienen el mismo cardinal (esto corresponde a un grafo bipartito 1-regular). Si la relacién es
una funcién tal que cada elemento del conjunto de llegada R tiene exactamente k preimédgenes en L, entonces
el grafo es (1, k)-regular y aplicando multiconteo se tiene que |R| = |L|k. Esta técnica general es muy util
cuando se desea probar combinatorialmente ecuaciones del tipo |A| = |B|§.

Postergaremos su uso hasta tener un poco mas de vocabulario, pero damos un ejemplo simple a continua-
cion.

Lema 1.54. (Handshaking lemma) Si G = (V, E) es un grafo cualquiera, entonces |E| = Z”%ddv).

Demostracién. Considere el grafo bipartito H con biparticién V(G) y E(G) donde ve es arista si v es un extremo
de e. Como cada elemento v € V(G) esta conectado en H con dg(v) elementos e € E(G) tenemos que
|E(H)| = 2vev(c) dc(v). Por otro lado, cada arista de E(G) estd conectada en H con dos vértices de V. Luego
|E(H)| = 2|E(G)|. Igualando se concluye la demostracién. O

1.6. Principio general del producto. Ordenamientos.

Muchas veces deseamos contar secuencias de k tareas, donde la i-ésima tarea se puede elegir dentro de
un conjunto dado, pero no todas las secuencias son validas. Un caso donde esto ocurre es cuando una vez que
las primeras i — 1 tareas se han elegidos, existen exactamente n; posibilidades para elegir la i-ésima tarea de
modo que la secuencia se puede completar a una secuencia valida. En dicho caso, al igual que con el principio
tradicional, el namero total de secuencias validas es Hle n;.

La descripcion formal de este principio esta a continuacién y su demostracién se deja propuesta (Ejercicio
1.9).
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Definicion 1.55. Sea B C A* un lenguaje sobre un alfabeto cualquiera. Decimos que una palabra w € A* es
un prefijo de B si existe w’ € A" tal que ww’ € B. Decimos que w es sufijo de B si existe w’ tal que w'w € B.

Proposicién 1.56. [Principio general del producto] Sea @ # B C A¥, para k € N, un conjunto de palabras de
largo k. Suponga que los valores s1, $o, . . ., s € N satisfacen que para todo 1 < j < k y todo prefijo w de B, con

|w| = j — 1 existen exactamente s; simbolos a en A tal que wa es prefijo de B, entonces |B| = Hle Si.

Una aplicacién habitual corresponde a calcular el nimero de ordenamientos de un conjunto.

Definicién 1.57. Un ordenamiento de un conjunto finito A es una palabra en A! con todos sus simbolos
distintos. Asi, por ejemplo los ordenamientos de {a, 1,2} son {a12, a21, 1a2, 124, 2al, 21a}. Llamamos ord(A)
al conjunto de ordenamientos de A, y definimos n! := | ord([n])|.

Proposicién 1.58. n! =[], i.

Demostracion. Notamos que ord(0) = 0° = {e} por lo que 0! = 1. Tomemos ahora n > 1. El primer simbolo
de un ordenamiento de [n] se puede elegir de n maneras; el segundo, de solo n — 1 (cualquiera excepto el
primer simbolo); en general, el i-ésimo simbolo se puede elegir de n — (i — 1) maneras, por lo tanto el nimero
de ordenamientos es igual a [17_;(n — (i — 1)) = [T i. O

Observacion 1.59. Si A tiene n elementos, entonces podemos usar la biyeccién natural entre A y [n] para
concluir que ord(A) también tiene n! = |A|! elementos.

En esta seccidén veremos varias consecuencias del principio general del producto. Antes de ello, veamos un
par de ejemplos que ilustran dificultades que podremos encontrar.

Ejemplo 1.60. {Cuantas secuencias w de 2n nimeros enteros cumplen las siguientes condiciones simultanea-
mente?

= w, =0.
= Dos elementos consecutivos de la secuencia difieren en exactamente 1 unidad.

Solucién. Para describir w, procedemos por pasos determinando un elemento de la secuencia a la vez en el
siguiente orden: Primero wy; Luego todos los elementos que le siguen wy.1, ..., wy,; Finalmente los ele-
mentos que le preceden wy,_1, w,,_o, . .., w1. Notamos que a excepcion por el primer paso que tiene 1 opcion
w, = 0, en cada paso podemos elegir el elemento correspondiente de 2 maneras (como el sucesor o el an-
tecesor del tinico elemento consecutivo que ya ha sido definido). Luego, el niimero de secuencias validas es
1- 22n—1 — 22n—1. 0

El siguiente problema muestra que no siempre la primera idea funciona:

Ejemplo 1.61. (Cudntas ordenamientos de [n] son tales que el conjunto de simbolos de cada prefijo es un
intervalo? Por ejemplo, si n = 4, 3241 y 2134 satisfacen la propiedad pero 1243 no.

Solucidn. Si se intenta aplicar el principio del producto para construir la palabra simbolo por simbolo desde
la izquierda rapidamente nos encontramos con problemas: si en algun minuto w; = 1 o w; = n, el siguiente
simbolo estd predeterminado y en cualquier otro caso, el siguiente simbolo tiene 2 opciones.

Resulta mds simple resolver el problema de derecha a izquierda. Para w ordenamiento de [n], e I C [n],
llamemos wy = {w;: i € I}. Luego w,] = [n] es intervalo. En cada momento m > 2, si wy,] es intervalo hay
solo 2 opciones para wy, que dejan wy,,_1] intervalo (elegir w,, como el extremo superior o como el extremo
inferior de wy,,]). Sigue que hay 2 opciones para wy, 2 para w,_1, ..., y 2 para wp, wi queda determinado
por las decisiones anteriores. En conclusién hay 2"! tales ordenamientos. O
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1.7. Ordenamientos circulares.

Un conjunto A de n personas se desean sentar en una mesa circular. ¢Cuantas formas existen si dos formas
se consideran idénticas cuando cada persona tiene el mismo vecino derecho, es decir si una es una rotaciéon
de la otra?

Llamemos a cada posible configuracién un ordenamiento circular de A, y ordc(A) al conjunto de dichos
elementos. Una forma de resolver este problema es creando una relacién bipartita entre ordenamientos de A
y ordenamientos circulares de A: un ordenamiento circular se relaciona con todos los ordenamientos lineales
que se pueden leer eligiendo un elemento cualquiera de A como primer elemento y luego leyendo la palabra
de A" formada al avanzar en el sentido del reloj.

Cada ordenamiento circular se relaciona con n ordenamientos lineales y cada ordenamiento lineal se
relaciona con 1 ordenamiento circular. De esto se deduce que n|ordc(A)| = 1]ord(A)| y luego

lorde(A)] = [[n > 1]]”;! +n=0]=®n-1)

1.8. Ejercicios

Ejercicio 1.1. Felipe tiene una barra de chocolate pre-picada en nm cuadritos (n filas y m columnas). Es-
ta barra es bastante dura por lo cual para comerla debe antes separar los cuadritos. Felipe puede en cada
paso romper una de las piezas que tenga y, mediante un fuerte golpe, dividirla a través de una de las filas
horizontales o verticales. ¢Cudl es el nimero minimo de pasos que Felipe debe realizar para separar la barra
completamente en nm cuadritos?

Ejercicio 1.2. Sean n,m € N. Demuestre que n = m si y solo si existe biyeccién entre [n] y [m]. Concluya que
si un conjunto A es finito entonces existe un solo valor n tal que |A| = n.
Indicacién: Suponga que n < my pruebe la afirmacién por induccién en m.

Ejercicio 1.3. Pruebe que todos los subconjuntos de un conjunto finito son finitos®. Mas atin pruebe que A C B
y B finito implica que A es finito y |A| < |B].

Ejercicio 1.4. Pruebe el Corolario 1.39 .

Ejercicio 1.5. Pruebe los principios de la suma y producto para multiples conjuntos (Proposiciones 1.40 y
1.41) de dos maneras: por induccion y también dando directamente una biyeccion natural entre U7, A; y
[ X7 ,1A;|] en el caso de la suma, y entre [17_; A; y [ [17,]A;| ] en el caso del producto.

Ejercicio 1.6. Demostrar combinatorialmente que para todo a, b, ¢ € N,
ab caf = ab+c’ (ab)c — ab-c,(ab)c =a¢ - b

Usando las propiedades anteriores, deduzca que para todo par de conjuntos finitos disjuntos A y B, los con-
juntos siguientes tienen todos el mismo cardinal P(P(A))*B), P(P(B))” 4, P(P(A U B)), P(P(A) x P(B))

Ejercicio 1.7. Pruebe combinatorialmente la desigualdad de Bernoulli siguiente:
Vn, k € N, (1+n)k > 1+ nk.
Ejercicio 1.8. Pruebe combinatorialmente la desigualdad siguiente:

Va,b,c e N*, (a+b)° > a+b°.

3H4galo sé6lo usando la definicién de equipotencia, no use el principio inyectivo
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Ejercicio 1.9. Demuestre el principio general del producto, reduciéndolo al principio habitual (Proposicién
1.56)

Ejercicio 1.10. ¢(Cudntos numeros de 9 digitos (notar que su primer digito no puede ser 0) cumplen las
siguientes condiciones simultdneamente?

» La cifra central es un 5.
m Dos cifras consecutivas difieren en exactamente 1 unidad.

Ejercicio 1.11. Vuelva a responder la misma pregunta del ejercicio anterior pero ahora considere nimeros
de 11 digitos. Indicacién: Puede ser mds simple contar palabras en N, que satisfagan las propiedades y luego
eliminar aquellas que no corresponden a numeros.

Cardinales generales

Los ejercicios siguientes pueden ser algo distantes al curso de combinatoria, pero se incluyen para los
interesados.

Ejercicio 1.12. Defina las relaciones entre clases (X » ¥ & [X|=[Y]),X Y & 3Ff: X - Y
inyectiva), (X <* Y <= 3f:Y — X sobreyectiva). Pruebe (sin usar axioma de eleccién) que ~ es de
equivalencia, que <, <* son preordenes y que X < Y implica X <* Y.

Ejercicio 1.13. Pruebe sin usar axioma de eleccién el teorema de Cantor-Schroder-Bernstein siguiente: X <
Y < X implica X = Y.

Indicacién: Suponga XNY = 0,ysean f: X — Yyg: Y — X las inyecciones dadas por hipdtesis. Considere
el digrafo bipartito infinito G = (XUY,E)donde E = {(x,y) € XXY: f(x) =y} U{(y,x) € YxXX: g(y) = x}.
Para cada componente conexa C de G, cree una biyeccion h: CNX —- CnNY.

Ejercicio 1.14. (Andlisis) Pruebe usando el axioma de eleccion que X <* Y implica X < Y, y deduzca el
teorema dual de Cantor-Schroder-Bernstein. X <* Y <* X implica X ~ Y.

Ejercicio 1.15. (Analisis) Pruebe usando el axioma de eleccién que < es una relacion total (i.e. para todo
X, Y, X<YoY <X).

Indicacién: El caso interesante es si X, Y son no vacios. Defina en este caso S = Uacx.pcy{f: A4 —
B, biyectiva}. Pruebe que S # 0 y defina un orden (S, <) donde f < g si g extiende a f. Use Lema de Zorn
para este orden.

Ejercicio 1.16. Este ejercicio da una manera alternativa de definir conjuntos finitos que no depende de la
existencia del conjunto de los nimeros naturales. Un conjunto A se dice Dedekind-finito si no es equipotente
con ninguno de sus subconjuntos propios, es decir

(VBC A), |A|l=|B] & A=B.

Se dice que es Dedekind-infinito si no es Dedekind-finito. Pruebe que los siguientes son equivalentes:

A es Dedekind-infinito

Existe una inyeccién f: A — A no sobreyectiva.
Existe una inyeccién de N en A.

Existe B C A con |B| = |N|.

Ejercicio 1.17. Pruebe que si A es finito entonces es Dedekind-finito.
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Ejercicio 1.18. (Analisis) Pruebe usando el axioma de eleccion la reciproca de de la proposicién anterior, es
decir que todo conjunto Dedekind-finito es finito.

Ojo: La demostracion estandar que muestra que todo conjunto infinito A satisface [N| < |A| usa axioma de
eleccién.

Ejercicio 1.19. (Analisis) Sean A, B, C conjuntos. Definimos la suma y producto de cardinales generales como
sigue.

|A] + |B| = |C| —— existen A’, B’ disjuntos tal que |A| = |A’|, |B| = |B’|,|A" U B’| = |C|.
|Al - |B| = |C] & |[AxB|=IC].

Pruebe que si al menos uno de A o B son infinitos, entonces (usando el axioma de eleccion),
|A| + |B| = |A] - |B| = max(|Al, |B]),
donde

IB| silA| < |B|

I3 A B —
méx(|Al, |Bl) {|A| si [B| < |A]
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Capitulo 2

Selecciones de elementos.

2.1. Selecciones de objetos de un conjunto fijo

Hay dos pardmetros importantes a considerar para clasificar selecciones de elementos de un conjunto dado A.
(1) Si se permiten repetir elementos. (2) Si el orden importa. Cuando el orden importa, hablamos de listas
o0 secuencias sobre A y usamos notacion de palabras (ej: abc # acb). Cuando el orden no importa hablamos
de combinaciones sobre A y usamos notacién de conjuntos (si no se permite repetir) o de multiconjuntos.
En particular, cuando deseemos considerar elementos repetidos, es util poner los elementos en un paréntesis
cuadrado (ej: [a, a, b] = [a, b, a]) donde permitimos agrupar términos como potencias (si no hay confusién, po-
demos evitar escribir las comas), [a, a, b, ¢, c] = [a®bc?]. La siguiente tabla nos ayudara a introducir notacién.

Selecciones de k objetos. | Sin repeticién | Con repeticién
Importa el orden k-variaciones. k-secuencias.
(Listas) Ak, AF,
No importa el orden k-conjuntos. | k-multiconjuntos.
A A
Combinaciones . .

Nota: En varios textos, AX se denota por (A)x. Usamos la primera notacién para evitar confusién con el uso
de subindices.

Ejemplo 2.1. Si X = {x,y} es un conjunto de 2 elementos, entonces la pregunta ¢De cudntas maneras se
pueden seleccionar dos elementos de X? es ambigua ya que dependiendo del contexto, la respuesta puede
ser1,2,304:

Hay 1 2-conjunto de X: ()2() ={{x,y}}.

Hay 2 2-variaciones de X: X2 = {xy, yx}.

Hay 3 2-multiconjuntos de X: (()2( ) = {[xx], [xy], [yy]}-
Hay 4 2-secuencias de X: X2 = {xx, xy, yx, yy}.

W=

Ejemplo 2.2. Para k pequefio, las k-variaciones, k-conjuntos y k-multiconjuntos de A = {a, b, c} son:
A2 = {ab, ac, ba, bc, ca, cb}, AS = {abc, acb, bac, bea, cab, cba}, A% = 0.

(g‘) = {{a,b},{a,c},{b,c}}, (?) = Ha.b.ch}, (A) -

18
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((? = {[a®], [ab], [ac], [b*], [be], [*]}.

((3 = {[a*].[a%b]. [a%c]. [ab). [abe). [ac?] [6°]. [b%c]. [be? . [c°]).

((I: = {[a]. [a°b], [a°c], [a*b*], [a®bc], [a*c?], [ab®], [ab*c], [abc®], [ac®], [B*), [bPc], [b%c?], [be?], [c*]}

Observacion 2.3. Caso especial: k = 0.

Para todo A, A’ = A% = ({) = ((4)) = {e} donde ¢ representa la lista/combinacién vacia.
Observacién 2.4. Caso especial: A = ().

Para todo k > 1, 0K = (0); = (2) = ((g)) =0.

En lo que resta de la seccion estudiaremos la cardinalidad de los conjuntos anteriormente definidos. Para
ello, la siguiente notacion es de utilidad.

Definicion 2.5. Para todo n, k € N, (re)definimos

nk = [n]k ’ (Potencias naturales)
nk .= [n]k (Factorial decreciente)
n [n] . . . L
r = p (Combinatorio de n sobre k, o coeficiente binomial de n sobre k)
n [n] . . .

(( k)) = k (Multicombinatorio de n sobre k)

Observacién 2.6. Si |A| = n entonces |A¥| = nk, |AX| = nk, (‘z)l =)y |((£))| = ((}))- Estas igualdades se

prueban usando la biyeccién entre Ay [n].

Puede parecer extrafio que hayamos redefinido las potencias naturales siendo una operacion tan habitual.
Sin embargo al hacerlo de esta manera respondemos de inmediato la siguiente duda natural ¢Cual es la
definicién natural de 0°? En general, écomo definimos los valores anteriores cuando n = 0?

Observacidén 2.7. Usando las definiciones y observaciones anteriores, se concluye que para todo n € N:

o=t (- lo)-
o0 (-]

En particular,

Por otro lado, para todo k > 1

o f)- [

Como es de esperar, (por principio del producto), la definicién de potencias naturales coincide con la
definicién habitual, es decir n* = |[n]¥| = Hle [[n]| = Hle[n].
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2.2. Variaciones, ordenamientos y permutaciones de un conjunto.

Prosigamos con las variaciones de un conjunto. Recordamos que si A es un conjunto con n elementos,
entonces directamente |Aﬁ| = nk. La préxima proposicién da una férmula para esta cantidad.

Proposicion 2.8.

S

VneN: nt=nl= i,
i=1
n
VmkeN: nk=n-(n-1)---(n-k+1) = 1_[ i
i=n—k+1
y luego,

. E— n!
Vn,keN: n —[[kSn]]—(n_k)!.

Demostracién. La primera parte sale del hecho que [n]* = ord([n]) por definicién. Luego n = |ord([n])| =
n! = ]}, i. Para la segunda, notamos que [n]& =Qparak > n+1,porloquent =0sik > n+1.En
otro caso, la identidad se obtiene del principio general del producto. La tercera se obtiene de combinar las

dos expresiones anteriores para el caso k < n. O

Al igual que las secuencias estan en biyeccion con cierto conjunto de funciones, las variaciones estan en
biyeccién con cierto conjunto de funciones inyectivas.

Definicién 2.9. El conjunto de funciones inyectivas de A en B se denota como Iny(A,B) = {f € B* |
f inyectiva}.

Proposicion 2.10. Para Ay B finitos,
[Iny(A, B)| = |BJ2L.

Demostracién. Sea A = {ay,...,an}, con n = |A|. La funcién ¢: Iny(A, B) — BZ dada por ¢(f); = f(a;) es
una biyeccion. O

Definicion 2.11. Una permutaciéon de A es una funcién biyectiva de A en si misma. Denotamos al conjunto
de permutaciones de A como Sx = {f € A* | f biyectiva}. Ademds, denotamos S,, := Sin)-

Proposicion 2.12. Para A finito,
|Sal = A]!

Demostracién. Directo del hecho que S4 = Iny(A, A), y del hecho que n! = nZ. |
Observacion 2.13. Como las permutaciones de un conjunto A de cardinal n estan en biyeccién con las n-
variaciones (ordenamientos) de A, es comuin (pero confuso) llamar también permutacién de A a los ordena-

mientos de A.

Dadas las proposiciones anteriores, es tentador denotar Iny(A, B) como B4, y S4 como A!l. Nos resistiremos
a esa tentacion pues la dltima notacién no es estandar.
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2.3. Combinaciones: subconjuntos y multiconjuntos

Prosigamos con las combinaciones de un conjunto. Al igual que antes notamos que si A tiene n elementos,
entonces directamente |(4)| = (7). La préxima proposicién nos da una férmula para esta cantidad.

Proposicién 2.14.
n!

k
n n— :
mkeN: (k):w[“‘f”ﬂm~

Demostracién. Por multiconteo entre variaciones y combinaciones. Consideremos la funcién f: [n]k - ([Z]),

que manda cada k-variacién w a su conjunto de simbolos. Cada conjunto X en ([Z]) tiene exactamente k!

preimdgenes pues f~1(X) = ord(X). Luego: 1nk = k! (Z), de lo que se deduce lo pedido. La segunda igualdad
es una simplificacién de nX. |

Antes de proseguir con los multiconjuntos, detengamonos a resolver algunos problemas.

Ejercicios resueltos 2.15. De una demostracién combinatorial de las siguientes identidades-

n n
1. VO < k < : = .
sesn (1)=[,2)
n+1 n n
Z'Vk’nEN'(k+1)_(k+1)+(k)'
" (n
3. = 2",
[y
Demostracion.

1. Usar la biyeccién (['kl]) — (n[f]k) dada por X — [n] \ X (complemento).

1
2. Basta notar que ([Z i 1]) = (k[:l-]l) U {{n +1}UY:Ye ([Z])} y que la unién es disjunta.
S——
Conjuntos sin n + 1
3. Directo de P([n]) = UP_, (%)), y del hecho que 2" = |P([n])]. O

Uno de los ejercicios anteriores nos permite dar una definicion alternativa de los coeficientes binomiales
en funcién de una recurrencia. Esto aparecera con cierta frecuencia en el curso.

Proposicién 2.16. Los nimeros (Z) ) estdn definidos por la siguiente recurrencia:

n,k>0

o (-7

con valores de borde, (0) =1, paran>0y (2) =0, parak > 1.

Tratemos ahora los multiconjuntos. Un multiconjunto de A es una seleccién de objetos de A donde cada
elemento puede aparecer mas de una vez y el orden no importa. Para poder tratar con ellos necesitamos una
definicion formal.
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Definicion 2.17. Sea A un conjunto. Un multiconjunto de A es una funcién x: A — N, donde x(a) representa
el nimero de veces que se selecciona a € A. Llamamos tamafio de x a la cantidad |X| = X ,e4 x(a) y soporte
de x, al conjunto Sop(x) = {a € A: x(a) > 1}, llamamos elementos de x a los elementos de Sop(x). Decimos
que A = dom(x) es el conjunto de referencia de x.

Abusando notacién, decimos que dos multiconjuntos B y C son iguales si tienen igual soporte e igual
funcién multiplicidad restringida a su soporte'. Podemos describir un multiconjunto listando sus elementos
en cualquier orden considerando repeticiones x = [a, a, b, c, c] o abreviadamente como x = [a?bc?]. Si cada
elemento de un multiconjunto aparece con multiplicidad 1, identificamos el multiconjunto con el conjunto
asociado.

Definicion 2.18. Para A conjunto, llamamos M(A) al conjunto de sus multiconjuntos. En particular, P(A) C
M(A), y 0 es multiconjunto de cualquier conjunto. Para k € N, llamamos ((‘2)) = {x € M(A): |X| = k},
Recordemos que para n € N, llamamos ((7)) = |(([Z])) l.

Es directo notar que M(0) = {0} y que si A # 0, M(A) es infinito. Ademés ((;)) = 1 paran > Oy ((2)) =0

si k > 0. Ahora estamos listos para encontrar el valor de ((})) en otro caso.

Proposicion 2.19. Paran,k e N. Sin+k > 1,

(="

Demostracion. Sin = 0y k > 1, se tiene ((})) = 0 = (k;l)‘ Asi que supongamos que n > 1. Considere la

biyeccién que a un multiconjunto x de [n] de tamafio k le asocia la palabra binaria x” € {0, 1}"**~1 dada por
xl — Ox(l)lox(z)l . 10x(n—1)10x(n)'

La asignacion x — x’ es una biyeccién entre (([Z])) y las palabras en {0, 1}"**~1 con exactamente k simbolos

0y n — 1 separadores 1. El tltimo conjunto, a su vez, esta en biyeccién con (["”]z_l]), ya que cada palabra x’
estd definida exactamente por el conjunto de indices i en [n + k — 1] tales que x| = 0. O

En nuestra notacién actual, no tenemos la igualdad directa (7)) = ("+llj_1) pues para el cason = k = 0 el

lado izquierdo es 1 y el derecho es (_01) que no tiene sentido. Mas adelante, le daremos significado a (_k" ) yen

-1

o ) = 1 se tendrd. Haciendo ese importante supuesto tenemos la igualdad

(( n)) _(n+k-1
k) k )
En el futuro, volveremos a usar biyecciones como esta, asi que le daremos nombre a esta biyeccién. Para

x multiconjunto, llamamos a x” su palabra binaria asociada.
Al igual que antes, podemos dar una definicidn alternativa de los niimeros ((Z)) via una recurrencia.

ese momento la igualdad deseada (

Proposicion 2.20. Los nimeros ( (7)) ), .., estdn definidos por la siguiente recurrencia:

=t (1= (")

con valores de borde, ((g)) =1, paran>0y ((2)) =0, parak > 1.

Demostracion. Propuesta. |

LEste abuso de notacién est4 en el mismo espiritu de considerar iguales dos funciones que formalmente tengan distinto codominio
pero igual asignacion.
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2.4. Ejercicios
Ejercicio 2.1. Para n, k,m € N, dé demostraciones directas puramente biyectivas de
n! = (n—k)nk

(2)01—-kﬂkL

i) = (2)

nk(n — kY™ = n™(n — m)~

n!

Ejercicio 2.2. Demostrar combinatorialmente que para todo n,k € N,

Ejercicio 2.3. Las siguientes identidades son simples de probar algebrdicamente, para n, k, a, b, c € N. Prué-
belas combinatorialmente:

w+1%ZID m+1%g m+1—k%”zw.
a+b+c\(b+c a+b+c\fc+a a+b+c\fa+b
SRl ) I S [ I Ay O

Ejercicio 2.4. Veinte autos corren en una carrera. Sabiendo que no hay empates, conteste cada una de las
preguntas por separado: ¢Cudntos posibles resultados tiene la carrera si el resultado consiste en...

1. conocer el lugar de cada corredor?

2. determinar solo los 10 mejores corredores (la carrera es una clasificatoria, el orden entre los clasificados
no importa)?

3. es una competencia con medallas y solo importa quien sacé Oro, Plata y Bronce?

Ejercicio 2.5. Demuestre combinatorialmente la Proposicién 2.20.

Ejercicio 2.6. Para A conjunto, llame Py (A) = {x € M(A): x, < k,Va € A} al conjunto de los multiconjuntos

que tienen a cada simbolo a lo mas k veces, de modo que P1(A) = Pr(A) y M(A) = Uken Pr(A). Pruebe
combinatorialmente que |P(A)| = (k + 1)4.

Ejercicio 2.7. Use las recurrencias de las proposiciones 2.16 y 2.20 para llenar 3 filas adicionales de los
siguientes tridngulos de Pascal (no escriba los ceros).
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k k
(J|o1 2 3 4 5 67 8 9 10 (jo1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
nO0|1 nO|l
1|11 1111 1 1 1 1 1 1 1 1
201 2 1 2/12 3 4 5 6 7 8 9 10 11
3/1 3 3 1 3/1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 66
411 4 6 4 1 411 4 10 20 35 56 84 120 165 220 286
5/1 5 10 10 5 1 5
6/1 6 15 20 15 6 1 6
7/1 7 21 35 35 21 7 1 7
8
9
10

¢Puede notar que un tridngulo es una rotacién del otro?

Ejercicio 2.8. Probar directamente de manera combinatorial o por doble conteo. Es decir, encuentre biyec-
ciones entre 2 conjuntos con las cardinalidades requeridas, o cuente un conjunto de dos maneras distintas,
ademas identifique la igualdad en el tridngulo de Pascal correspondiente. Para todo n, m, k € N.

") =5 f)-5()

1

)= 00 [2)-200)

Ejercicio 2.9. Probar directamente de manera combinatorial o por doble conteo. Es decir, encuentre biyec-
ciones entre 2 conjuntos con las cardinalidades requeridas, o cuente un conjunto de dos maneras distintas.

> i('?) = 2",

7 1

Sl <z

i

k
(”) (km ) - (n J];m) (Identidad de Vandermonde)
—o \! —1

n+1)\ (k+1
k B n
Ejercicio 2.10. Una dulceria ofrece dulces de 10 sabores distintos. Si uno desea comprar una bolsa de 20

dulces (no necesariamente distintos). ¢Cudntas posibles bolsas se pueden formar? ¢Es (@8)) 0 ((;8))?

1

Ejercicio 2.11. Imagine que tiene un librero con n casilleros y considere un conjunto de k libros distintos (iden-
tificado con [k]) que desea apilar en esos casilleros (en otras palabras, en cada casillero hay una lista ordenada
de libros, que eventualmente puede estar vacia). Llamemos (n, k)-libreros a cada posible configuracién. Por
ejemplo, hay 12 (3, 2)-libreros distintos (codificados como listas separadas por barras a continuacién).

22 Y T N I~ T T T 52 R D N T T R 2 I R R 25
L1200 s 120312100 120 120510 1120510 1211
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Definamos (provisoriamente), nk como el cardinal del conjunto de los (n, k)-libreros.
Pruebe por induccién? en k que
_ n+k-1
n*=n(n+H(n+2)--(n+k-1)= [] i=@m+k-1)%E

i=n

La cantidad n* se conoce como factorial creciente de n sobre k._
¢Puede dar una demostracién combinatorial de la identidad® n* = (n + k — 1)&?

Ejercicio 2.12. Usando el ejercicio anterior se puede notar que para n, k € N,

((Z)):[[n21]](n+k_1)+[[n=k:0]]

k
Y 7 7
:[[nz1]]%+[[n:k:0]]:ﬂn21]]%+[[n:k:0]]:%.

Pruebe combinatorialmente la igualdad resultante. Especificamente, pruebe de manera biyectiva que

THES

Indicacion: Recuerde como se probd que

Ejercicio 2.13. Hay n personas en una fila. Queremos asignarle a cada una de ellas un nimero del 1 al 9 de
modo que para cada persona (excepto los extremos), la diferencia entre los nimeros de sus vecinos izquierdo
y derecho no sea divisible por 3. ¢De cuantas formas podemos lograr esto?

Ejercicio 2.14. Encuentre, para n € N la cantidad de conjuntos de nimeros enteros entre —n y n (inclusive)
que no contienen dos elementos con el mismo valor absoluto.

Ejercicio 2.15. Un cubo de 1 metro se subdivide en 1000 cubitos de 10 por 10 por 10 cm. {Cudntos cubitos
tienen sus tres coordenadas (fila, columna, altura) distintas?

Ejercicio 2.16. Encuentre la cantidad de nimeros entre 0 y 999999 cuya expresioén decimal es una secuencia
estrictamente decreciente de digitos al ser leido de izquierda a derecha.

Ejercicio 2.17. Considere un tablero cuadriculado de n X n casilleros. ¢De cudntas maneras se pueden ubicar
en dicho tablero una ficha roja y una ficha azul de forma que no queden en casilleros contiguos (horizontal o
verticalmente)? ¢Cémo cambia su respuesta si se desean ubicar dos fichas blancas indistinguibles que cumplan
la propiedad anterior?

Ejercicio 2.18. Sean € N, n > 2. Encuentre una férmula para el nimero de divisores positivos de n en

funcién de su descomposicién prima.

Ejercicio 2.19. Pruebe combinatorialmente que para todo n € N

2 (2nk) - Zk: (Zki 1) +ln =0l

k

2piense que esta poniendo los libros uno a uno en el librero.
3para el lado derecho piense que est4 sacando los libros uno a uno del librero.
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Ejercicio 2.20. Pruebe combinatorialmente que para todo n € N

n—1
> klk=nl-1
k=1

Ejercicio 2.21. Demostrar combinatorialmente que para todo n,k € N,

Sk () =)

k=1 =1 \J

Ejercicio 2.22. Una torre es una pieza de ajedrez que puede atacar a piezas en su misma fila o columna.
Responda las siguientes preguntas en orden (no se salte partes, use la soluciéon mas simple que encuentre
para cada una, justificAndola apropiadamente)

1. Sea k € N ¢De cudntas maneras se pueden ubicar k torres indistinguibles en un tablero rectangular de
k X k casilleros de modo tal que ninguna torre pueda atacar a otra?

2. Sean k,n € N ¢De cuantas maneras se pueden ubicar k torres indistinguibles en un tablero rectangular
de n X n casilleros de modo tal que ninguna torre pueda atacar a otra?

3. Sean k,n,m € N ¢De cuantas maneras se pueden ubicar k torres indistinguibles en un tablero rectan-
gular de n X m casilleros de modo tal que ninguna torre pueda atacar a otra?
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Capitulo 3

Composiciones y Particiones enteras.
Caminos.

3.1. Composiciones de un entero.

Definiciéon 3.1. Sean n, k € N.
Una composicién de n en k partes es una solucién x de x; + x + - -+ + x; = ncon x; € N*,
Una composicion débil de n en k partes es una solucién x de x1 +- - - +x; = ncon x; € N. Es decir, permitimos
que algunas partes sean 0.
Denotamos por COM(n, k) = {x € [n]*: X x = n} al conjunto de todas las composiciones de n en k partes
y usamos com(n, k) = | COM(n, k)|. Similarmente, denotamos por WCOM(n, k) = {x € ([n]U{0}))*: ¥ x = n}
al conjunto de todas las composiciones débiles de n en k partes y llamamos wcom(n, k) = | WCOM(n, k)|.
Ademéds, llamamos COM(n) = U COM(n, k), WCOM(n) = U WCOM(n, k).

Ejemplo 3.2. Las composiciones débiles de n en 3 partes se pueden visualizar como la interseccién de Z3 con
el plano x + y + z = n. Las composiciones (fuertes) son aquellas que tienen todas sus coordenadas positivas.
De las figuras anteriores notamos que:

weom(0,3) =1 weom(1,3) =3 wcom(2,3) =5 wcom(3,3) =10 wcom(4,3) =15 wcom(5,4) =21
com(0,3) =0 com(1,3) =0 wcom(2,3) =0 com(3,3)=1 com(4,3) =3 com(5, 3) = 6.

Ejemplo 3.3. Todas las composiciones de 5, clasificadas por nimero de partes.

k | com(5, k) COM(5, k)

1 1 (5)

2 4 (4,1);(3,2);(2,3);(1,4)

3 6 (3,1,1);(1,3,1);(1,1,3);(2,2,1); (2, 1,2); (1,2, 2)
4 4 (2,1,1,1);(1,2,1,1);(1,1,2,1); (1, 1, 1, 2)

5 1 (1,1,1,1,1)

No es dificil notar que para todo n, k € N, WCOM(n, k) = ((U:l])) Gracias a esto podemos probar el siguiente
resultado.

Proposicién 3.4. Para todo n, k € N (interpretando () = 1)

w447

com(n, k) = [k < n]] weom(n — k, k)| = [k < n] ((nfk)) _ [k < n]](n - 1)'

27
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;(\0:0, 0)

Figura 3.1: Se muestran las composiciones débiles de n en 3 partes, paran € {0, 1, 2, 3,4, 5}. De ellas, en rojo
se muestran las composiciones (fuertes).

Demostracion. La primera linea viene de weom(n, k) = ((’:l)) La segunda linea sale de que al restar uno de
cada parte de una composicién de n en k partes se obtiene una composiciéon débil de n — k en k partes. O

Recordemos que cada multiconjunto x (i.e., composicién débil) tiene una palabra binaria asociada
0*M10¥@1 ... 10™,

Sean > 1. Consideremos ahora una composicién (normal) y de n en k partes, por ejemplo, y = (3,2,5,3,1) €
COM(14, 5). De la demostracién anterior y’ = y — )([k] = (y1,y2,..-,yx) —(1,1,...,1) es una composicién
débil de n — k en k partes (en el ejemplo, vy’ = (2,1,4,2,0) € WCOM(9, 5)). Llame w(y) la palabra binaria
asociada a y’. Es decir, w(y) = 0Y()-110¥@-1  10¥"-1 (en el ejemplo: w(y) = 00101000101), notamos
que w(y) es una palabra binaria de largo exactamente n — 1. Antes de proseguir notamos que es facil calcular
directamente w(y): los unos marcan el fin de cada parte (excepto en la tltima parte que no tiene 1)

(3,2,5,3,1) — 001 01 00001 001
(1,1,2,2,4,6) — 110101 0001 00000

La funcién w recién descrita, que transforma una composicion (de n) en su palabra binaria débil (de largo
n — 1) es una biyeccidn, de lo cual se concluye:
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Teorema 3.5. Para n > 1, el niimero de composiciones de n es exactamente 2"~1. En particular, para n € N

| COM(n)| = > com(n, k) = 2" '[[n > 1] + [[n = O]
k

Es importante notar que, por otro lado, el nimero de composiciones débiles de n, | WCOM(n)| es infinito.
La préxima definicion da una manera alternativa de interpretar las composiciones de un nimero natural.

Definicion 3.6. Cubrimientos de rectangulos con intervalos. Considere un tablero rectangular 7 de 1 X n
casilleros (habitualmente denotado como un intervalo: [1, n]).

Un rectdngulo (o intervalo) de 7~ es un conjunto no vacio de casilleros consecutivos, habitualmente di-
bujado como una pieza sélida. Llamamos [a, b] al rectdngulo que comienza en el casillero a y termina en el
casillero b.

Un cubrimiento de 7 por rectdngulos es una coleccion de rectangulos disjuntos cuya union es 7 .

Los cubrimientos de [1, n] estdn en biyeccion con las composiciones de n (usando x; como el tamafio de
i-ésima pieza del cubrimiento, vista de izquierda a derecha)

Ejemplo 3.7. Los siguientes cubrimientos muestran dos composiciones del nimero 10.

[ [ [ e

3.2. Composiciones de Fibonacci.

Una composicién x de n donde cada parte tiene tamafio 1 o 2 se llama composicién de Fibonacci. Llamemos
D(n) = {x € COM(n): Vi,x; € {1,2}}
al conjunto de tales composiciones y llamamos d,, = |D(n)|.

Lema 3.8. dy = 1,dy = 1yparan > 2,d, = dy—1 + dp—a. Es decir; d, = fn+1 donde f, es la sucesion de
Fibonacci.

Demostracién. Hay solo 1 composicién de O y 1 composicién de 1 (ambas son de Fibonacci), por lo que dy =
1 =4d;.Asiquesean > 2yseax € D(n). Tomemos la funcién ¢: D(n) —» D(n— 1)U D(n — 2) dada por

( )= ( ) e Dn-1) sixp=1

X1, X2, ..., X)) = (X1, X0, . . ., Xp i .

PR X2 k b ko D(n—-2) sixg=2.

La funcién anterior es claramente biyectiva y prueba que d,, = d;,—1 + d—2. |

Ejemplo 3.9. Pruebe combinatorialmente que

fun =Z(”;k).

k
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Demostracién. Clasifiquemos las composiciones de n con partes 1y 2 (hay f,,+1 de ellas) de acuerdo a cuantos
2 poseen. Si x tiene k dos, entonces tiene exactamente n — k partes. Para determinar x solo se debe describir
cuales partes tienen 2 elementos. Esta opcion se puede tomar de (";k ) maneras. Sumando sobre k se tiene el
resultado.

Una solucidn alternativa es clasificar de acuerdo a cuantos 1 poseen. Suponga que x tiene k unos, entonces
si disminuye en 1 cada parte que es 1, obtiene una composicién débil de n — k en partes de tamafios 0 y 2,
usando exactamente k ceros. O

A veces conviene imaginarse las composiciones de Fibonacci de n como particiones del rectdngulo 1 X n
en monominds (1 X 1) y en dominds (1 X 2). Usemos esta interpretacién en el siguiente ejercicio.

Ejemplo 3.10. Pruebe combinatorialmente que para n > 0,

n-1
fn+1 =1+ ka
k=1

Demostracién. Ellado izquierdo, f,,+1 cuenta las particiones de [1, n] en monominds y dominés. Clasifiquemos
dichas particiones: Hay una sola particiéon que no usa dominds. De lo contrario, sea k la posicién (en [1,n—1]
donde comienza el ultimo domind).

k

La particién a la derecha de k estd predeterminada (es 1 domind y luego solo monominds). Por otro lado
existen f; maneras de particionar [1, kK — 1] en monominds y dominés. Esto prueba la proposicién. |

3.3. Particiones de un entero

Definicién 3.11. Una particién entera! de n € N es una composicién (ay, ..., ax) de n (i.e., Zle a; = n)
cuyas partes son débilmente decrecientes: a; > az > --- > a; > 1. Llamamos PART(n, k) al conjunto
de particiones de n en exactamente k partes y denotamos por pi(n) al cardinal de PART(n, k). También
llamamos PART(n) al conjunto de todas las particiones de n y p(n) a su cardinal. Se acostumbra escribir a + n
si a es una particion entera de n.

Ejemplo 3.12. Las 15 particiones de 7, ordenadas por nimero de partes

pe(7) PART(7, k)

1 (7)
(6,1);(5,2);(4,3)
(5,1,1); (4,2,1);(3,3,1); (3,2, 2)
(4,1,1,1);(3,2,1,1);(2,2,2,1)
(3,1,1,1,1);(2,2,1,1,1)
(2,1,1,1,1,1)
(1,1,1,1,1,1,1)

N U A WN R
—_ N WA W

Licuidado! El nombre es similar a las particiones de un conjunto pero el sentido es distinto.
20jo, algunos autores llaman pi(n) alas particiones en a lo mas k partes.
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Observacion 3.13. Cada particion de n en k partes estd completamente definida por el multiconjunto de n
que tiene como elementos los tamafios de las partes. Por ejemplo el multiconjunto [1, 2, 3, 1] representa a la
particion (3,2, 1, 1). De ahi el nombre particion: estamos particionando un nimero n en k partes (nimeros)
donde el orden no importa.

Definicién 3.14. El vector de multiplicidades m € Z" de una particién A de n es el vector que representa el
multiconjunto [A], o sea m; es el numero de veces que aparece i en A.

Por ejemplo, la particién a = (5, 3,2, 2, 2, 1) de 15 tiene vector de multiplicidades m con m; = 1, my = 3,
ms = ms = 1,y m; = 0 para otros valores de j. Es decir, m = (1,3,1,0,1, 0'9). La transformacién a +— m
es biyectiva y notamos que m es vector de multiplicidades de una particién de n si y solo si >} ;?:1 jmj = n. Se
deduce entonces la siguiente proposicion.

Proposicion 3.15. El niimero de soluciones enteras de 2}1:1 JXj = n;x > 0 es exactamente p(n). El niimero de
soluciones enteras de 3.7, jx; = n;x = 0 con X7, x; = k es exactamente py(n).

Definicion 3.16. El Diagrama de Young de una particién a = (aq, ..., ar) de n es un arreglo de cajas cua-
dradas ordenadas en k filas horizontales (justificadas a la izquierda) de tamafios ay, . . ., a; respectivamente
ordenadas verticalmente.

Por ejemplo, el diagrama de Young de (5, 4,4, 1) es

Definicién 3.17. La particiéon conjugada de a es la particiéon a* cuyo diagrama de Young es el transpuesto
[ |
del diagrama de a. Por ejemplo, (5,4,4,1)" = (4,3,3,3,1). —

Notemos que (-)* es una permutacién (de hecho una involucién) del conjunto de particiones de n.

Proposicion 3.18. El nimero de particiones de n en k partes es igual al nimero de particiones de n cuya parte
mds grande tiene largo k.

Demostracién. Basta notar que ()* es una biyeccién entre ambos conjuntos. O
Podemos usar Diagramas de Young para probar otras relaciones sorprendentes.

Lema 3.19. El niimero de particiones de n autoconjugadas es igual al niimero de particiones de n con todas sus
partes impares y distintas.

Demostracién. Sea 7 una particion autoconjugada. Crearemos una nueva particién f () con todas sus partes
impares. Borremos el primer gancho (primera fila y columna) y agreguemos los cuadrados borrados como
primera fila de f(rr). Repitamos el proceso borrando (borrar ganchos y agregar filas). Con esto el objeto crea-
do f(m) = (2m — 1,275 — 3,...) (donde el nimero de partes es tal que su tltima entrada no es 0), es una
particion con todas sus partes impares y distintas. Claramente el proceso es reversible.

T[i[I[1]1
1222[ T[I[A[I[A[I]1]1]1]
Ejemplo: (5,4,4,3,1) — (9,5, 3) y graficamente 12[3[3] + [2]2]2]2 ]
12[3 3[3]3
1
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Observacion 3.20. A diferencia de las otras cantidades que hemos definido, encontrar una férmula explicita,
suma finita de cantidades algebrdicas, no expresada a través de una recurrencia, para p, tardé muchisimos
afos. La primera formula finita explicita se debe a Bruinier y Ono y fue publicada en 2011. No es simple, pero
permite evaluar eficientemente el valor de p,, para cada n.

3.4. Caminos en reticulas

Dos puntos x e y en Z* se dicen adyacentes si ||x — yl|; := Zle |x; — yi| = 1. Un paseo de largo ¢ en
Z* es una secuencia x°, x!, . .., x’ donde cada punto es adyacente al anterior. Si el paseo no repite vértices,
decimos que es un camino en Z*. Si ademés tenemos que paracadai > 1, x'"! < x’ coordenada a coordenada,
decimos que el paseo es un camino creciente.

Cada paseo en Z* de largo £ que parte en el origen se puede codificar como palabraw € {1,-1,2, -2, ..., —k, k}¢,
donde w; = +a si el i-ésimo paso aumento la coordenada a-ésima de x, y w; = —a si dicho paso la disminu-
yé. Por ejemplo, el paseo en Z2 cuyos puntos son {(0,0,0), (0, 1,0),(0,1,1),(0,2,1),(~1,2,1),(-1,2,0)} se
codifica como +2, +3, +2, -1, —3.

Las siguientes propiedades son féciles de probar usando la descripcién anterior.

Proposicién 3.21.

1. El niimero de paseos de largo € en Z* partiendo del origen es (2k).

2. El niimero de paseos crecientes de largo € en Z* partiendo del origen es k¢.
Caminos en el plano

Enfoquémonos en el caso 2-dimensional.

a+b)'

Lema 3.22. El niimero de caminos crecientes de (0,0) a (a,b) es (*]

Demostracién. Los caminos crecientes de (0, 0) a (a, b) estdn en biyeccién con las palabras en [2] que usan
exactamente a simbolos 1 y b simbolos 2. O

(8,6)

(0,0) >

Figura 3.2: Camino creciente de (0, 0) a (8, 6) asociado a la palabra w = 11221111221221, con |w|; = 8,
|W|2 = 6.

En virtud del lema anterior tenemos una interpretacién alternativa para los coeficientes binomiales: (z)
es el numero de caminos crecientes de (0, 0) a (k, n — k), y por traslacién también es el nimero de caminos
crecientes desde (a, b) a (a+k, b+n—k). Resultard interesante usar esta interpretaciéon para dar demostraciones
alternativas de algunas identidades combinatoriales.
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Lema 3.23.

-2
n = \k
Demostracién. Llamemos CC[(a, b), (c, d)] al conjunto de caminos crecientes de (a, b) a (¢, d). El lado izquierdo

de la expresion cuenta CC[(0, 0), (n, n)]. Clasifiquemos los caminos en dicho conjunto de acuerdo al punto en
el que intersectan la diagonal x + y = n, como en la figura.

N
N

Figura 3.3: Interseccién de un camino creciente con la diagonal x + y = n

Llamemos S a los caminos que pasan por el punto (k,n — k) de la diagonal. Luego evidentemente
Uj—o Sk €s una unién disjunta. Ahora notemos que todo camino en Sk es la concatenacion de un camino
en CC[(0,0), (k,n — k)] con un camino en CC[(k, n — k), (n, n)]. Este dltimo tiene ancho n — k y alto k. Luego:

n n n(k+(n—Kk)\(k+(n-k) I (n)’
(%) = 35151l = D3 tecto.0n ten = licctte n . ol = 35 (* G 7O () = 31 (7)
k=0 k=0 k=0 k=0

O

3.5. Numeros de Catalan

Definicion 3.24. Un camino de Dyck de orden n es un camino creciente en el plano que parte en (0, 0), llega
a (n, n) y se mantiene siempre bajo la diagonal x = y. Llamamos C, al nimero de caminos de Dyck de orden
n. Los numeros Cy, C1, ... se conocen como numeros de Catalan.

Notamos que Cy = 1. Los siguientes valores son C; = 1,Cy = 2,C3 = 5. En la siguiente figura se muestran
los caminos de Dyck de orden 1, 2y 3.

4 4 A 4 ’ ’ ’
s s s s s s s
s s ’ ’ ’ ’ ’
N N N N

4 4 s Y s Y s s
s s s ’ N ’ ’ N ’ N ’
s s s s s s s s
N N ~ N ~

Lema 3.25.

()2
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Demostracién. (Método de reflexién de André) Sea B el conjunto de los caminos crecientes de (0,0) a (n, n)
que cruzan la diagonal (es decir los caminos que no son caminos de Dyck). Como hay (2:) caminos crecientes,
para probar el resultado basta demostrar que |B| = (nz_"l)

Cada camino P en B toca la diagonal y = x + 1. Considere el primer vértice v de P que toca la diagonal
y = x+ 1 y el camino P’ que refleja todos los pasos que vienen después de v. Es decir, cada paso horizontal se

transforma en vertical y viceversa.

(n=-1,n+1)

N 2 (n’ n) s

’ ’
s s

N N

P 1122122 211122211 P’ 11122122 122211122

Dado que el niimero de pasos horizontales en P después de v es exactamente uno mas que el nimero
de pasos verticales. Al reflejar dicha porcion el nimero de pasos horizontales de P’ sera 1 menos que los
de P, y el nimero de pasos verticales aumentard en 1. Es decir P’ tiene n — 1 pasos horizontales y n + 1
pasos verticales. O sea P’ es un camino creciente de (0,0) a (n — 1,n + 1). Mds atn el proceso de reflexion
es reversible. Es decir de cada camino Q creciente de (0,0) a (n — 1,n + 1) se puede obtener un camino
en B reflejando la parte después del primer vértice v que toca a la diagonal y = x + 1. Se concluye que
Bl = |CC[(0,0), (n— Ln+1)]| = (). O

Durante el curso, encontraremos varias veces los nimeros de Catalan, por lo que notamos algunas formas
equivalentes (que se pueden probar algebraicamente o combinatorialmente).

Observacion 3.26. Paran € N.

2n 2n _C = 1 2n_ 1 2n+1
n n-1 " n+1\n) 2n+1\ n |

3.6. Ejercicios
Ejercicio 3.1. Pruebe nuevamente la identidad de Pascal
n+1 n n
= + ,
k+1 k+1 k
usando su interpretacion como caminos crecientes en el plano.

Ejercicio 3.2. Pruebe nuevamente la identidad

a+b+1 _“ k+b
a h pa b
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usando su interpretacion como caminos crecientes en el plano.

Ejercicio 3.3. Pruebe combinatorialmente y algebraicamente, que los nimeros de Catalan satisfacen la recu-
rrencia

Co=1
Cn =D, CrCn1—i, ¥ > 1.
k

Ejercicio 3.4. Use la recurrencia del ejercicio anterior y la definicién recursiva de los nimeros de Fibonacci
para llenar 10 columnas adicionales de la siguiente tabla (no escriba los ceros)

n|01 2345 6 7 89 10 11 12 13 14 15 16 17.
f,/l01 123 5 8 13
Chl1 1 1 2 5 14 42 132

Ejercicio 3.5. Hay 2n personas sentadas en una mesa circular. Llame C,, al niimero de maneras que n parejas
darse simultaneamente un apretén de manos suponiendo que ninguin par de apretones se cruza. Esta condicion
es mas facil de entender dibujando la mesa: si se conecta cada par de personas que se dan la mano con
un segmento, entonces los n segmentos dibujados no deben intersectarse. Dos ejemplos de configuraciones
permitidas para n = 4 se encuentran a continuacion:

Pruebe que C,, satisface la recurrencia del Ejercicio 3.3 y concluya que C,, es el n-ésimo niimero de Catalan.

Ejercicio 3.6. Pruebe combinatorialmente y algebrdicamente, que todas las siguientes expresiones para nu-
meros de Catalan son equivalentes:

C = 2n 2n.} 1 (2n) 1 2n+1
" \n n+1] n+1\n/| 2n+1 n
Ejercicio 3.7. Sea n,k > 1. Pruebe que el nimero de soluciones enteras del sistema

k k
ijzn,xZO,l_[szo
j=1 j=1

)6

Ejercicio 3.8. Pruebe combinatorialmente que com(n, k) = com(n,n + 1 — k)

es exactamente

Ejercicio 3.9. Pruebe combinatorialmente que

k

weom(n, k) = Z (ch) com(n, j).

j=0
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Ejercicio 3.10. Muestre que la siguientes recurrencia definen a wecom(n, k), x>0
Vn,k > 1: wcom(n, k) = wecom(n, k — 1) + wecom(n — 1, k).

con valores de borde, wcom(0, k) = 1, para k > 0 y wcom(n,0) = 0, paran > 1.
Muestre ademds que la siguientes recurrencia definen a com(n, k), k>0

Vn,k > 1: com(n, k) = com(n—1,k — 1) + com(n — 1, k).
con valores de borde, com(0, 0) = 1, y com(n, 0) = com(0, k) = 0 para n,k > 1.

Ejercicio 3.11. Use las recurrencias del ejercicio 3.10 para llenar 3 filas adicionales de los siguientes tablas
(no escriba los ceros)

k k .
wecom(n,k) [0 1 2 3 4 5 6 7 8 com(m,k) |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
nOl1l1 1 1 1 1 1 1 1 1 noO|1
1 1 2 3 4 5 6 7 8 1 1
2 1 3 6 10 15 21 28 36 2 11
3 1 4 10 20 35 56 84 120 3 1 2 1
4 1 5 15 35 70 126 210 330 4 1 3 3 1
5 5 1 4 6 4 1
6 6 1 510 10 5 1
7 7 1 6 15 20 15 6 1
8
9
10
Ejercicio 3.12. Sea t = (t1,.. ., t;) € N¥. Para n € N encuentre el niimero de soluciones enteras del sistema
k
ij =n, x;>t.Vielk].
j=1
Ejercicio 3.13. Llame g(n, k) a la cantidad obtenida en el ejercicio anterior para ¢t = (2,2, ..., 2). Pruebe que
Z Q(Tl, k) = fn—l-
k>0

La igualdad anterior se puede interpretar como que el nimero de composiciones de n en partes de tamafio al
menos 2 es f,_1. Pruebe este ultimo hecho combinatorialmente.
Indicacidn: Estudie la palabra binaria débil de cada composicién contada.

Ejercicio 3.14. Pruebe combinatorialmente que f,+1 cuenta el niimero de palabras en {0, 1} de largo n que
no tiene a 00 como subpalabra. Compruebe nuevamente el resultado demostrando que este conjunto satisface
la recurrencia que define a f;,.

Ejercicio 3.15. Pruebe combinatorialmente que f;1; cuenta el nimero de formas de cubrir un tablero de
2 X n con n dominds que pueden ser ubicados horizontalmente o verticalmente.

Ejercicio 3.16. Pruebe que
fn = {x € COM(n, k): k € N,x1, x5, ..., x; todos impares}|.

probando que el cardinal del conjunto de la derecha satisface la misma recurrencia que los nimeros de Fibo-
nacci.
¢Puede encontrar una demostracion combinatorial?
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Ejercicio 3.17. Pruebe combinatorialmente que

Z Z (araz - - ax) = fon.

k aeCOM(n,k)

Indicacién: Puede comenzar pensando que la suma de la izquierda equivale al nimero de maneras de parti-
cionar el rectangulo de 1 X n casilleros en rectangulos de cualquier tamafio y luego marcar en cada rectangulo
un casillero.

Ejercicio 3.18. Sea n € N. Calcule (en funcién de cantidades ya definidas) el nimero de soluciones enteras
x del sistema

Z]xj <nx; 0.
jz2

Ejercicio 3.19. Muestre que la siguiente recurrencia define a (px(n))n. k>0
Vn>k>1: pr(n)=pr(n—k)+pr_1(n—1).
con valores de borde, py(0) = 1; px(0) = po(n) = 0 paran,k > 1,y px(n) =0paran < 0ok < 0.

Ejercicio 3.20. Use la recurrencia del ejercicio anterior para llenar 3 filas adicionales de la siguiente tabla
(no escriba los ceros)

k .
pk(n) |0 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11| p(n)
noO|1l 1
1 1 1
2 11 2
3 1 11 3
4 1 211 5
5 1 2 2 11 7
6 1 33 211 11
7 1 3 43 211 15
8 1 4553211 22
9
10
11

Ejercicio 3.21. Pruebe combinatorialmente que para n,k € N,

k
pe(n+k) = > pi(n).
i=0

Ejercicio 3.22. Pruebe combinatorialmente que el numero de particiones de n en a lo mas a partes y con

parte mas grande de tamafio a lo mas b es igual a (azb). Indicacién: Estudie el diagrama de Young asociado.

Ejercicio 3.23. Pruebe combinatorialmente que para n,m € N*,

pn(zn) = P(n)’
Pnm(nm + n) = p(n).
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Ejercicio 3.24. Pruebe combinatorialmente que para n,m > 1,

fm+n = fmfn + fm—lfn—1~

Ejercicio 3.25. Para n, k € N, llame D(n, k) al conjunto que contiene todas las particiones (cubrimientos) de
un rectangulo de 1 X n en piezas de tamafios en {1 X1,1X2,...,1 X k}. Ademds, llame d(n, k) = |D(n, k)| y
extienda a valores negativos con 0. Pruebe que d(n, k) satisface las recurrencias:

0, sin<0o0k<0
Vn, ke Z, dnk)=11, sin=0
Zle din—j.k), sinx1

0, sin<0ok<0Oo(m>0=k)
VnkeZ, dnk) =11, sin=0
d(n,k—1)+Z;?:_(§Cd(j,k)d(n—k—j,k—1), sin>1

Indicacién: Note que el caso k = 2 corresponde a las composiciones de Fibonacci. Recuerde como se prueban
las identidades analogas en ese caso.
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Capitulo 4

Anagramas. Particiones de conjuntos.
Distribucion de pelotas en cajas

4.1. Anagramas

En esta seccion estudiamos cudntas palabras se pueden obtener al permutar las letras de una palabra dada.

Definicion 4.1. Sea w € A" una palabra. Denotamos por |w/| al largo de w, es decir, el tnico valor k tal que
w € AF. Para a € A, denotamos Pos(w, a) = w™!(a) = {j € [|w|]: w; = a} al conjunto de posiciones j en las
que w; = a, y denotamos por |w|, = | Pos(w, a)| al niimero de veces que a aparece en w. Llamamos Sop(w) a
su alfabeto soporte, es decir a los simbolos a de A, con |w|, > 1.

Definicion 4.2. Sea w € A*. Llamamos anagrama (0 permutacién) de w a toda palabra w’ que se puede
obtener de w al permutar sus letras, y usamos Per(w) para denotar al conjunto de todas las permutaciones de
w. Es decir

Per(w) = {v € A™: |v|, = |w|, Va € A}.

Observacion 4.3. Si w tiene todos sus simbolos distintos, entonces Per(w) = ord(Sop(w)), y luego | Per(w)| =
[w!.

En general, no es dificil notar que el nimero de anagramas de una palabra depende exclusivamente de la
composicion que codifica cuantas repeticiones de cada letra posee la palabra.

Definicion 4.4. Si ¢ = (a1, oo, . . ., &) es una composiciéon débil de n € N, definimos
a n
(Z ) = ( ) := | Per(1912%% .. . k%F)|
a a, d, ..., Ok
Proposicién 4.5. Para toda palabra w € A,
|l |wl!
| Per(w)| = ( =
(Iwla)aea [Tacalwla!

En particular,
(1 +ag + -+ + ag)!

oqlog! - o

| Per(1%1292 - . . k)| = (n)
04

. . 5 _ 5 _ 120 _ . . so .
Ejemplo 4.6. La palabra papas tiene (2’2’1) = s = 3 = 30 anagramas listados a continuacion:
AAPPS, APAPS, APPAS, APPSA, PAAPS, PAPAS, PAPSA, PPAAS, PPASA, PPSAA,

AAPSP, APASP, APSAP, APSPA, PAASP, PASAP, PASPA, PSAAP, PSAPA, PSPAA,

AASPP, ASAPP, ASPAP, ASPPA, SAAPP, SAPAP, SAPPA, SPAAP, SPAPA, SPPAA.
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Daremos dos demostraciones de la proposicién 4.5. Una por induccién y una combinatorial.

Demostracién de la proposicion 4.5.

(Demostracién por induccion en el tamarfio del alfabeto) Para |A| < 1, Per(w) = {w}y1 = % = %, por lo
que hay igualdad. Supongamos que |A| > 2. Sea a un simbolo cualquiera de Ay sea B = A\ {a}. Para una
palabra v € Per(w), llamemos v \ @ € B* a la subpalabra de v obtenida al borrar las apariciones de a. Por
ejemplo, para v = 1323221331, v \ 3 = 122211, Pos(v, 3) = {2, 4, 8,9}. La asignacién v — (v \ @, Pos(v)) es

w
una biyeccion entre Per(w) y Per(w \ @) X ([|| l]). Usando principio del producto e induccién tenemos que
a
___lw\al lwl) _ _Iw\al! lwit —_wl!
|Per(w)| = — = : . = :
[Tacplw\ala! \lwla) Tlacslwla! |w\alllwla! Ilacalwla!

(Demostracion combinatorial).
Reemplacemos cada letra a de w por un par (a, t) donde t es el natural que representa el nimero de veces
que a ha aparecido hasta entonces.

Por ejemplo, siw = 1323221331, formamos la palabraw = (1, 1)(3, 1)(2, 1)(3, 2)(2, 2)(2, 3)(1, 2)(3, 3)(3, 4)(1, 3).
Note que w es una palabra del mismo largo con todos sus simbolos distintos. Contemos indirectamente Per(w),
estudiando Per(w). Para esto considere la funcién

¢: Per(w) — Per(w) X l_[ ord([|wlq])
acA

dada por
@((v1, i1)(v2,i2) =+ (Vs fw)) = (0, (Sa)aeca)

donde v = v1v; ... v}y, yparacadaa € A, s, es la subpalabra de iyi5 . . . i}, obtenida al quedarse solo con los
ij tales que v; = a. Por construccidn, |s,| = [v|, = |w|, y ademds, s, es un ordenamiento de {1,2, ..., |w|.}.
Siguiendo el ejemplo anterior, para el anagrama

x=(1,2)(2,1)(3,1)(2,3)(3,4)(1,3)(1,1)(3,2)(2,2)(3,3)
de w se tiene que @(x) = (v, (Sa)qe[3]) CON
v =1232311323,s57 = 231,55 = 132,53 = 1423.
La funcién ¢ recién definida es biyectiva, lo que prueba que

lw|! = | Per(w)| = |Per(w)| - [ [Iwla! O
acA

Observacion 4.7. Es directo notar que para a,b € N,

a+b\ (a+b\ (a+b
al \\ b ) \ab)
Aplicacion a caminos crecientes multidimensionales
Za) — (a1+~-~+ad).

Teorema 4.8. El niimero de caminos crecientes del punto 0 € Z¢ al punto a € Z¢ es ( A

Demostracién. Usando la codificacién natural de un camino creciente como palabra en [d], se tiene que P llega
al punto a € Z% siy solo si su palabra asociada en [d]* es un anagrama de 1412% . . . d"d, |
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4.2. Particiones de un conjunto

Definicion 4.9. Una secuencia (A, .. ., Ar) de conjuntos no vacios y disjuntos par a par tal que Uf:l A=A
se conoce como particién ordenada de A. Las partes de una particion ordenada se conocen como bloques.

Las particiones ordenada son el andlogo de las composiciones pero para conjuntos, en vez de enteros.

Definicion 4.10. A cada particién ordenada IT = (A1, ..., Ar) de A en k bloques le asociamos la composicién
x! de |A| en k partes que satisface xln = |A;|, parai € [k].

Proposicion 4.11. Sea ¢ = (cy, . . ., ¢k ) una composicion de [n]. El niumero de particiones ordenadas (A1, . . ., Ag)
de [n] asociadas a la composicion c es igual a
n
Cly ... C)

Demostracién. Basta notar que cada particion ordenada descrita se puede codificar de manera tinica como una
permutacién w de la palabra 1122 - - - k°, donde w; € [k] representa el dnico indice tal que j € A,,,. O

Ejemplo 4.12. Hay exactamente (1 A}14 2) = 2};2 = 34650 formas de separar un equipo de ftitbol en un

arquero, cuatro defensas, 4 mediocampistas y 2 delanteros.

Ejemplo 4.13. Las particiones ordenadas del conjunto {a, b, c,d} (en la tabla se eliminan las llaves para
alivianar notacion)

Composicién | Cantidad Particiéon ordenada
(4) (=1 (abed)
3,1) (3‘}1) =4 (abe, d); (abd, ¢); (acd, b); (bed, a)
(1,3) (1"‘3) =4 (d, abc); (c, abd); (b, acd); (a, bed)
(2,2) (2‘}2) =6 (ab, cd); (ac, bd); (ad, be); (be, ad); (bd, ac); (cd, ab)
(2,1,1) (511) =12 | (ab,c,d); (ab,d, c); (ac, b, d); (ac, d, b); (ad, b, c); (ad, c, b)
(be, a,d); (be, d, a); (bd, a, c); (bd, ¢, a); (cd, a, b); (cd, b, a)
(1,2,1) (151) =12 | (c.ab,d); (d, ab, c); (b, ac, d); (d, ac, b); (b, ad, c); (c, ad, b)
(a, bc,d); (d, be, a); (a, bd, c); (c, bd, a); (a, cd, b); (b, cd, a)
(1,1,2) (112) =12 | (c.d,ab); (d,c, ab); (b,d, ac); (d, b, ac); (b, ¢, ad); (c, b, ad)
(a,d, be); (d, a, be); (a, ¢, bd); (¢, a, bd); (a, b, cd); (b, a, cd)
(1’ 1’ 1’ 1) (1,]4,1.1,1) =24 (a’ b’ c, d); (a’ ba d’ C)) (aa ¢, b’ d); (a’ ¢, d9 b); (a’ d’ b’ C), (a’ d9 ¢ b)
(b, a,c,d); (b, a,d,c); (b, c,a,d);(b,c,d,a); (b,d,a,c); (b,d,c,a);
(c,a,b,d);(c,a,d,b);(c,b,a d);(c,b,d,a); (c,d, a,b); (c,d, b, a);
(d,a,b,c);(d,a,c,b);(d,b,a,c);(d,b,c a)(dc,ab)dcb,a)

Definicion 4.14. Un conjunto {Aj,...,Ax} formado por conjuntos no vacios y disjuntos par a par tal que
Ule A; = A se conoce como particién (no ordenada) de A.

Las particiones de A son el analogo de las particiones de enteros, pero para conjuntos.

Definicidn 4.15. A cada particién no ordenada P = {A1, ..., Ax} de A en k bloques le asociamos la particién
(entera) x de |A| que codifica los tamafios (ordenados de mayor a menor) de los bloques de P. Ademas, si m;
denota el nimero de bloques de tamafio i en P, es decir, (m;);cn es el vector de multiplicidades de x, diremos
que P tiene tipo m = (m;);en.
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Proposicion 4.16. Sea a = (ay, . . ., ax) una particiéon de ny sea m = (m;);en su vector de multiplicidades, es
decir, m; es el niimero de veces que aparece i en a. El nimero de particiones de [n] de tipo m (0 equivalentemente,
el numero de particiones de [n] asociadas a la particién a) es

n 1
air,...,ax)my!---my!’

Demostracién. Hay ( formas de elegir una particién ordenada de [n], (es decir, la parte i tiene a;
elementos). Sin embargo si reordenamos las partes que tienen el mismo tamafio obtenemos la misma particion
de [n]. O

Ejemplo 4.17. Hay exactamente (2 292 s)ﬁ = % = 1260 formas de dividir un grupo de 9 personas en

3 grupos de trabajos de tamafio 2 y un grupo de trabajo de tamafio 3, donde los grupos de trabajo son no
etiquetados.

Estudiemos un poco maés las particiones.

Definicion 4.18. Denotemos por P (n, k) al conjunto de todas las particiones no ordenadas de [n] en k bloques
no vacios.

Definicion 4.19. Numeros de Stirling del segundo tipo. Los valores S(n, k) = |£(n, k)| se conocen como
ntimeros de Stirling del segundo tipo®.

Calcular estos nimeros no es una tarea directa. Algunos casos son simples pero tendremos que esperar un
poco para obtener una respuesta mas satisfactoria.

Observacion 4.20. Se cumple que:

1. Paratodon € N, S(n,n) = 1.
2. Paran,k > 0, S(n,0) = S(0,k) = 0.
3. Paratodo k > n, S(n, k) = 0.
4. Paratodon > 1, S(n,n—1) = (3).

Proposicién 4.21. Los niimeros ( S(n,k) ), x>0 estdn definidos por la siguiente recurrencia:
Vk,n>1: S(n,k) =kS(n—-1,k)+S(n—1,k-1).
con valores de borde, S(0,0) = 1, S(n,0) = S(0,k) = 0 para n, k > 1.

Demostracién. Sea A el conjunto de las particiones de #(n, k) donde {n} es un bloque en si mismo y B =
P(n, k) \ A. Claramente A estd en biyeccién con P(n — 1,k — 1) (borrando el bloque {n}). Ademas, hay una
funcioén k a 1 desde B hasta (n — 1, k) (dada por la operacién “borrar n de su bloque”). O

La siguiente propiedad relaciona las particiones no ordenadas con las particiones ordenadas
Proposicidn 4.22. El nimero de particiones ordenadas de [n] en k bloques es k!S(n, k).

Demostracién. Cada particién ordenada de [n] en k bloques se obtiene tomando una particién (normal) en
P(n, k) y luego ordenando las k partes. O

En particular, concluimos la siguiente importante propiedad:

Esta cantidad también se denota en algunos libros como {Z}
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Proposicion 4.23. Para A, B conjuntos llamamos Sobre(A,B) = {f: A — B: f sobreyectivas}. El niimero de
funciones sobreyectivas de [n] — [k] es |Sobre([n], [k])| = k!S(n, k).

Demostracion. Cada funcién f sobreyectiva se puede ver como (f~1(1),..., f1(k)) que es una particién or-
denada de [n] en k bloques. O

Discutamos un poco mas las particiones de [n].

Definicion 4.24. Llamamos B(n) al numero total de particiones de [n]. Los nimeros (B(n)),en Se conocen
como numeros de Bell

Tenemos B(0) = 1y B(n) = X7_, S(n, k). La siguiente proposicién nos da otra recurrencia para calcular
B(n).

Proposicion 4.25. Los numeros B(n),>o estdn definidos por la siguiente recurrencia:

Vn>1: B(n)= j (” . 1)B(k).

k=0
con valor de borde B(0) = 1.

Demostracién. Para II particién de [n] llamemos ¢(I1) al bloque que contiene a n.

B(n) = |{II: particién de [n]}

= nz_i Z [{I1: particién de [n], p(I1) = AU {n}}|

k=0 Ag(l"};”)
n—1 n-1 n—1 n-1 n-—1

DS B(|[n—1]\A|):Z( )B(n—l—k):Z( )B(k). o
k=0 Ag(l";”) k=0 k k=0 k

Proposicién 4.26. El nimero de relaciones de equivalencia distintas que se pueden definir en un conjunto de n
elementos es igual al nimero de Bell B(n).

Demostracién. Cada relacién de equivalencia ~ en [n] esta univocamente codificada por su particién en clases
de equivalencia [n]/~. O

Definicion 4.27. Llamamos T(n) al nimero total de particiones ordenadas de [n]. Los nimeros (T(n)),cn Se
conocen como numeros ordenados de Bell o nimeros de Fubini.

Tenemos T(0) = 1y T(n) = X}_, k!S(n, k). La siguiente proposicién nos da otra recurrencia para T(n).

Proposicion 4.28. Los numeros de Fubini T(n),>o estdn definidos por la siguiente recurrencia:

no(n n-1 n
Vn>1: T(n) = kz;{ (k)T(n— k) = kzzo (k)T(k).
con valor de borde T(0) = 1.
Demostracion. Ejercicio 4.5 |

Definicién 4.29. Un preorden total < es una relacion refleja, transitiva y total (es decir, es muy similar a un
orden total pero se permiten distintos tales que a < by b < a). Por ejemplo, las posiciones relativas en una
carrera permitiendo empates en cualquier posicion es un preorden total.
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Proposicion 4.30. El niimero de preordenes totales en [n] es igual al niimero de Fubini T(n).

Demostracién. Es facil ver que los preordenes totales de [n] estdn en biyeccidn con las particiones ordenadas
de [n] (especificamente, si definimosa ~b <= a < b A b < a, entonces ~ es una relaciéon de equivalencia,
cuyas clases son los bloques de la particién buscada. El orden de los bloques se obtiene eligiendo cualquier
representante de cada clase y usando el orden inducido por < en los elementos escogidos. O

Ejemplo 4.31. Formas de barajar un mazo.
Considere un mazo [n] de n cartas inicialmente ordenado. Repita el siguiente proceso ¢t veces:

= Tome la primera carta del mazo y ubiquela en una posicién elegida uniformemente al azar.

Demuestre que la probabilidad que el mazo resultante quede ordenado es % Z}l:o S(t, j), en particular,
que la probabilidad de tener el mazo ordenado después de n pasos es B(n)/n".

Para entender un poco el ejemplo, codifiquemos los experimentos al revés del siguiente modo. Pensemos
que el tiempo va hacia atrds y que partimos del mazo ordenado. En cada jugada tomamos una carta al azar
del mazo y la ubicamos al principio. Llamemos s; al valor de la carta que es movida hacia el principio en el
j-ésimo paso. Es claro que el vector s = (s;);¢[¢] codifica todo el proceso. Por ejemplo, sin = 4ys =(2,1,2,3)
entonces la secuencia de mazos es la siguiente

1234 mazo ordenado

2134 s =2
1234 s, =1
2134 s3=2
3214 s, =3

Cada secuencia s define naturalmente una particién ¢(s) de [¢] tomando como bloques (sin etiquetar)
los conjuntos de indices donde se mueve cada carta. Por ejemplo, tanto (2, 1, 2, 3) como (3, 1, 3, 2) definen la
particion {1, 3}, {2}, {4} (pues las posiciones {1, 3} contienen el mismo niimero, etc.). La secuencia (4, 4, 4, 4)
define la particion {1, 2, 3, 4}, etc. Si llamamos P (¢, < n) al conjunto de particiones de [¢] en a lo més n partes,
la funcién ¢ manda secuencias de [n]’ en particiones en P(t, < n) pero no de manera inyectiva.

Veamos que si restringimos esta funcion a aquellas secuencias que dejan el mazo ordenado, entonces la
funcién es biyectiva. Es decir |{Secuencias de largo t que dejan el mazo ordenado}| = |P(t, < n)|.

En efecto, tomemos una particién no ordenada Q de [¢] en a lo mas n partes. Veamos que tiene una sola
preimagen s = s(Q) que deja el mazo ordenado. Notamos que la tltima carta levantada (la t-ésima) debe ser
un 1. En particular la parte Q; de Q que contiene a ¢ debe provenir de un 1. Luego, s(Q) debe contener un
numero 1 en todos los indices de Q7. Prosigamos. La ultima carta levantada que no esta en Q; debié haber
sido un 2. De aqui se deduce que la parte O, que contiene al mayor indice que no esta en Q; debe provenir
de un 2. Por lo tanto, s(Q) debe contener un 2 en los indices de Q5. Sucesivamente notamos que la tltima
carta levantada que no esta en Ule Q; debe ser un k + 1, por lo que podemos definir Qx,; como la parte que
contiene al mayor indice que no estd en Ule Q;. Una vez que todas las partes estén etiquetadas, concluimos
que la secuencia s(Q) que contiene i en los indices de Q; es la tinica secuencia s que ordena el mazo tal que
o(s) = Q.

Por ejemplo, para la particion Q = {1,3,5},{2,7}, {4}, {8}, {6}. Q1 = {8}, Q2 = {2,7}, O3 = {6},
Q4 ={1,3,5}, Qs = {4}. Luego, s(Q) = (4,2,4, 5,4, 3,2,1), cuya secuencia de mazos asociada es:

12345678 — 41235678 — 24135678 — 42135678 — 54213678 — 45213678 — 34521678 — 23451678 — 12345678
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Concluimos que el nimero de secuencias de largo t que ordenan el mazo es igual a |P(t,< n)| =
o S(t, i), y en particular la probabilidad de que una secuencia al azar de largo n ordene el mazo es B(n)/n".

4.3. Las doce formas de distribuir pelotas en cajas.

Queremos estudiar las maneras de repartir a pelotas en b cajas. Lo que hace el problema interesante es si las
pelotas son todas iguales o no (distinguibles o indistinguibles), si las cajas son distinguibles o indistinguibles, y
si imponemos alguna condicién sobre la asignacion. Las tres condiciones mds interesantes son si la asignacion
es libre (irrestricta), sobreyectiva (en cada caja hay al menos una pelota) o inyectiva (en cada caja hay a lo
mas una pelota).

En el fondo, lo que estamos haciendo es contando funciones de un conjunto A de a pelotas en un con-
junto B de b cajas. Con lo que llevamos del curso podemos llenar la siguiente tabla (llamada habitualmente

twelvefold way). El formalismo detras de la distinguibilidad queda como descrito en los ejercicios.

Elementos de A | Elementos de B o . .
. Arbitrarias Inyectivas Sobreyectivas
(pelotas) (cajas)
distinguibles distinguibles |BA| = b |B4| = b2 |Sobre(A, B)| = S(a, b)b!
b
distinguibles iguales Z S(a, k) [a < b] S(a, b)
k
: o b b b
iguales distinguibles wcom(a, b) = com(a, b) =
a a a-b
b
iguales iguales Z pr(a) [a <] pr(a)
k
La tabla se simplificasia = b = n.
Elementos de A | Elementos de B o Inyectivas = Sobreyectivas
. Arbitrarias . .
(pelotas) (cajas) Biyectivas
distinguibles distinguibles n" n!
distinguibles iguales B(n) 1
2n—-1
iguales distinguibles ( " ) = (( )) 1
n
iguales iguales p(n) 1

4.4. Ejercicios

Ejercicio 4.1. Vuelva a hacer la demostracion de la Proposicion 4.5, pero ahora hdgalo por sobreconteo. Es

decir, estudiando una relacién bipartita entre Per(w) y los ordenamientos de |w| simbolos distintos.
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Ejercicio 4.2. Para cada una de las siguientes posiciones de un tablero de ajedrez, calcule la cantidad de
formas distintas de llevar los 8 peones blancos hasta la fila superior del tablero asumiendo que en cada jugada
solo podemos mover un pedn blanco una casilla hacia arriba.

Ejercicio 4.3. Pruebe combinatorialmente que

n
n = .
a€WCOM(n,d) \41> - - -» 4d

Ejercicio 4.4. Sea (ny,...,n;) € WCOM(n). Demuestre que:

R o 0 e R

Ejercicio 4.5. Pruebe la Proposicién 4.28.

Ejercicio 4.6. Reescribamos la recurrencia de Pascal para coeficientes binomiales como sigue. Sin = a + b,

con a, b > 1 entonces
n n—1 n-—1
= + .
(a, b) (a -1, b) (a, b— 1)

Demuestre algebraica y combinatorialmente la siguiente generalizacién multinomial. Si a € COM(n, k) enton-

ces:
n n—1 n—1 n—1
= + + .0+ .
ai,as, ..., ai a;—1,ao,...,a; a,ax—1,...,ax a,as,...,ar —1

Ejercicio 4.7. Division equitativa distinguible. ¢ De cuantas formas se pueden dividir 40 personas en 5 equipos
de 8 personas (los equipos estan etiquetados)? En general, ¢de cudntas formas se pueden dividir kn personas
distinguibles en k equipos etiquetados de n personas?

Ejercicio 4.8. Divisién equitativa indistinguible. ¢{De cudntas formas se pueden dividir 40 personas en 5
equipos de 8 personas (donde los equipos son indistinguibles)? En general, ¢de cudntas formas se pueden
dividir kn personas distinguibles en k equipos indistinguibles de n personas?

Ejercicio 4.9. Demuestre combinatorialmente que:
n
S(n,n—-1) = ( )

S(n,n—2) = (g) + B(Z)

N
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Ejercicio 4.10. Pruebe combinatorialmente que

KIS k)= > (al.fl. ak)

a€COM(n, k)

Ejercicio 4.11. Encuentre el nimero de formas de distribuir n pelotas (iguales / distinguibles) en un niimero
arbitrario de cajas (idénticas / distinguibles) de manera sobreyectiva (es decir, no hay cajas vacias).

Su solucién para los 4 casos de distinguibilidad, excepto probablemente en un caso, no debe contener
signos de sumatoria (intente dar una demostracién combinatorial directa de su resultado final para los casos
sin suma).

Ejercicio 4.12. Encuentre el nimero de formas de distribuir un niimero arbitrario de pelotas (iguales / dis-
tinguibles) en k cajas (idénticas / distinguibles) de manera inyectiva (es decir, no hay cajas con dos o mas
pelotas). Su solucién para los 4 casos de distinguibilidad, excepto probablemente en un caso, no debe conte-
ner signos de sumatoria (intente dar una demostraciéon combinatorial directa de su resultado final para los
casos sin suma).

Ejercicio 4.13. Llame para este ejercicio sobre(n, k) como el cardinal de |Sobre([n], [k])| o equivalentemente,
el tamafio del conjunto de todas las particiones ordenadas de [n] en [k] bloques.
Pruebe combinatorialmente que la siguiente recurrencia define a sobre(n, k), k)>0:

Vn,k > 1: sobre(n, k) = k - sobre(n — 1, k) + k - sobre(n — 1,k — 1),
con valores de borde sobre(0, 0) = 1, y sobre(n, 0) = sobre(0,k) = O para n, k > 1.

Ejercicio 4.14. Use la recurrencia del ejercicio 4.21 y la del ejercicio anterior para llenar 3 filas adicionales
de la siguiente tabla (no escriba los ceros)

k k
S(n,k)|]0 1 2 3 4 5 6 7 8 sobre(n,k) |0 1 2 3 4 5 6 7 8
nO|1 nO|1l
1 1 1 1
2 1 1 2 1 2
3 1 3 1 3 1 6 6
4 1 7 6 1 4 1 14 36 24
5 1 15 25 10 1 5 1 30 150 240 120
6 6
7 7
8 8

Ejercicio 4.15. Use las tablas del ejercicio anterior o las recurrencias para los nimeros de Fubini y Bell para
llenar 5 columnas adicionales de la siguiente tabla.

n|001 2 3 4 56789.
T(n)[1 1 3 13 75
Bn)|1 1 2 5 15

Ejercicio 4.16. Anteriormente argumentamos que hay exactamente k! formas de obtener una particién orde-
nada de [n] en k partes, a partir de una particiéon no ordenada en P (n, k) de lo que se dedujo que sobre(n, k) =
k'S(n, k).
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¢Por qué el mismo argumento no funciona para particiones de enteros? En otras palabras {Por qué el
numero de composiciones (particiones ordenadas) de n en k partes, com(n, k) no es necesariamente igual a
k! veces el nimero de particiones de n en k partes, pi(n)?

En particular, argumente combinatorialmente que com(n, k) < k!pi(n) pero que la igualdad no se tiene
necesariamente.

Ejercicio 4.17. Definamos el analogo de composiciones débiles para conjuntos. Una k-particiéon ordenada
débil de [n] es una tupla (A4, . .., Ax) € P([n])* que verifica A; NAj=0paratodoi # j,y U;'C=1 A; = [n].En
otras palabras, es similar a una particién ordenada, pero permitimos partes vacias.

Encuentre el nimero de k-particiones débiles de [n].

Ejercicio 4.18. En este ejercicio deseamos formalizar un poco mas los conceptos de indistinguibilidad basado
en la siguiente pregunta ¢Como repartimos pelotas de colores en cajas de colores? Tanto para pelotas como
para cajas, los colores se pueden repetir, y ademas, lo tinico que puede diferenciar un objeto de otro es su
color.

Formalmente, un conjunto coloreado de tamarfio n y s colores es una particion IT = {A1, ..., As} € P(n,s).
El conjunto A; consiste de aquellos elementos de [n] de color i. En principio no nos interesan los nombres de
los elementos (en [n]) ni el nombre de sus colores (en [s]), solo nos interesa distinguir colores distintos, asi
que nos basta trabajar con la particiéon entera x de n asociada.
presenta la particién de pelotas, entonces éstas son totalmente distinguibles si y solo si x es la particién
(1) :=(1,1,...,1) + n, y son totalmente indistinguibles si x = (n) + n.

Sea Il = {A;}ie[s) un conjunto coloreado de pelotas representado por la particién entera A + ny Q =
{Bj}je[] un conjunto coloreado de cajas representado por la particién entera y + m. Decimos que dos fun-
ciones f,g: [n] — [m] son equivalentes bajo color si existe una permutacién : [n] — [n] que fija las clases
de colores de [n] (es decir, 7(A;) = A; para i € [s]), y una permutacion «: [m] — [m] que fija las clases de
colores de [m] (es decir w(B;) = B;) tal que g = w o f o . En este caso escribimos f ~ ¢g. Las asignaciones
coloreadas de pelotas en cajas son entonces clases de equivalencias bajo la relacién ~ (es decir, el nimero de
asignaciones coloreadas es |[m]™/~ |.)

Llame Arb(A, p), Iny(A, ), Sobre(4, i) al nimero de asignaciones coloreadas arbitrarias, inyectivas o so-
breyectivas de pelotas en cajas cuyas particiones enteras son respectivamente Ay p.

En esta seccién ya estudiamos como calcular estos pardmetros, para todo (A, ) en

{(@™, @™); (@™, (m)); ((m), @™); ((n), (m)) }

Veamos un par de casos diferentes (continuaremos este ejercicio mas adelante, cuando visitemos el prin-
cipio de inclusién-exclusién)

1. Pruebe que para todo A + n,
m = m
Ab(4,(1™) =11 (( 5 ))
k=1 \"'k

Esto corresponde al nimero de repartir A, pelotas de color 1, A, pelotas de color 2, y asi sucesivamente
en m cajas distintas.
2. Pruebe que para todo A + n en s partes

Inyu,(lm)):[[nSm]](m m A)

—n,/ll,...
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3. Pruebe que para todo p + m,

Sobre((1"), ) = S(n, m)(’:)

Verifique que las férmulas son correctas al reemplazar A por los casos conocidos (1") y (n); y y por los
casos conocidos (1™) y (m).
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Capitulo 5

Contar y descontar: El principio de
Inclusion-Exclusion

El principio de Inclusién-Exclusion es una extensidn del principio de la suma aplicado a conjuntos que no
son necesariamente disjuntos.
Antes de comenzar demostremos el siguiente lema de manera combinatorial. Para n € N:

Lema 5.1.

> (?)(—1)1' =[n=0]

J

Demostracion. Sin = 0 el lado izquierdo es igual a (8) que vale 1. Sin > 1, la igualdad es

)y ('?)(—1)]‘ - (’?)(—1)1'
Jj impar J j par J

que equivale a
I{A C [n] | |Al impar}|| = [{A C [n] | |A]| par}||

Encontrar una biyeccién entre ambas familias de conjuntos no es muy dificil pero toma tiempo imaginar una.
Por ejemplo, si n es impar, la biyeccién A — [n] \ A funciona. Pero dicha biyeccién no sirve para n par. Pero
hay una biyeccién (de hecho una involucién) que sirve para n general: elegir un elemento j cualquiera de [n],
por ejemplo j = 1 y usar la biyeccién A — AA{j}.

De hecho, podemos tomar cualquier X C [n] con |X| impar y usar la biyecciéon A — AAX. (recordemos
que de un corolario anterior, |AAX| = |A| + |X| — 2|AAX]|, por lo cual |AAX]| — |A| = |X| mdd 2). O

5.1. PIE y generalizaciones.

En lo que sigue sea n > 1 y sean Ay, ..., A, una secuencia de conjuntos no necesariamente finitos. Para
todo I C [n], llamemos A; al conjunto (N;¢; A;, donde interpretamos Ay como UT; A;.

Teorema 5.2 (Principio de Inclusién-Exclusién. Versidn Indicatriz). Para todo elemento x,

ST x e A =0 (5.1)

I1C[n]

Demostracion. Hay muchas formas de probar este teorema. Nosotros usaremos el lema 5.1. Sea x elemento
cualquiera. Si x ¢ Ay entonces el lado izquierdo es 0 y la igualdad se tiene, asi que supongamos que x € Ay.
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Sea I(x) = {i € [n]: x € A;} # 0 los indices de los conjuntos que contienen a x. Note que para todo I C [n],
x €A & (xe€A;,Viel) < ICI(x).Con esto tenemos que la expresion de la izquierda es:

L H(x)] L H(x)] (1))
2 cIr= 3 > D= Z(—l)]( ; ):o.

IC[n] Jj=0 Ie(I(]?C)) j=0
donde la tltima igualdad sale del lema 5.1, pues |I(x)| > 1. m]

Las siguientes proposiciones son corolarios inmediatos del PIE versién indicatriz.

Proposicion 5.3. [PIE Estdndar] Si los conjuntos Ay, . .., A, son todos finitos, entonces:
n
Jail= >, D4y
i=1 0£IC[n]
= |A1| + -0+ |An| - |A1 ﬂA2| — = |An—1 ﬂAn| + |A1 NAy ﬂAgl + ...

Demostracién. Como Ay es finito, podemos sumar (5.1) sobre todo x € Ay para obtener:

0= >, -Dixeal= >, DAyl

x€Ap IC[n] I<[n]
Despejando Ay = U}, A; de la expresion anterior se concluye. O
Proposicion 5.4. [PIE para funciones sumables] Sean A1, ..., A, conjuntos finitos y w: X = U?:l A; — G,

donde (G, +) es un grupo abeliano. Para todo Y C X, llame w(Y) = X, cy w(x) donde la suma es la operacién
de G. Entonces:

w(LnJAi)= > DAy,

i=1 0#IC[n]

donde para todo g € G, (—1)g = —g es el inverso de g en G y la suma se interpreta en el grupo G.

Demostracion. Para todo g € Gy n € N podemos definir inductivamente n - g como la suma de g consigo
mismo n veces, y (—n) - g como el inverso de n - g. Con esto tenemos una ponderacién n - g definida para todo
n € Zytodo g € G. Formalmente esta ponderacién transforma G en un Z-modulo. En particular, se tiene
distributividad: paratodog € Gytodo a,b € Z: (a+b)-g=a-g+b-g. donde la suma del lado derecho se
interpreta en G.

En particular, para todo x € X, podemos ponderar (5.1) por w(x) € G y obtener

wix) = 3 ((DMx € Arwio)

IC[n]

0G = ( > EDx € ALl
IC[n]

Donde el signo de suma en la tercera expresién es la operaciéon en G. Sumando (en G) la expresion anterior
sobre todo x € X se obtiene:

06 =3 > (DMlx € Adhweo) = 37 (<D 3 (llx € Arlhweo) = 3 (=1 ().

xeX IC[n] I<[n] xeX IC[n]

Despejando w(Ayp) de la expresion anterior se concluye. |
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Ejemplo 5.5. Considere tres equipos A, B, C de personas, cada persona en el conjunto unién escribe un
numero real distinto de 0 en un sobre. Sabiendo que el producto de los niimeros escritos en:

A es 15
B es 80
C e -10

ANB e -2
BNC es 10

y que la interseccidon A N C es vacia, deduzca el producto total de los numeros escritos por las personas de
A ByC.

Solucién. Basta usar el PIE sobre el grupo multiplicativo (R \ {0}, -), luego todas las sumas se interpretan
como productos (y multiplicar por (-1) como el inverso multiplicativo). Llamemos w(x) al nimero escrito por
x. Como en este grupo el neutro es 1, el producto de un conjunto vacio es 1. Por lo tanto, el producto total de
los nimeros de A, By C es:

_ (IMxea w(x)) (ITxep w(x)) (ITxec w(x))
l_[ w(x) = 1_[ w(x)
x€AUBUC (ITxeanB w(x)) (ITxeanc W(x)) (ITxeBnc w(x)) x€ANBNC
15-80-(-10
= # -1 = 600. o
(=2)-1-(10)
Proposicidn 5.6. [PIE en probabilidad] Sean Ai, . .., A, eventos en un espacio de probabilidad (ii.e., conjuntos
medibles, no son necesariamente finitos!), luego
n
pr(_JA) = >, (-DI"*'pr(Ap).
i=1 0#IC[n]
Demostracion. Basta integrar (5.1) sobre todo x en Ag.
0= >ICD"[xeAldx= > -1 pr(a),
Agp IC[n] Ic[n]
y luego despejar Pr(Agp). O

Veamos algunos ejemplos mas interesantes del uso del Principio de Inclusién y Exclusion (PIE).

Ejercicio resuelto 5.7. Sean p,...,px primos y n € N. Se pide contar el conjunto de elementos de [n] que
no son multiplos de ninguin p;.

Definamos A; como el conjunto de muiltiplos de p; en [n]. Lo pedido es exactamente n — | U;e[x] Akl
Aplicando el PIE tenemos que esto es igual a

DV L e S G et

0+I1C[k] 0+IC[k] [Ticrpi
Por ejemplo si queremos contar los elementos menores que 10000 que no son multiplos de 2, 3 ni 5 obtenemos

10000 — [10000/2] — [ 10000/3] — | 10000/5] + | 10000/6] + [ 10000/10] + [ 10000/15] — [ 10000/30
= 10000 — 5000 — 3333 — 2000 + 1666 + 1000 + 666 — 333 = 2666.
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Un corolario simpatico es que la proporcién f(n; p1, ..., px) de elementos en [n] que no son multiplos de
ningun p; satisface:

_ k
i fipncp =1+ 3 (DI = ST [T 1= (1),

04TCk] [ierpi [y ier Pioicpia i=1 pi

Notemos que si n es suficientemente grande y elegimos un numero i € [n] uniformemente al azar, la
probabilidad de que ese nimero no sea multiplo de p; es esencialmente 1—1/p;. La férmula recién descrita nos
dice que los eventos “no ser multiplo de p;” son esencialmente independientes. Por otro lado, notemos que el
estimado es bastante til incluso para valores relativamente pequefios de n. Por ejemplo lim,,o f(n;2,3,5) =
3-2-2=24=0,2666...

Como se ve del ejemplo anterior, muchas veces lo que deseamos es contar los objetos que NO pertenecen

a la unién de ciertos conjuntos, por lo cual la siguiente versién del P.LE. aparece con frecuencia.

Proposicion 5.8. Sean Ay, ..., A, subconjuntos finitos de un universo E. Entonces

AN nAG =B+ D) (DAL
0+IC[n]

Demostracion. Basta notar que A{ N ---NAj, = (A1 U...A,)° =E\ UL, A;, yusar el P.LE. O
Veamos otra aplicacién del P.I.LE: una férmula exacta para los numeros de Stirling del segundo tipo.

Proposicion 5.9.
k

1 k ] n

S(n, k) = o ; (i)( 1)'(k—1)".

Demostracién. Recordemos que k!S(n, k) es la cantidad de funciones sobreyectivas de [n] a [k]. Llamemos A;

al conjunto de funciones f de [n] a [k] tal que f~!(i) = 0. Con esto k!S(n, k) = k" — |U?=1 A,-!. Al igual que

en el caso anterior llamemos A; = (N;<; A;. En este caso Ay es el conjunto de funciones f: [n] — [k] tal que

ningun elemento de I tiene preimagen. Es decir A; son las funciones de [n] — [k]\ Iy luego |A;| = (k—|I])".
El P.ILE. nos dice que

k!S(n, k) = k" + Z > 1A

i=1 re(lk))
— k" Z (I;)(—l)i(k — i) = Z (I;)(—l)i(k s O
i=1 i=0

5.2. Sumas alternantes. Método de DIE

El método de la involucién con signo, también llamado método DIE! permite probar identidades de la
forma

by = Z(_l)kak
k=0

DIE es un acrénimo para descripcion, involucidn, excepcién. También se conoce como método de la invo-
lucién con signo. La idea general es la siguiente.

1Ver AN ALTERNATE APPROACH TO ALTERNATING SUMS: A METHOD TO DIE FOR, por A.T. Benjamin y J.J. Quinn
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(D) Describir un conjunto D de referencia, cuyos objetos son contados por la suma si ignoramos el signo.
Describir ademds como se calcula el signo de cada objeto. Con esto:

b, = Z signo(x)

xeD

(I) Encontrar una involucién (biyeccién autoinversa) entre los objetos contados positivamente y aquellos
contados negativamente. En otras palabras encontrar un emparejamiento entre objetos positivos y obje-
tos negativos. Si no se puede encontrar esta involucidn, encontrar una que empareje la mayor cantidad
de objetos posibles. Los objetos emparejados no aportan a la suma.

(E) Los objetos no emparejados son excepciones. Estos se cuentan por separado (respetando su signo).

En particular, si llamamos Ex al conjunto de las excepciones, se tiene que

b, = Z signo(x) + Z signo(x)

x€D\Ex x €Ex

= Z signo(x).

x €Ex

Demos un par de ejemplos

Ejemplo 5.10. Calcule:
n
A, = Z(—l)k (n)
k=0 k
A pesar de que el lado derecho es una expresidén conocida es un excelente ejemplo para probar el método:

(D) La cantidad X7 _, (Z) cuenta el conjunto de referencia D = P([n]). El signo de un conjunto X en D es
(-1,

(I) La idea es encontrar una involucién entre conjuntos con cardinal par y aquellos con cardinal impar.
Basta tomar la funcién X + XA{1} como involucién.

(E) La unica excepcion es si 1 ¢ [n]. Es decir, si n = 0. En este caso, la involucién anterior no esta definida.
Cuando n = 0, la suma A vale 1.

Con esto A, = [[n = 0]].

Ejemplo 5.11. Calcule
- k
B(n,m) = S \(-1)F("
=337 (1)

(D) El término (Z) (,I;) cuenta las maneras de elegir algunos (k) elementos de [n] y luego destacar exacta-
mente m de ellos. En otras palabras cuenta los pares ordenados (X,Y) talque ) € X C Y C n, con

|X| = m (su signo depende de la paridad de k := |Y])

(I) Queremos mandar X C Y, a X’ C Y’ donde |Y’| tiene distinta paridad que |Y|. Una forma de hacerlo
es igual que antes tomar (X, Y) — (X, YA{a}) donde a es el elemento mas pequeiio de [n] que no estd
en X.
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(E) La involucién anterior funciona excepto si a no existe. En dicho caso, |X| = n y luego necesitamos que
m = n. Luego, la suma tiene un solo elemento de valor (—1)".

Por lo tanto, B(n,m) = (-1)"*[[n > m > 0].

iEl mismo PIE puede ser visto como una aplicacion del método DIE!

Ejemplo 5.12. Sean Ay, ..., A, conjuntos. Para I C [n], llame A; = N;e; A;, donde Ag = U;e[n) Ar. Calcule

> DAL

I¢[n]

(D) La cantidad 3} gxrc[n]|Ai| trivialmente cuenta el nimero de pares ordenados (I, {a}) donde I es un
subconjunto de [n], y a es un elemento de Ay que satisface a € Aj.

(D) Para (I, {a}), llame j = min{i € [n]: a € A;} el indice del menor conjunto al cual pertenece a. (Sabemos
que a pertenece a todo i € I, pero puede pertenecer a mas). Emparejemos (I, {a}) — (IA{j}, {a}).

(E) La involucion anterior funciona siempre.

Por lo tanto, la suma vale 0.
De alguna manera, el DIE puede servir para descubrir el valor de una suma alternante, mientras que el
PIE sirve para encontrar el cardinal de un conjunto que se obtiene contando y descontando apropiadamente.

5.3. Ejercicios

Ejercicio 5.1.

= Encuentre el nimero de ordenamientos de las 27 letras del alfabeto espafiol que no contienen ninguna
de las 3 palabras uno, dos ni tres como subpalabra (consecutivas).

= Encuentre el nimero de ordenamientos de las 27 letras del alfabeto espafiol que no contienen ninguna
permutacién de las palabras uno, dos ni tres como subpalabra (consecutivas).

Ejercicio 5.2. Sea k € N* y B un multiconjunto de [k]. Recordemos que B se especifica por su funcién de
multiplicidad mg: [k] — N donde Vi € [k], mp(i) es el nimero de veces que i estd en B. Un multiconjunto A
de [k] es submulticonjunto de B si para todo elemento i € [k], ma(i) < mp(i).

1. Calcule el nimero de submulticonjuntos de B como funcién de mg.

2. Argumente que el nuimero de submulticonjuntos de B de tamafio n es igual al niimero de soluciones de
la ecuacion x; + - -+ xx = ncon 0 < x; < mg(i), Vi € [k].

3. Use el PIE para concluir que el niimero de submulticonjuntos de B de tamafo n es igual a

> (=D weom(n — |L| - > mp(i), k)

Lc[k] i€l

donde recordamos que wcom(a, k) = 0sia < —1.
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4. Use la parte anterior para concluir que:

min{k,|n/2]} o _
% e

Ejercicio 5.3. Use el método DIE para calcular para n,m € N
n
> (=1)F com(n, k).
k=0

> (1) weom(n, k).
k=0
20 ()
k=0 k
Ejercicio 5.4. Use el método DIE para calcular para m, n € N, la cantidad

(i)

Ejercicio 5.5. Use el método DIE para calcular para n > 0, la cantidad
- k
Z fk+1(_1) 5
k=1

donde f,, es el n-ésimo numero de Fibonacci.

Ejercicio 5.6. Pruebe, usando el método DIE, que paratodo 0 < k < n,

k
S () 2o
=0 J
y deduzca que para cualquier familia de conjuntos A4, ..., A,:

> (D [x e Af] > 0.

IC[n],|I|<k

De aqui concluya las desigualdades de Bonferroni: para cualquier familia de eventos A1, ..., A, en un espacio
de probabilidad y todo k < n.

Pr

2
A

Z (-1)"*1pr(A)), si k es impar
O+IC[n]:|I|<k

Pr

2
v

>, (1) pr(A)), sik es par
0#IC[n]:|I|<k
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Capitulo 6

Ciclos en permutaciones

En esta seccion estudiaremos un poco mas las permutaciones de [n]. Recordemos que S,, denota al con-
junto de funciones biyectivas de [n] en [n].

Definicion 6.1 (Interpretacién como palabras). Recordemos que las permutaciones de [n] se pueden identi-
ficar con los ordenamientos de [n], es decir, con las palabras en [n]" que tienen todos sus simbolos distintos.
La identificacion es la natural: A la funcién 7 se le asocia la palabra (también llamada 7) con x; = 7(i).

Por ejemplo, la permutacién x tal que
(1) =1,7(2) =4,7(3) =6,7(4) =3, 7(5) =7, 7(6) =2,7(7) =5

se puede anotar como
m = 1463725.

Recordemos que la estructura (S,, o) donde o es la composicién de funciones es un grupo, que paran > 3
no es abeliano. Por ejemplo, si 7 = 231 y 7 = 213, se puede verificar que 7 o7 =321y 7o x = 132.

Definicion 6.2 (Ciclo de una permutacion). Decimos que (a1, da, . .., ar) esun ciclode 7 € S, si 7(a;) = as,
n(az) = as,..., m(ax) = a;. Un punto fijo de 7 es un ciclo de largo 1.

Sea r € S,,. Es facil ver que cada elemento i € [n] pertenece a exactamente un ciclo de . Esta observacién
a su vez permite decir que cada permutacion estd definida mediante sus ciclos. De aqui podemos adoptar la
notacion 1 = C1C, . .. Ci donde los C; son los ciclos de .

La permutacién & = 1463725 que definimos antes, también puede denotarse como

r=(1)2,4,3,6)5,7), ocomo (7,5)(4,3,6,2)(1)
o de cualquier forma permutando el orden de los ciclos o rotando los valores internos de cada ciclo.

Definicion 6.3 (Permutacion ciclica). Una permutacion 7 ciclica (o simplemente un ciclo) es una permutacion
que posee a lo mas un ciclo de largo al menos 2. Es decir, o bien es la identidad, o bien tiene exactamente un
ciclo de largo mayor o igual a 2. Si i es un ciclo, se suele anotar directamente que 7 = (c1, ..., cx) (es decir,
no se anotan los puntos fijos). La excepcién es la identidad que admite varias notaciones. Por ejemplo, para
cualquier i € [n], (i) es la identidad. También se denota por (), por 1 o por id.

Observacién 6.4. Si 7 y 7 son dos ciclos disjuntos, entonces su composicién como funciones conmuta: y
ademas la permutacién resultante contiene exactamente los dos ciclos que definena 7 y a 7.

Recordemos que dos permutaciones son inversas si su composicion es la identidad.
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Lema 6.5. Si 7 = (ay,...,ax) entonces n¥ = id, 7~' = (ak, ax_1,...,a1). En particular podemos calcular

inversas para producto de ciclos disjuntos

t=C1Cy...Co,, = 1 =C{CTE. .. C}
Demostracién. Directo. |
Ejemplo 6.6. Para la permutacién

7 =(1)2,4,3,6)5,7)=(57)0(2,4,3,6),

7t =(7,5)6,3,4,2)
Estudiemos y contemos algunos tipos de permutaciones especiales.

Definicion 6.7 (Trasposicién). Las trasposiciones de S, son los ciclos de largo 2.
Lema 6.8. Hay () trasposiciones en S,.
Definicion 6.9 (Permutaciones Circulares). Las permutaciones circulares de S,, son los ciclos de largo n.

Lema 6.10. Hay (n — 1)! permutaciones circulares en Sy,.

Definicion 6.11 (Desarreglos). Los desarreglos son las permutaciones de S, sin puntos fijos (es decir sin
ciclos de largo 1). En otras palabras, son las permutaciones tal que (i) # i para todo i.

¢Cuantos desarreglos hay en S,? Llamemos D,, a dicha cantidad y calculémosla usando el PIE. Sea Q; =
{x € Su: x; = i}. Entonces lo que queremos contar es | U ; Q7| donde el complemento es respecto a S,,.
Sea Qr = Nier Q;- Luego Qy son las permutaciones que dejan fijas los elementos de [ y dejan libres el resto.
Hay exactamente (n — |I|)! de ellas. Luego, por PIE:

nt+ >, Do

0+IC[n]
n ; (?)(—1)!’(,1 _i= g(—ni’z—:

Corolario 6.12. Si se elige una permutacion al azar 7 en S, entonces la probabilidad que t sea un desarreglo
tiende a Zizo(—l)‘% = e"! ~ 0,3678 a medida que n — co.

Dy

Consideremos ahora el siguiente problema. Sean my, mo, . . ., m, nimeros naturales. ¢De cuantas formas
podemos ubicar n = Zle im; personas en m; mesas redondas para 1 persona, m, mesas redondas para dos
personas, etc.; donde dos configuraciones se consideran iguales si en ambas configuraciones cada persona
tiene el mismo vecino a su derecha y el mismo vecino a la izquierda? En el lenguaje de permutaciones, lo que
estamos preguntando es cuantas permutaciones tienen exactamente c; ciclos de tamarfio i para cada i € [n].

Definicion 6.13. El tipo de una permutaciéon = € S, es el vector (m, ..., m,) donde m; es la cantidad de
ciclos de tamaiio i en . Notar que directamente se tiene que

n
Z im; = n.
i=1

Proposicion 6.14. El niimero de permutaciones de tipo m = (my, ..., my) es

n! 1
myl - my) 1mi2mz ... pmn’
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Demostracién. Daremos dos demostraciones de este hecho. Sea S(m) el conjunto de permutaciones de tipo
m. En la primera demostracion codificamos cada permutaciéon 7 como

”:(*)(*)(*,*)(*,*)(*,’*)(*,,*)’ (6.1)
————

donde los paréntesis codifican los ciclos de . Si reemplazamos los asteriscos por una palabraw € S,, = ([n]),
obtenemos una permutaciéon ¢(w) con el tipo deseado. Sin embargo cada permutacién puede provenir de
varias palabras. De esta forma

Sn = U (P_l(ﬂ')-

reS(m)

Calculemos |¢~!(r)|. Notemos que si permutamos los ciclos de largo i de w entre si obtenemos la misma
permutacién. Esta operacion se puede hacer de m;!my!...m,! maneras. Finalmente, podemos rotar cada
ciclo individual decidiendo quien es su primer elemento (1325) = (3251) = (2513) = (5132). Esto se puede
hacer para cada ciclo de largo i de i maneras. Esto muestra que |¢~ ()| = (mi!my! - - - my!)- 1™2M2 ... p™Mn,

De la féormula arriba se obtiene que n! = (my!my!---my,!) - 1™2™2...n™n . |S(m)|, lo que prueba lo
pedido.

En la segunda demostraciéon notamos que cada permutacion de tipo m se puede obtener seleccionando
primero una particién de [n] de tipo m y luego eligiendo una permutacion circular de cada uno de sus bloques.
Sea a = (a1, ...,ax) la particién de n asociada al vector de multiplicidades m, es decir a; es el tamafio del
bloque maés grande, a, es el siguiente y asi sucesivamente. Lo anterior nos dice que

n 1
|S(m)| =( )ﬁ'(m—l)!“'(ak—l)!
Aly ..., A ) M1l - Mpy!
B n! 1 B n! 1 g
- ml!...mn!al...ak - mll...mn!lmlzmz...nmn‘
Corolario 6.15. 1 ;
1= D
mll...mn!]_mlzmz.-.nmn

meN™: 37 im;=n

Demostracion. Basta notar que el término asociado a m en la suma es exactamente la fraccién de permuta-
ciones de §,, de tipo m. O

Estudiemos un poco mads las permutaciones con un nimero fijo de ciclos.
Definicion 6.16. Sea C(n, k) el conjunto de permutaciones de [n] con k ciclos.

Definicion 6.17. Numeros de Stirling sin signo.
Llamamos [Z] (algunos autores usan c(n, k)) al conjunto de permutaciones en S,, con exactamente k ciclos.

La familia ([Z]) se conoce como numeros de Stirling sin signo.

n,keN

Definicién 6.18. Ntimeros de Stirling del primer tipo. Los valores s(n, k) = (-1)"% [Z] se conocen como
numeros de Stirling del primer tipo.

Al igual que con los numeros de Stirling del segundo tipo, estos niumeros no son necesariamente simples
de calcular.

Observacion 6.19. Se cumple que:

1. Paratodon € N, [Z] =1.
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2. Paran,k >0, ] [2] = 0.
3. Para todo k > n, [ ] =
4. Paratodon > 2, [nf ]
5. Paratodon > 1, [7] =

a3

( - 1)'
La siguiente recurrencia define los niimeros de Stirling sin signo.

Proposicion 6.20. Los nimeros ( [Z] )n.k >0 estdn definidos por la siguiente recurrencia:

n n—1 n—1
Vn,k>1: [k]:(n—l)[ f ]+[k_1]

con valores de borde, [8] =1, [g] = [2] =O0parank > 1.

Demostracién. Sea A el conjunto de de permutaciones en C(n + 1,k + 1) donde n + 1 es un ciclo en si mismo
yB=C(n+1,k+1)\A

Para cada permutacién 7 € C(n + 1,k + 1), definamos ¢(;r) como la permutacién obtenida de eliminar el
simbolo n + 1 del ciclo en el que estd. Notemos que ¢(r) tiene k ciclos (si 7 € A) o k + 1 ciclos (si # € B).
Es facil ver que ¢: A — C(n, k) es biyectiva. Por otro lado, cada 7 € C(n,k + 1) puede provenir de varias
permutaciones en C(n + 1,k + 1). ¢De cuantas? Si 7 estd escrita como una lista de ciclos en orden entonces
podemos insertar n + 1 en n lugares: justo antes de cada simbolo. De aqui se tiene que ¢: B — C(n,k + 1) es
una funcién n a 1 (i.e. |¢~1(r)| = n). Con esto |C(n + 1,k + 1)| = |A| + |B| = |C(n, k)| + n|C(n,k + 1)|. O

6.1. Ejercicios

Ejercicio 6.1. Calcule el numero de permutaciones ciclicas en S,,.

Ejercicio 6.2. Use la Proposicién 6.20 para calcular el valor de [ ] para valores pequefios de n. Sugiera una
férmula general. ¢{Puede dar una demostracion combinatorial directa que [;’] es el valor que obtuvo?

Ejercicio 6.3. Pruebe que la siguiente recurrencia define los ntimeros de Stirling del primer tipo.
Vn,k>1: s(nk)=(1-n)s(n—1,k)+s(n—1,k—-1).
con valores de borde, s(0,0) = 1, s(n,0) = s(0,k) = 0 para n, k > 1.

Ejercicio 6.4. Sea r = my...7m, € S, una permutacién, decimos que i € [n — 1] es un descenso de 7 si
7; > mi+1. Los descensos de 7 particionan naturalmente a 7, entendido como palabras, en subpalabras cuyos
elementos son crecientes. Por ejemplo, la permutacién 7 = 672591438 tiene a las posiciones 2, 5y 7 como
descensos (estdn subrayados en ). Usando esas posiciones como separadores obtenemos que s se particiona
en las 4 cadenas crecientes 67, 259, 14, 38.

SeaS = {s1,...,8k} € [n—1],cons; < sy <...< sg. Llame a(S) al nimero de permutaciones en S,
cuyos descensos estan contenidos en S. Pruebe que

a($) =
$1, $2 — 81, S3 =82, ..., Sk — Sk-1, N — Sk

Concluya que el nimero de permutaciones en S, con conjunto de descensos exactamente igual a S es

Z(—1)|S|_|T|a(8).

TCS
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Ejercicio 6.5. En el problema anterior se definieron los descensos de una permutacién. Llame A(n, k) al
conjunto de permutaciones de [n] con exactamente k — 1 descensos o equivalentemente, las permutaciones
que se particionan en k cadenas ascendentes. Los numeros A(n, k) se conocen como ntimeros Eulerianos.

1. Pruebe combinatorialmente que para k < n, A(n,k + 1) = A(n,n — k).
2. Pruebe que A satisface la recurrencia:

Vn,k > 1,A(n, k) =kA(n-1,k)+(n+1-k)A(n—-1,k - 1)

con valores de borde A(0,0) = 1, A(n,0) =0 =A(0,k)sin>10k > 1.
3. Use la recurrencia anterior para llenar 3 filas adicionales de la siguiente tabla (no escriba los ceros)

k
An,k)|0 1 2 3 4 5 6 7 8
noO|1
1 1
2 1 1
3 1 4 1
4 1 11 11 1
5 1 26 66 26 1
6 1 57 302 302 57 1
7
8
9

Ejercicio 6.6. Pruebe que paran € N

Ejercicio 6.7. Pruebe que

Ejercicio 6.8. Pruebe que

[Z]: o iy i g
1<ij<ip<...<ip_p<n-1

Ejercicio 6.9. Decimos que i € [n] es un record de una permutacién 7 € S, si 7; = max{n;: j < i}. Es

decir, si al escribir la permutacién 7 como palabra, el i-ésimo simbolo es mayor que todos los anteriores. Por

ejemplo, la permutacién 7 = 125374698 tiene las posiciones 1, 3, 5 y 8 como records (estdn subrayados en

7). Demuestre que el nimero de permutaciones en S,, con exactamente k records es [Z]
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Capitulo 7

Introduccion a funciones generatrices:
Polinomios formales

7.1. Sucesiones. Polinomios y series formales.

Podemos codificar un problema de conteo parametrizado por un nimero natural, mediante una sucesion.
Por ejemplo, a, by ¢ descritos a continuacion, son las sucesiones asociadas a la cardinalidad de [n], al nimero
de permutaciones de [n] y al nimero de subconjuntos de tamafio n de un conjunto fijo de tamafio 3:

a=(01,23,...,n,...) a, = n,

b=(1,1,2,6,...,n!,...) b, = n!,
3

c=(1,3,3,1,0,...) cp = .
n

En el caso que una sucesion tenga sélo un ntiimero finito de valores no nulos, usaremos la convencion
de cortar la sucesion en el ultimo término distinto de 0. En este caso decimos que la sucesién es finita. Por
ejemplo, escribimos ¢ = (1, 3, 3, 1). La sucesién constante igual a 0, se puede escribir como 0, como (0) o como
0.

A pesar que en las secuencias de conteo solo aparecen numeros naturales, serd conveniente trabajar en
conjuntos mas generales. Por sus buenas propiedades, trabajaremos con sucesiones a coeficientes (términos)
en el cuerpo de los nimeros complejos C. La mayoria de las definiciones, sin embargo, se pueden aplicar
reemplazando C por un anillo R arbitrario.

Definicién 7.1. El conjunto de todas las sucesiones es CN = {a: N — C}. El conjunto de todas las sucesiones
finitas es C* = Z‘i’io CNi,

El grado! de una sucesién a € CN es el maximo n tal que a,, # 0. Si a no es finita entonces decimos que
tiene grado infinito. Denotamos el grado de a como deg(a). El grado de la sucesién 0 € C° se define como
— 0.

En este contexto, usamos la convencidon que cualquier sucesién finita es igual a la se obtiene agregando
un numero arbitrario de 0 al final. En particular, consideramos que

ChocchceccMc...ccrc M

Identificamos toda sucesién s de grado k < +oo con el polinomio a coeficientes complejos, Fs(x) =
Zi'(:o s;x’ de grado k (usando la notacién estandar de grado de polinomio donde el grado del polinomio 0 es
—oo y el grado de un polinomio no nulo es la mayor potencia de x que aparece con coeficiente no nulo). Por
ejemplo la sucesién ¢ = (1, 3, 3, 1) de grado 3 se identificar con el polinomio 1 + 3x + 3x? + x>, el que podemos
escribir compactamente usando el producto estandar de polinomios como (1 + x)3. Extendemos esta notacién
a sucesiones infinitas de la siguiente manera.

1Esta definicién no es estdndar, pero su uso se justifica en el siguiente parrafo.
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Definicion 7.2. (Funcion generatriz ordinaria). Dada una variable indeterminada x, y una sucesion a € CN,
llamamos funcién generatriz ordinaria (FGO) asociada a a a la serie formal

Ax) = Z anx".

n>0

También escribiremos FGO(a, x) =A(x)

Por convencioén, usamos letras mintsculas a, b, f, g para referirnos a sucesiones y las letras mayusculas
correspondientes A(x), B(x), F(x), G(x) para referirnos a sus FGO respectivas.

Definicion 7.3. Denotamos por C[[x]] al conjunto de FGO a coeficientes complejos, con indeterminada x y
por C[x] al conjunto de FGO de sucesiones finitas. Los objetos en C[[x]] se llaman series formales. Los objetos
en C[x] se llaman polinomios formales

Notamos que por definiciéon C[x] € C[[x]]. Damos un par de advertencias importantes. La primera es que
por ahora X, x" es solo una forma alternativa de escribir (1,1, 1,...,) pero el simbolo Y, que aparece en
esa expresion aiin no estd definido (para eso requerimos una nocidon de convergencia que ain no tenemos).
La segunda advertencia es que las series formales son un concepto algebraico abstracto en si mismo, y no
(siempre) son un concepto funcional donde tenga sentido evaluar. Por ejemplo, para la sucesién b definida al
principio del capitulo, B(x) = X,y n!x". Esta expresion, vista como funcién de C en C sélo converge para
x =0: Fp(0) = 1.

Notamos que lo mismo pasa con la expresion G(x) = X ,en(2n)!x™. Es decir, B y G son iguales como
funciones pero son objetos distintos pues tienen distintos coeficientes.

La siguiente notacion serd util para aclarar esto.

Definicién 7.4. Dada una serie formal F(x) € C[[x]] y un nimero k € N, denotamos por [x¥]F(x) al coefi-

ciente asociado a x*.

Por ejemplo, si F(x) es la FGO de la secuencia f, entonces [x¥]F(x) = fx.
Definicién 7.5. Dos elementos F, G € C[[x]] son iguales si y solo si [x*]F(x) = [x*]G(x) para todo k € N.

Definicién 7.6. La sucesién asociada a F € C[[x]] es la sucesién Suc(F) = ([x¥]F(x))xen € CV. Es decir, la
Unica sucesion f tal que F es FGO de f.

Definiciéon 7.7. A pesar que no evaluaremos simbdlicamente F(x), denotamos por conveniencia F(0) =
[x°]F (x).

En otras palabras (hasta ahora) una FGO no es mds que otra forma de expresar sucesiones. Desde el
punto de vista de la combinatoria, las series formales mas interesantes son las FGO de secuencias asociadas a
las secuencias que cuentan la cardinalidad de familias de conjuntos (en particular, todos los coeficientes son
numeros naturales).

Como ya dijimos, normalmente no veremos las series formales como funciones sino como objetos abstractos
sobre los cuales podemos hacer ciertas operaciones.

Definicion 7.8. (Operaciones sobre sucesiones y series formales) Las siguientes operaciones unarias y
binarias se definen en CN y en C[[x]]. Sean a y b en CN, y sus FGO asociadas A(x) y B(x). Sea ademas A € C.

Operacién En secuencias En FGO
Suma (a+b), =a, + b, (A+ B)(x) = Xnsolan + by)x™.
Ponderacién (Aa)n = Aay, AA(x) = Ypso Aapx™

Convolucin/Producto | (a-b), = 3p_, axbn—k | (AB)(x) = Zps0 (ZZZO akbn—k) x"

Escalamiento —— A(Ax) = X0 anAx™.
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Las operaciones de suma y producto en convierten a C[[x]] y a C[x] en anillos conmutativos con unidad (el
neutro del producto es el polinomio/serie 1). Es facil ver que la ponderaciéon (multiplicacion escalar) distribuye
sobre la suma de series y que la suma escalar distribuye sobre el producto de series. Esto hace que C[[x]] y
C[x] sean dos élgebras conmutativas sobre C (en particular, espacios vectoriales).

Comentario 7.9. Es posible definir polinomios y series sobre cualquier anillo conmutativo con unidad R. El
conjunto resultante no es un espacio vectorial necesariamente (para esto necesitamos que R sea un cuerpo),
sino que solo anillos, llamados R[x] y R[[x]]. Sus elementos son de la forma p(x) = 3,50 a,x" con a, € R.
Al igual que antes, dos series son iguales si y solo si todos sus coeficientes son iguales.

Antes de estudiar el anillo de series formales C[[x]] nos detendremos en el anillo de polinomios formales
Clx].

Este anillo es particularmente agradable pues tenemos el siguiente operador de evaluacion (podemos
evaluar polinomios en complejos).

Definicion 7.10 (Evaluacién de polinomios). Para P(x) € C[x] polinomio de grado n con secuencia de coefi-
cientes dada por p, podemos definir la funcién P: C — C dada por

P(c) = Zpici.
i=0

Una propiedad importante que usaremos (sin demostrar) de dlgebra abstracta es la siguiente:

Proposicion 7.11. Dos polinomios P(x)y Q(x) son iguales en C[x] si y solo si Py Q son iguales como funciones
de C en C. Mds atin, si P(x)y Q(x) son de grado a lo mds n, ellos son iguales (en C[x]) siy solo si como funciones
Py Q coinciden en al menos n + 1 puntos distintos.

Terminamos esta introduccién, mencionamos que también podemos definir polinomios y series a varias
variables como C[x, y] € C|[[x, y]] o en general C[xy, ..., xx]| € C[[x1,...,x¢]].

Definicion 7.12. Un monomio en k variables x1, .. ., x; es una expresion formal del tipo xf” .. .xZ‘ donde

k . . k
a1, ao, ..., ar € N. El grado de x;" .. x¥ esiguala Z§=1 a;. Abreviamos x* = x{" .. xf

Un polinomio P € Cl[x1,...,xx] es una combinacion lineal formal de monomios con coeficientes en C y
una serie P € C[[x3, ..., Xx]] es una combinacién lineal formal infinita de monomios con coeficientes en C.

Al igual que en el caso univariado se define [x*]P(x) como el coeficiente que acompafia al monomio x“
en P(x), y se tiene que P = Q como series si [x*]P(x) = [x*]Q(x) para todo a € N¥.

La suma, ponderacion, producto y escalamiento (de cada variable por separado) se definen de manera
analoga al caso univariado.

En estos anillos las operaciones de suma y producto son analogas al caso univariado y similarmente, dos

. . . . . . . ~ . . a .
polinomios son iguales si y solo si el coeficiente que acompafia a cada posible monomio xfl e xkk son iguales.

Finalmente, damos un resultado mas poderoso que la Proposicién 7.11 que sirve para anillos de polinomios

multivariados sobre cuerpos arbitrarios

Proposicion 7.13 (Nullstellensatz combinatorial). Sea P(xi,...,xx) € K[x1,...,xx]| un polinomio multiva-
riado sobre un cuerpo arbitrario K, de grado t > 0 (es decir;, P no es el polinomio 0).
Suponga que x% = Hle xf’i es un monomio de grado t tal que [x*]|P(x) # 0. Si Sy, ..., Sk son conjuntos de

K con |S;| > a;, entonces deben existir s; € S1,59 € Sa, .. .Sk € S con

P(s1,...,86)#0
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Un corolario interesante se obtiene tomando S; como el conjunto [t + 1]:

Corolario 7.14. Sean P(x1,...,x¢), Q(x1,...,xx) € K[x1, ..., xx] polinomios multivariado de grado a lo mds
t. Si Py Q coinciden como funciones en la grilla [t + 1]* (© en cualquier grilla no necesariamente equiespaciada
de t + 1 puntos por dimensidn), entonces P y Q son iguales como polinomios.

7.2. Teoremas del binomio y multinomio

Para los siguientes teoremas, serd también titil el uso de polinomios a varias variables, es decir elementos
del anillo C[x, y] := C[x][y], o en general C[x, ..., xx]. En estos anillos las operaciones de suma y producto
son analogas al caso univariado y similarmente, dos polinomios son iguales si y solo si el coeficiente que

~ . . a1 ag .
acompafia a cada posible monomio x; ' - - - x; © son iguales. Antes de comenzar, demos un lema que (de hecho)

k
funciona en cualquier anillo. Formalmente se puede probar por induccion, pero lo dejamos propuesto.

Lema 7.15 (Distributividad general en un anillo). Sean A, ..., A, subconjuntos de un anillo R, entonces:

Z a Z a|... Z an| = Z (a1---an)

a1 €A1 az€A; an€AN (ai,...,an)€AIX XAy
) compactamente
n n
[12)a= 2 [ ]a
i=1 a;€A; (a1,...,an)€A1X XA, i=1

Del lema anterior se deduce directamente que si R es conmutativo entonces
n
[[a+bd= 2, [Ta [] bo
i=1 SC[n] i€S i€[n]\S

Proposicion 7.16. Teorema del binomio y del multinomio. Para todo n € N, se tienen las siguientes igualdades
en cualquier anillo conmutativo (en particular, para polinomios).

(x+y)" Zn] (") Y

i=0 \!

a ,.az ak

n _
(X1 + x4+ +x)" = 1

n
X
a€WCOM(n,k) \41> 42> - - - Ak

Demostracion. Notemos que

xalyaz — Z ’jl)xiyn—i,

( ) n (
a€WCOM(n,2) \@1, 42 i—o \!

por lo que nos basta probar la segunda identidad. En efecto, sea el alfabeto X = {xi, ..., xx}. Luego:

(Crtxpttx)" = D Yy yn = D 2. X

yexk (ai,...,ar)eNk yexk:

_.9 ., %
y1y2"'yn—x1 xk
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En la segunda suma interpretamos la igualdad y1ys - - -y, = xfl .- -xZ" no como igualdad de palabras, sino
como igualdad de producto de variables asociativas y conmutativas (por ejemplo, si los y; y los x; son niimeros
naturales entonces la igualdad es simplemente verificar que los productos en N son iguales).

Ahora bien, notemos que si y € Xk e Y1 Yp = xfl . -ka , debemos tener que a; + as + - -+ + ar = n,
i.e. a € WCOM(n, k). Con esto tenemos que:

ptxpt+-+x) = > x|y e X yiyayn =2 xF Y

a€WCOM(n, k)

; k. — 43 aky _ ai aky _ n
Para concluir, notemos que {y € X* : yiyz - yp = 7" -+ x*} =Per(x - x) = (, " ) m

7.3. Bases factoriales y numeros de Stirling

Recordamos que el grado de un polinomio p(x) € C[x]\ {0} es el mayor entero i tal que el coeficiente que
acompafia a x’ es distinto de 0. El grado del polinomio 0 es —co.

Definicién 7.17. Definimos los siguientes polinomios de grado k:

XK= () = x(x = D)(x = 2) - (x —k + 1). x) = x—k

=

K= )F iz x(x+ D(x +2) - (x + k= 1). ((x)) =X

Donde naturalmente definimos x¢ = x° como el polinomio x° = 1.

Comentario 7.18. Las definiciones anteriores también tienen sentido en un anillo conmutativo abstracto R.
Pero para ello, necesitamos definir objetos como 1, 2, etc. Aqui 1 := 1 es el neutro multiplicativo de R,

2 = 1g + 1g, y en general para k € N es la suma de 1y consigo mismo k veces. De este modo, x£ y x*

estan bien definidos en la medida que R tenga unidad. Por otro lado, para que (;) y ((3)) tengan sentido,

necesitamos que k! sea invertible. Esto ocurre por ejemplo, si R es un cuerpo de caracteristica O .

Al evaluar los polinomios recién definidos en niimeros naturales recuperamos los objetos que teniamos
antes. Pero ahora se permite escribir cosas como

(~10)® = (=10)(=9)(=8) = —720.
1+i=>0Q+0ili-1)=iG%-1)=0.

=5\ (=5)(-6) _
2] 2 B

[7)-=52 -0

~1/2\ _ (=1/2)(=3/2)(=5/2)...(-1/2 = (k—=1)) _(-1)-(=3)---(1-2k) _(-1)F1-3---(2k-1)

k)~ k! - 2k k! - 2kk! '
C(-D)F (2K)! (DR @k (-1)F 2k
T 2kl 2-4---(2k —2)(2k) ~ 2kk! 2Kk (_) (k)

15.

4
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Proposicion 7.19. Una propiedad interesante que serd usada con cierta frecuencia es la siguiente. Para todo
k € N, se tiene las siguientes igualdades de polinomios en C[x],

(=1)*(=x)k = x¥ = (x + k = 1k,
G- ()

Demostracién. Notamos que la segunda serie de igualdades se deduce de la primera dividiendo por k!. Para
ver la primera basta notar que

(~-DF(=x)E = (=DF(=x)(~x = 1) ...(~x = (k= 1) =x(x + 1)...(x + k= 1).

y que el lado derecho es, por definicién igual a xk ya(x+k- 1)&. |

Recordemos que C[x] es un espacio vectorial sobre C con base canénica {1, x, x2, ... }. Observamos ade-
mas que {1,x% x2,...,x%} y {1,x',x2 ...,x"} son dos bases del espacio generado por {1,x,x2, ...,x"}.
Una pregunta interesante resulta ser como expresar los polinomios anteriores en la base canénica de C[x], es
decir como hacer un cambio de base.

Sorprendentemente, los nimeros de Stirling que definimos en capitulos anteriores apareceran de manera

natural.

Proposicién 7.20.
n
o3l
ko Lk

Demostracion. Demostremos esta proposicion por induccion, usando la recurrencia [Z] =(n-1) [",;1] + [Z:ﬂ
que se demostro anteriormente.

Para n = 0, tenemos que [0

o]xo =1 = x0. Por otro lado paran > 0,

n

xmzxﬁ(x+n)=2

k=0 L
5 [n k+1 < ni k
k}x : +§)n[k]x

k $ ”]k
X + n X
2

xn+1 + Z

k=1

[n

k
k}x (x +n)

kel

S
+ 1
=]

[

n
k-1

Il
—_

n+1
k

n
0

k

x+n 0

n
X
n

—_—

Il
3 ——

—_

+ n 1 k

X,

+
k

>~

=0

donde usamos que [7] =1 = ["1] yquen[j] =0 = (n+ D["3"]. =

La proposicion anterior dice que la matriz de coeficientes asociadas a los nimeros de Stirling sin signo [Z]
es la matriz de cambio de base de la base de factoriales ascendientes a la base de monomios.

Proposicion 7.21.
n

xt = Z s(n, k)x*.

k=0
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Demostracion. Notemos que x = (—1)"(—x)". Luego, aplicando la proposicién anterior a (—x) obtenemos:
n

X = (<1)"(=0)" = (-1)" > [Z](—x)k

k=0
_xn _ayn—k_k
—é[k]( )" *x
:is(n,k)xk. ]
k=0

Lo anterior dice que la matriz de niumeros de Stirling del primer tipo s(n, k) es la matriz de cambio de
base de la base de factoriales descendientes a la base de monomios.

Observacion: Gracias a las proposiciones anteriores tenemos demostraciones alternativas de ciertas igual-
dades que se pueden probar combinatorialmente (tomando x = 1):

Zn: [Z] = n! y Zn]s(n, k) =[n € {0,1}].

k=0 k=0

Proposicién 7.22.

x" = Z S(n, k)xk.
k=0

Demostracién. Esta proposicion se puede probar usando la recurrencia 4.21 e induccién. En vez de hacer
eso, daremos una demostracion “semicombinatorial”. Probaremos que la igualdad de la propoxicién 7.22 se
tiene para todo x natural. Como dos polinomios en C[x] que son iguales en infinitos puntos son iguales como
polinomios concluimos la igualdad. Notemos que si x € N,

xn

|[x]"] = {f: [n] — [x] funcién}|

Z I{f: [n] — Y funcién sobreyectiva}
re()

’]z)k!S(n, k)

M- IM-

=
S |l
(=}

xES(n, k). O

T
(=}

La proposicién anterior indica que la matriz S, = (S(i, j))o<i,j<n €s la matriz de cambio de base desde la
base canénica (x*); <, hasta la base factorial decreciente (xX), <,, del espacio vectorial {P(x) € C[x]: degP <
n}. De hecho,

En los ejercicios se encuentra la definicion de los niimeros de Lah sin signo L(n, k), usando dicha definicién
podemos completar la siguiente tabla donde Pj,_,; es la matriz de cambio de base de una base b a una base
b’ del espacio vectorial {P € C[x]: degP < n}
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Py b’

b < | Eezn (e <n
Feen | In = gD | SR | (<1)78G.))
Eeen | 6@D) | In = [LID | (~1)FILGL))
Fye<n | (1D L) | In o= (54D

Corolario 7.23. Para todo 0 < a,b < n,

[a=0]= Z S(a, k)s(k, b) = i S(a, k)s(k, b).
k=0 k=0
= Z L(a, k)L(k, b)(-1)*"" = iL(a, k)L(k, b)(-1)*?.
k=0 k=0

Lab=> [“]S(k, b)

k>0 k

La demostracion consiste en notar que las matrices de cambio de base de una base b a una base b’ y la
correspondiente de la base b’ a la base b son inversas, o usar propiedades de cambios de base.

7.4. Convoluciones

Resulta interesante notar que muchas de las identidades que hemos estudiado de manera combinatorial
en el curso son convoluciones y se pueden deducir rdpidamente usando polinomios formales. Del teorema del
Binomio, tenemos que para todo n € N,

Z (:;)xm =(1+x)"

m=>0

o bien:

[x™](1 + x)" = (:l)

Ejemplo 7.24. Pruebe la identidad de Vandermonde:

Paraa,b € N, n e N.
Z”: a b\ (a+b
~\if\n—i) \ n [
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S5 =206

- " ((Z WDy (i)xm))

Demostracion.

m>0 m>0
= [x"J((1 +x)%(1+x)")

— [xn](l + x)a+b

_[a+b

=1, )
Ejemplo 7.25. Pruebe que para a,n € N

2 (a\( a i )G )(=1)"/2 sines par
S -

o \i/\n— si n es impar

Demostracion. Nuevamente reconocemos una convolucién:

> ()( ‘ )(—1)" = ["1{(X] (“)(—1)'%'“)(2 (“)x'")
o \P/\n—1i m>0 \" m>0 \""

= [x"I((1 +x)%(1 = x)%)

= [x"](1 - x*)%.
El polinomio (1 — x2)¢ tiene solo potencias pares en su expansién, luego, si n es impar, la expresién es igual
a 0. Por otro lado, si n es par, digamos n = 2N, tenemos:

_1\2N[,.2Nq/q _ ,.2\ya _ 1,.2N a_m_N a_mm_a_N_a_n/
O -ty ) 3 (2 = 1 3 (2 enmaen = ey = (G Jear

m2>0 m>0

O

7.5. Ejercicios

Ejercicio 7.1. Pruebe el Nullstellensatz combinatorial (proposicion 7.13).

Indicacién: Use induccién en t = deg(P) > 1. Para el paso inductivo, por contradiccién y sin pérdida de
generalidad, suponga que P(x) = 0 en [];S;, con |S1| > 1. Para a; € S; use divisién larga de polinomios
para escribir P = (x; — a)Q + R en K][x1,...,xx] y luego interprete la identidad como una igualdad de
polinomios en (K[xa, . . ., xi])[x1] (es decir, polinomios univariados en variable x; con coeficientes en el anillo

(Klx2, - ., xk]))-

Ejercicio 7.2. Encuentre férmulas cerradas para

m+1/2 -(m+1/2)
)

para todo m, k € N en funcién de coeficientes binomiales con parametros naturales.
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Ejercicio 7.3. Deduzca, a partir de la férmula de Vandermonde, y del Nullstellensatz combinatorial, las si-
guientes versiones del teorema del Binomio en C[[x, y]]. Para todon € N

(x+y= Zn: (Z)xkyﬂ.

k=0

0 =35 (]

k=0

Ejercicio 7.4.

1. De una demostracién alternativa de la Proposicién 7.22 usando la Proposicién 4.21 e induccidn.

2. Encuentre una demostracién semicombinatorial para la Proposicion 7.20. Para esto siga los siguientes
pasos. Sean n, x € N. Una n-permutacion x-coloreada es un par (f, g) donde f es una permutacién de
[n] v g: [n] — [x] es una funcion de “coloreo” tal que cada ciclo de f; recibe el mismo color (igual
valor de g). Pruebe que ambos lados de la igualdad en el lema cuentan las n-particiones x-coloreadas.
Para la parte dificil piense en como pasar de una (n — 1)-particién x-coloreada a una n-permutacién
x-coloreada.

Ejercicio 7.5. Para cada n, k € N, definimos el nimero de Lah sin signo L(n, k) como el nimero de formas de
subdividir [n] en k filas no vacias indistinguibles. Formalmente,

L(n,k) = {{F1,...,Fx}: F; € [n]" \ {e}, LF> - - - Fx € ord([n])}.
Demuestre las siguientes propiedades de los nimeros de Lah sin signo.
(a) Se satisface la recurrencia
Vn>k>0, Lnk)y=Ln-1,k-1)+(n-1+k)L(n-1,k).
con valores de borde L(n,n) = 1,Vn € N, L(n, k) = 0, Yk > n.

(b) Para todo n, k > 1:
n'fn-—1
L(T’l,k) = E(k _ 1)

Ejercicio 7.6. Pruebe semicombinatorialmente que la siguiente identidad vale en C[x]| para todo n € N.
_ n
x" = Z L(n, k)xk
k=0

Deduzca que la siguiente identidad vale para todo n > 1.

(=222

k>1

Ejercicio 7.7. Complete la demostracion de las identidades de cambio de base que faltan:
n —
X" = D=1 FS(n, k)x*.
k=0

Xt = i(—l)”_kL(n, k)xk

k=0



72 Capitulo 7. Introduccion a funciones generatrices: Polinomios formales

En particular, deduzca la siguiente férmula para binomiales negativos. Para n > 1:

)= e () )= Zer (e 6)

k>1

Ejercicio 7.8. Pruebe usando las identidades de este capitulo que paran € N

2 n] ok tlip e
25 =
| HEEH I

& s(n,k)_n_! 2n
kZ:o 2k _4n( )

n
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