
Notas de MA4006 - Combinatoria - Versión 2019
Profesor: José Soto, jsoto@dim.uchile.cl

Índice general

Índice general 1

0 Prefacio 2

1 Cardinalidad. 3
1.1. Conjuntos, secuencias y palabras. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2. Cardinales finitos y principio biyectivo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3. Principio Inyectivo y Principio Sobreyectivo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.4. Demostraciones Combinatoriales. Principios de la suma y el producto. . . . . . . . . . . . . 8
1.5. Multiconteo o sobreconteo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.6. Principio general del producto. Ordenamientos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.7. Ordenamientos circulares. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.8. Ejercicios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2 Selecciones de elementos. 17
2.1. Selecciones de objetos de un conjunto fijo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.2. Variaciones, ordenamientos y permutaciones de un conjunto. . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.3. Combinaciones: subconjuntos y multiconjuntos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.4. Ejercicios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1

jsoto@dim.uchile.cl


Notas de MA4006 - Combinatoria - Versión 2019
Profesor: José Soto, jsoto@dim.uchile.cl

Capítulo 0

Prefacio

Este texto surge a partir de las clases del Curso de Combinatoria realizadas los años 2014, 2015, 2016,
2018 y 2019 en la Facultad de Ciencias Físicas y Matemáticas de la Universidad de Chile, y puede ser usado
como un apunte o guía de referencia. El texto está en gran medida basado en la versión del curso dictada por
MartínMatamala y pormí en años anteriores, complementado conmaterial creado para cursos para profesores
de educación media en combinatoria en conjunto con el CMAT (campeonato nacional de matemática) de
Chile. Incluye bastante material a modo de referencia, no necesariamente visto en clase, sino que discutido
con alumnos y auxiliares fuera de clase.

El material está pensado para ser usado por alumnos de pregrado que ya hayan alcanzado cierta madurez
matemática o alumnos iniciando su posgrado. El ritmo del apunte es mucho más lento que el ritmo de un
curso completo – en una clase es posible cubrir muchas páginas de material– esto es particularmente cierto
para las secciones introductorias. No obstante lo anterior, gran parte del material puede ser adaptado a un
nivel avanzado pre-universitaria.

Una advertencia: muchos de los ejemplos iniciales de cada sección son rudimentarios y simples. Estos no
deben ser usado como una medida de la dificultad de los problemas que pretendemos atacar, sino más bien
como una forma de digerir nociones nuevas.

Este borrador contiene con alta probabilidad errores de tipeo y formato. Si encuentra alguno por favor
comuníquelo al correo electrónico jsoto@dim.uchile.cl.

José A. Soto.
Julio 2019.
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Capítulo 1
Cardinalidad.

La Combinatoria es un área de la Matemática muy amplia a la que se le asocia el estudio de estructu-
ras finitas o discretas. Aspectos de la Combinatoria incluyen contar estructuras de cierto tipo o decidir su
existencia. En estas notas nos enfocaremos en problemas de combinatoria enumerativa. Es decir, problemas
relacionados con determinar la cardinalidad de conjuntos de objetos. Supondremos conocidas estructuras bá-
sicas en Matemática: conjuntos, funciones y relaciones. Asimismo, usaremos elementos básicos de álgebra,
cálculo y probabilidades, sin llegar a ser estos requisitos fuertes. Cada vez que necesitemos notación especial
la definiremos.

1.1. Conjuntos, secuencias y palabras.

Definición 1.1 (Conjuntos típicos). P(X ) = {A : A ⊆ X } denota al conjunto potencia del conjuntoX . Usamos
N,Z,Q,R,C para denotar a los números naturales, enteros, racionales, reales y complejos respectivamente.
Para n ∈ N, denotamos [n] = {j ∈ N : 1 ≤ j ≤ n} = {1, 2, . . . ,n} y Nn = {j ∈ N : j < n} = {0, 1, . . . ,n − 1}.
En particular, N0 = [0] = ∅. Finalmente, el super-índice + indica restricción a números reales positivos
(N+ = Z+,Q+,R+).

Definición 1.2 (Corchete de Iverson). La expresión [[P]] vale 1 si P es una proposición verdadera, y vale 0 en
otro caso.

Esta notación es muy versátil. Por ejemplo, la función f : N→ N, dada por f (x) =

{
x + 2 si x es par,
x si x es impar,

se puede escribir como f (x) = x + 2[[x es par]]. La primera forma de definir f es mejor en claridad, mientras
que la segunda es más compacta. Por convención evaluamos a 0 todos los productos de tipo [[F ]] · J , donde J
es cualquier cosa (incluso algo indefinido o sin sentido) y F es falso. Por ejemplo, para todo a ∈ C, k ∈ N se
tiene la igualdad:

n∑
k=0

ak = [[a , 1]]
an − 1
a − 1

+ [[a = 1]](n + 1),

donde el primer término para el caso a = 1 es 0 por un término indefinido.
El corchete de Iverson también permite manipular sumas múltiples con facilidad:
N∑
i=0

i∑
j=0

j =
∑
i ∈N

∑
j ∈N

j[[j ≤ i]][[i ≤ N ]] =
∑
i ∈N

∑
j ∈N

j[[j ≤ i ≤ N ]] =
∑
j ∈N

∑
i ∈N

j[[j ≤ N ]][[j ≤ i ≤ N ]] =
N∑
j=0

j
N∑
i=j

1.

Para evitar sobrecargar notación de sumas, siempre supondremos que el índice a sumar pertenece a los
naturales (de no ser así, lo indicaremos). Por ello, si el límite inferior es 0, se omitirá. Así,∑

i
ai :=

∑
i ∈N

ai ;
k∑
i
ai :=

k∑
i=0

ai .
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4 Capítulo 1. Cardinalidad.

Trabajaremos bastante con secuencias y palabras, que formalizamos a continuación.

Definición 1.3 (Alfabeto, secuencias y palabras). Sea Σ un conjunto cualquiera llamado alfabeto cuyos ele-
mentos se llaman símbolos, letras o dígitos. Una secuencia sobre Σ, de largo k ∈ N, es una funciónw : [k] → Σ,
donde usamos la notaciónwi en vez dew(i) para la evaluación dew en i. Llamamos Σk al conjunto de todas las
secuencias de largo k. Usamos notación de secuenciasw = (w1, . . . ,wk ) o notación de palabrasw = w1w2 · · ·wk
para referirnos a un objeto w ∈ Σk .

Observación 1.4. La notación de palabras es, solo eso, una notación y como tal puede ser ambigua. Por
ejemplo, si por mala suerte, nuestro alfabeto fuera Σ = {a,aa}, entonces no es claro si aa se refiere a la
palabra de largo 1 (aa) o a la palabra de largo 2 (a,a). Para evitar esto, solo usaremos alfabetos con símbolos
cuya escritura no admita confusiones como esta.

Definición 1.5 (Palabra vacía). Denotamos a la palabra vacía, i.e., al único elemento de Σ0, por ε.

Observación 1.6. Un detalle muy técnico respecto a funciones y palabras. Usualmente dos funciones con
distinto codominio se consideran distintas incluso si tienen igual asignación, sin embargo para el caso de
palabras se considerarán iguales. Por ejemplo la palabra w = ab puede verse como una función w : [2] →
{a,b} sobre el alfabeto {a,b} o como una funciónw : [2] → {a,b, c} sobre un alfabeto más grande. En rigor,
ambas funciones son distintas, pero nosotros las consideraremos iguales. Así, por ejemplo, la palabra vacía ε
resulta ser única independiente del alfabeto utilizado.

Por ejemplo, si Σ = {a,b, c,d}, se tiene que aba ∈ Σ3, cada ∈ Σ4, etc. Además, es importante aclarar qué
pasa para Σ = ∅. En dicho caso,

∅k =

{
∅, si k ≥ 1.
{ε}, si k = 0.

Definición 1.7 (Conjunto de palabras. Lenguajes). El conjunto de todas las palabras sobre Σ se denota por
Σ∗. Luego,

Σ∗ =
⋃
k ∈N

Σk .

Denominamos lenguaje sobre Σ a todo conjunto de palabras, es decir a todo subconjunto de Σ∗. Denominamos
subalfabeto a todo subconjunto de Σ.

Definición 1.8 (Largo, concatenación, potencias). Si w ∈ Σ∗, denotamos al largo de w como |w |. Dadas dos
palabrasw,w ′ ∈ Σ∗, podemos definir su concatenación como la palabraww ′ ∈ Σ∗, que tiene largo |w | + |w ′ |.
Notamos que concatenar es una operación asociativa y no conmutativa, con elemento neutro la palabra vacía
ε. Identificamos Σ1 con Σ, es decir no hacemos diferencia entre un símbolo y la palabra que tiene dicho
símbolo. Usamos notación de potencia (w0 = ε;wk = wk−1w , para k ≥ 1) para concatenación iterada. Por
ejemplo: (0130)2 = 0111001110 y ab0a = aa. Como estructura algebráica, Σ∗ con la operación concatenar es
el monoide libre sobre Σ.

Definición 1.9 (Concatenación de lenguajes). Dados dos lenguajes B y C sobre el mismo alfabeto Σ,

B ◦C = BC = {bc : b ∈ B, c ∈ C}

denota al lenguaje que contiene todas las concatenaciones de palabras de B con palabras de C. Usaremos
la notación B◦k para denotar la concatenación iterada de un lenguaje B consigo mismo k veces y llamamos
B∗ =

⋃
k ∈N B

◦k . (Notamos que Σk = Σ◦k por lo cual no hay confusión al escribir Σ∗).
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Definición 1.10 (Concatenación de subalfabetos corresponde a producto de conjuntos). SeanA1, . . . ,Ak una
secuencia de subconjuntos de un alfabeto Σ. Se define su producto como su concatenación, es decir como el
lenguaje que contiene todas las palabras sobre B, de largo k, tal que su i-ésimo símbolo está en Ai . Es decir,

k∏
i=1

Ai = {w ∈ Σ
k : wi ∈ Ai ,∀i ∈ [k]}.

Recordando que las palabras son secuencias,
∏k

i=1 Ai corresponde a la definición clásica de producto finito de
conjuntos, donde el alfabeto es la unión de los conjuntos que participan del producto.

Observación 1.11. ¡Cuidado! la concatenación de lenguajes y el producto de lenguajes pueden ser diferentes.
Por ejemplo, si Σ = {a} y A = {a,aa} entonces

∏2
i=1 A = A × A = {(a,a), (a,aa), (aa,a), (aa,aa)} tiene 4

elementos pero A ◦A = {aa,aaa,aaaa} tiene 3 elementos.

Siempre será importante detenernos a entender para que valores de k tiene sentido la definición anterior.
Ciertamente tiene sentido para k ≥ 1. El caso k = 0 se ve un poco extraño:

0∏
i=1

Ai = {w ∈ Σ
0 : wi ∈ Ai ,∀i ∈ [0]} = {ε}.

En otras palabras el producto vacío de conjuntos resulta tener un elemento: la palabra vacía.

Observación 1.12. Si todos los Ai son iguales a un conjunto dado, digamos A ⊆ Σ, entonces se obtiene la
siguiente propiedad natural. Para todo k ∈ N

k∏
i=1

A = Ak .

1.2. Cardinales finitos y principio biyectivo.

Cuando le pedimos a alguien que cuente los elementos de un conjunto probablemente ella comenzará a
marcar cada elemento asociando a cada elemento marcado un número: uno, dos, tres,. . . hasta terminar con
los elementos. De seguro responderá que la cantidad de elementos corresponde al último número, digamos n,
dicho1. En consecuencia, lo que en verdad está haciendo esta persona es encontrar una correspondencia entre
los objetos a contar y un conjunto básico y conocido de referencia (el conjunto [n]). Este proceso se puede
hacer ciertamente sin necesidad de usar [n] como conjunto de referencia: Un niño pequeño puede contar
antes de saber los nombres de los números. Por ejemplo, en vez de decir la cantidad de elementos, levantará
tantos dedos como elementos ha visto.

Así, vemos que la definición más básica para contar no es la de “declarar una cantidad” sino más bien la
de “poner en correspondencia dos conjuntos”.

Definición 1.13. Equipotencia.

Dos conjuntos A y B se dicen equipotentes o equinumerosos si existe f : A → B función biyectiva. Anotamos
en este caso |A| = |B |. También decimos (informalmente) que A y B tienen el mismo número de elementos.

Otra forma de interpretar la definición de equipotencia es la siguiente

Definición 1.14. Principio Biyectivo. Probar que dos conjuntos tienen el mismo número de elementos equi-
vale a encontrar una biyección entre ambos.

Observación 1.15. Ser equipotente es relación2 de equivalencia (pruébelo como ejercicio). Luego también
1Si no alcanza a decir nada, entonces responderá que hay cero elementos.
2No se preocupe sobre cual es el conjunto maximal (¡no hay!) donde esta relación está definida, esto es tema para otro curso.
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se puede probar que dos conjuntos son equipotentes exhibiendo un tercer conjunto que sea equipotente con
ambos.

Notamos que en la definición de equipotencia, la expresión |A| por si sola no significa nada; pero la
expresión |A| = |B | significa que hay una biyección de A en B. Deseamos también poder declarar cuantos
elementos tiene un conjunto. Para esto usamos la siguiente definición.

Definición 1.16. Cardinales finitos.

Sea A conjunto y n ∈ N. Escribimos |A| = n si |A| = | [n] | y decimos en este caso que el cardinal de A es n.
Decimos que el conjunto A es finito si existe n ∈ N tal que |A| = n. De otro modo decimos que A es infinito.

Observación 1.17. Para que la expresión |A| = n esté bien definida, es necesario probar que n es el único
número natural para el cual |A| = | [n] |. De otra forma la notación deja de ser útil ya que podríamos tener
que |A| = n ,m = |A|. Dejamos esta demostración como ejercicio (Ejercicio 1.2) al final de la sección.

Informalmente, | · | es una función “cardinalidad” cuyo valor está bien definido para conjuntos finitos.

Comentario 1.18. La definición anterior de cardinal como función es poco rigurosa y no es útil para cardinales
infinitos. Otra solución, un poco mejor, es considerar a la equipotencia es una relación de equivalencia y que
|A| es la clase de A para esta relación.

Observación 1.19. Al decir queA tienen elementos, estamos afirmando que existe una biyección a : [n] → A,
y luego, A = {a1,a2, . . . ,an}. Decimos que a enumera A.

Veamos un par de ejemplos para ejercitar las nociones anteriores.

Ejemplo 1.20. Sean A1, . . . ,Ak conjuntos con k ≥ 2, y A =
�k

i=1 Ai = (. . . ((A1 × A2) × A3) × . . . ) × Ak .
Pruebe que |A1 ×A2 | = |A2 ×A1 | y que |A| = |

∏k
i=1 Ai |.

Solución. Use la biyección A1 × A2 → A2 × A1, dada por (a,b) 7→ (b,a). Para el segundo ejemplo usamos la
biyección que asigna ((((a1,a2),a3), . . . ),ak ) 7→ (a1,a2,a3, . . . ,ak ) �

La biyección anterior entre producto cartesiano y producto es la que justifica escribir A ×A ×A = A3.

Ejemplo 1.21. Pruebe que |Nn | = n.

Solución. En efecto, la función Nn → [n] dada por i 7→ i + 1 es biyectiva (su inversa es j 7→ j − 1). �

Ejemplo 1.22. En un campeonato de fútbol juegan n equipos en una modalidad de eliminación: cada vez
que un equipo pierde un partido, sale del campeonato. Además, cada partido debe tener un ganador y un
perdedor (no hay empates). ¿Cuál el número mínimo y máximo de partidos que se deben jugar para que
quede un solo equipo no eliminado?

Solución. La pregunta está formulada de manera que no entregue pistas hacia su solución. La verdad es que la
respuesta es que se deben jugar exactamente n−1 partidos. Para ver esto, basta notar que existe una biyección
entre el conjunto de partidos jugados y el conjunto de equipos eliminados (hay un perdedor por cada partido
que es eliminado, y estos no se pueden repetir). Por lo tanto si deseamos que hayan n−1 eliminados, deberán
jugarse n − 1 partidos. �

El ejemplo anterior muestra lo simple y curiosamente útil que es el principio biyectivo. Otro ejemplo similar
se encuentra en el Ejercicio 1.1 al final de este capítulo.
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1.3. Principio Inyectivo y Principio Sobreyectivo

Primero enunciamos un resultado auxiliar simple de probar:

Lema 1.23. Para todo n ∈ N, si X ⊆ [n] entonces X es finito y |X | ≤ n.

Demostración. Como el único subconjunto de [0] = ∅ es [0] = ∅ que es finito, el resultado vale para n = 0. Sea
n ≥ 1, y sea X ⊆ [n]. Si X = [n] entonces |X | = n y X es finito. Si X ⊆ [n − 1] entonces, por inducción, X es
finito y |X | ≤ n−1. El caso restante es que n ∈ X ( [n], luego debe existir a < n, a < X . SeaY = X \{n}∪{a}.
La biyección f : X → Y dada por f (n) = a y f (x) = x para todo x ∈ X \ {n} muestra que |X | = |Y |. Por otro
lado Y ⊆ [n − 1], Y es finito. Por lo tanto X es finito y |X | = |Y | ≤ n − 1. �

Proposición 1.24 (Principio Inyectivo). Sean A y B conjuntos donde B es finito.

A es finito y |A| ≤ |B | si y solo si existe una inyección de A a B.

Demostración. (⇒) Sean n = |A| ≤ |B | = m y f : A → [n] ⊆ [m], д : [m] → B biyecciones. Su composición
h : A→ B dada por h(x) = д(f (x)) es inyectiva.

(⇐) Seah : A→ B una función inyectiva y seaд : B → [m] = |B | una biyección. Luego f = д◦h : A→ [n]
es inyectiva. Como f es biyección entre A y f (A) ⊆ [n], tenemos del lema anterior que |A| = | f (A)| ≤ n =
|B |. �

Comentario 1.25. El principio inyectivo enunciado anteriormente para cardinales finitos, se entiende como
una definición para cardinales generales: |A| ≤ |B | se define como la existencia de una función inyectiva de A
en B.

Otra forma de interpretar el principio anterior es el siguiente.

Proposición 1.26. (Principio Inyectivo) (informal) Para probar que un conjunto tiene una cantidad menor o
igual de elementos que otro, basta encontrar una inyección del primer conjunto al segundo. En particular, si se
encuentra una inyección de A en B, y una inyección de B en A, entonces A y B tienen el mismo cardinal.

Comentario 1.27. La última afirmación también es cierta para conjuntos infinitos, y se conoce como el Teo-
rema de Cantor-Schröder–Bernstein (este teorema no requiere del axioma de elección).

Una variante del principio anterior es la siguiente

Proposición 1.28 (Principio Sobreyectivo). Sean A y B conjuntos donde B es finito.

A es finito y |A| ≤ |B | si y solo si existe una función sobreyectiva de B a A.

Demostración. (⇒) Sean n = |A| ≤ |B | = m y f : [n] → A y д : B → [m] biyecciones. Defina f ′ : [m] → A
como f ′(x) = f (mı́n(x,n)). Como f es sobreyectiva y coincide con f ′ en Dom(f ) = [n], f ′ también es
sobreyectiva. Como la composición de funciones sobreyectivas es sobreyectiva, concluimos que f ′ ◦д : B → A
es sobreyectiva.

(⇐) Sea B = {b1, . . . ,bm} y h : B → A una función sobreyectiva. La función д : A → B dada por
д(a) = bi donde i es el mínimo índice tal que h(bi ) = a está bien definida (siempre existe este índice pues
h−1({a}) , ∅ y N es bien ordenado). Además es fácil ver que h es inyectiva. Por la proposición anterior A es
finito y |A| ≤ |B |. �
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Comentario 1.29. La versión para conjuntos infinitos del principio sobreyectivo sirve solo si se supone el
axioma de elección.

Podemos rescribir el principio sobreyectivo de una manera coloquial como sigue.

Proposición 1.30. (Principio Sobreyectivo) (informal) Para probar que un conjunto tiene una cantidad menor
o igual de elementos que otro, basta encontrar una sobreyección del segundo conjunto al primero. En particular, si
se encuentra una sobreyección de A en B, y una sobreyección de B en A, entonces A y B tienen el mismo cardinal.

Los principios anteriores distintas maneras de probar que dos conjuntos tienen el mismo cardinal.

Corolario 1.31. Sean A y B dos conjuntos finitos. Los siguientes son equivalentes.

1. |A| = |B |.
2. Existe una inyección de A en B y una inyección de B en A.
3. Existe una sobreyección de A en B y una sobreyección de B en A.
4. Existe una inyección de A en B y una sobreyección de A en B.

Demostración. Directa de los principios inyectivo y sobreyectivos. �

Como para números naturales hay tricotomía (para a,b ∈ N, a < b, a > b o a = b) concluimos como
corolario:

Corolario 1.32. Si A y B son dos conjuntos finitos entonces exactamente una de las siguientes se cumple:

1. Existe una inyección de A en B no sobreyectiva.
2. Existe una sobreyección de A en B no inyectiva.
3. Existe una biyección de A en B.

1.4. Demostraciones Combinatoriales. Principios de la suma y el producto.

Una aplicación importante de todos los principios que hemos enunciado es que nos permiten en varios
casos demostrar identidades usando argumentos combinatoriales.

Definición 1.33. Para probar una identidad del tipo r = s, donde r y s son expresiones aritméticas que se
evalúan a números naturales, podemos encontrar conjuntos R y S , con |R | = r y |S | = s y luego encontrar
una biyección entre R y S . A este tipo de demostraciones se le conoce como demostración combinatorial.
El método anterior se extiende también para probar desigualdades r ≤ s. En dicho caso basta encontrar una
inyección de R en S o una sobreyección de S en R.

Estamos listos para formalizar dos principios básicos para el conteo: los principios de la suma y del pro-
ducto.

Definición 1.34. Principio de la suma. Sean A y B conjuntos finitos disjuntos entonces

|A ∪ B | = |A| + |B |.

Definición 1.35. Principio del producto. Sean A y B conjuntos finitos.

|A × B | = |A| · |B |.

Los principios de la suma y del producto tradicionalmente se enuncian de manera coloquial como sigue.
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Definición 1.36. Principio de la suma (informal) Si una actividad se puede realizar de a maneras y una
segunda actividad se puede realizar de b maneras. Entonces existe un total de a + b maneras de realizar
exactamente una de las dos actividades.

Definición 1.37. Principio del producto (informal) Si hay a formas de hacer una actividad y b maneras de
hacer una segunda actividad entonces existen a ·b formas de realizar ambas actividades de manera secuencial.

Demostración combinatorial del principio de la suma. Sean A = {a1, . . . ,an} y B = {b1, . . . ,bm} conjuntos

finitos disjuntos. La función f : [n + m] → A ∪ B dada por f (i) =

{
ai si i ∈ [n],
bi−n si n + 1 ≤ i ≤ n +m

es una

biyección. �

Demostración combinatorial del principio del producto. Sean A = {a1, . . . ,an} y B = {b1, . . . ,bm} conjuntos
finitos. La función f : A × B → [n ·m] dada por f (ai ,bj ) = (i − 1)m + j es una biyección. �

Ejemplo 1.38.

1. Una alumna debe elegir un ramo electivo para llenar su curriculum. El departamento de matemáticas
ofrece 12 ramos electivos que ella puede tomar y el departamento de física ofrece 9. Como los cursos
son distintos, el principio de la suma nos dice que ella tiene 12 + 9 = 21 opciones.

2. Un menú simple en el casino consiste de un plato de entrada y un plato de fondo. El casino ofrece cada
dia 3 opciones de platos de entrada y 2 de platos de fondo. Luego el número de menús simples distintos
es 3 · 2 = 6.

Algunas consecuencias inmediatas de lo que tenemos hasta ahora:

Corolario 1.39. Sean A,B,C,D conjuntos finitos.

1. (Principio de la Diferencia) |B \A| = |B | − |A ∩ B |.
2. (Principio de inclusión-exclusión básico: cardinalidad es modular) |A ∪ B | + |A ∩ B | = |A| + |B |.
3. |A∆B | = |A| + |B | − 2|A ∩ B |.
4. |(A ×A) ∩ (B × B)| = |A ∩ B |2.
5. |(A × B) ∩ (C × D)| = |A ∩C | · |B ∩ D |.

Demostración. Ejercicio 1.4. �

Los principios de la suma y del producto se generalizan inmediatamente a múltiples conjuntos.

Proposición 1.40 (Principio de la Suma). Si {A1, . . . ,Ak } es una colección de conjuntos disjuntos cuya unión
es A entonces |A| =

∑k
i=1 |Ai |. Esto vale incluso si k = 0, en cuyo caso A = ∅, |A| = 0 y

∑0
i=1 |Ai | = 0.

Proposición 1.41 (Principio del Producto). Si (A1, . . . ,Ak ) es una secuencia finita de conjuntos finitos entonces
|
�k

i=1 Ai | = |
∏k

i=1 Ai | =
∏k

i=1 |Ai |. Esto vale incluso si k = 0, en cuyo caso,
∏0

i=1 Ai =
�0

i=1 Ai = {ε} y luego
|
∏0

i=1 Ai | = 1 =
∏0

i=1 |Ai |.

Los principios anteriores se prueban por inducción en k o directamente, de manera combinatorial.

Corolario 1.42. Para todo conjunto finito A y todo k ∈ N, |Ak | = |A|k , donde entendemos (como siempre en
aritmética natural) que 00 = 1.

Recordemos que Ak no es más que una notación agradable para denotar al conjunto de funciones de [k]
en A. Esta notación es muy flexible y se extiende como sigue.
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Definición 1.43. El conjunto de funciones de A en B se denota como BA.

Con esto A[k ] = Ak por definición.

Proposición 1.44. Para A y B finitos,
|BA | = |B | |A | .

Demostración. Sea A = {a1, . . . ,an}, con n = |A|. La función φ : BA → Bn dada por φ(f )i = f (ai ) es una
biyección. �

Ejemplo 1.45.

1. ¿Cuántos números naturales entre 1 y 1000 comienzan por la cifra 6?
Solución: Separemos estos números por cantidad de cifras. De una cifra, hay 1 número que comienza
por 6 (el 6). De dos cifras, tenemos los 10 números entre 60 y 69. De tres cifras tenemos los 100 números
entre 600 y 699. Luego en total hay 1 + 10 + 100 = 111 números que satisfacen lo pedido.

2. ¿Cuántos números naturales de a lo más 5 cifras se escriben sin usar la cifra 5?
Solución: Hay al menos dos formas de contar este conjunto. Una de ellas involucra contar mediante
el principio de producto la cantidad de números de i cifras que se escriben sin el 5, y luego sumar las
cardinalidades sobre todo i. Esta manera si bien es válida, es algo larga y merece cuidado: Se debe
recordar que los números de i cifras (con i ≥ 2) no pueden empezar con la cifra 0.

Una solución alternativa es encontrar una biyección entre el conjunto contado y las secuencias (a1,a2,a3,a4,a5)

donde cada ai puede ser uno de los 9 elementos de N10 \ {5}. La biyección consiste en completar cada
número con 0’s a la izquierda. El principio del producto nos garantiza entonces que hay 95 números.

Ejemplo 1.46. Probar combinatorialmente que para todo número n ∈ N+,

n2 = (n + 1)(n − 1) + 1.

Solución: El lado izquierdo es la cardinalidad de Y = [n]2, mientras que el lado derecho es la cardinalidad
del conjunto X = ([n + 1] × [n − 1]) ∪ {(n + 1,n)} Se puede obtener una biyección de X en Y notando que

X = [n] × [n − 1] ∪ {n + 1} × [n].
Y = [n] × [n − 1] ∪ [n] × {n}.

es fácil entonces escribir la biyección

(x,y) 7→

{
(x,y) si (x,y) ∈ [n] × [n − 1],
(y,n) si (x,y) = (n + 1,y) ∈ {n + 1} × [n].

.

La demostración anterior es algo forzada, ya que realmente es muchísimo más simple probarla de manera
algebraica. No siempre esto es así. A continuación veamos que la fórmula para la suma geométrica se puede
probar combinatorialmente.

Ejemplo 1.47. Pruebe combinatorialmente que para todo n,m números naturales conm ≥ 2, se tiene

(m − 1)
n∑
i=0

mi =mn+1 − 1.

Solución: El lado izquierdo cuenta el conjunto X = {w = yσ : y ∈ [m]∗, 0 ≤ |Y | ≤ n,σ ∈ [m − 1]}. Mientras
que el lado derecho cuenta el conjunto Y = [m]n+1 \ {(m,m, . . . ,m)}. Cada w ∈ X tiene largo |w | ≤ n + 1.
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Considere la función φ : X → Y , que toma cada palabra de X y le agrega al final símbolos m hasta que la
palabra tenga largo n + 1, es decir:

φ(w) = wmn+1−|w | .

Como la palabra w termina en un simbolo σ distinto de m, φ es biyectiva (su inversa consiste en eliminar
letrasm del final de la palabra hasta que ésta no termine enm).

Ejemplo 1.48.

1. ¿Cuántas palabras de A∗ tienen a lo más k símbolos, para un conjunto finito A?
Solución: Estamos buscando

��⋃k
i=0 A

i
�� = ∑k

i=0 |A|
i . La cantidad anterior depende del cardinal de A y se

simplifica usando suma geométrica a ser:

[[|A| , 1]]
|A|k+1 − 1
|A| − 1

+ [[|A| = 1]](k + 1).

Note que la fórmula también vale para A = ∅ (en dicho caso,
⋃k

i=0 A
i = A0 = ∅0 = {∅} que tiene

1 = 0−1
0−1 elementos).

2. ¿Cuántas números naturales de a lo más k cifras se escriben sin usar la cifra 0?
Solución: El conjunto que deseamos contar está en biyección con las palabras en [9]∗ que tienen entre
1 y k símbolos. Usando el ejercicio anterior, éstas son exactamente

9k+1 − 1
9 − 1

− |[9]|0 =
9k+1 − 9

8
.

3. Una palabra es palíndroma si al leerse de derecha a izquierda se obtiene la misma palabra. ¿Cuántas
palabras palíndromas hay en Ak?
Solución: La solución depende de si k es par o impar.
Si k es par, entonces toda palabra palíndroma en Ak se escribe como wwR , con w ∈ Ak/2, donde wR es
la palabra w escrita de derecha a izquierda.
Si k es impar, entonces toda palabra palíndroma en Ak se escribe comowxwR , conw ∈ A(k−1)/2, x ∈ A.
Luego la cantidad pedida es:

[[k par]] · |Ak/2 | + [[k impar]] · |A(k−1)/2 | · |A| = Adk/2e .

Un ejemplo importante de demostración combinatorial consiste en probar que el conjunto potencia de [n]
tiene exactamente 2n elementos.

Ejemplo 1.49. Probar que para todo n ∈ N,

|P(n)| = 2n .

Solución:Más generalmente, siA es conjunto cualquiera (no necesariamente finito), probamos que |P(A)| =
|{0, 1}A |. Para esto considere la biyección φ : P(A) → {0, 1}A dada por su indicatriz φ(X ) = χX , es decir

φ(X )i = [[i ∈ X ]],∀i ∈ A.

Con esto, |P(n)| = |{0, 1}n | = 2n . �

Observación 1.50. Mucha gente simplemente llama 2X a P(X ). Esto viene de la biyección anterior, y usando
la definición de Von Neumann de los naturales como conjuntos (n := Nn , es decir 2 = N2 = {0, 1}).
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Aunque menos frecuentes, también podemos dar demostraciones combinatoriales de desigualdades:

Ejemplo 1.51. Probar que para todo n ∈ N,
n ≤ 2n,

Demostración. Usamos la inyección [n] → P([n]) dada por i 7→ {i}. �

Ejemplo 1.52. Probar que para todo n ∈ N,

n2 ≤ 2(2n − 1),

Demostración. El lado derecho cuenta {−,+} × P([n]) \ {∅}, es decir pares (s,X ) con s un signo y X un

subconjunto no vacío de [n]. La función (s,X ) 7→

{
(mı́nX ,máxX ) s = +,

(máxX ,mı́nX ) s = −,
es claramente sobreyectiva en

[n]2, probando la igualdad. �

1.5. Multiconteo o sobreconteo

Una aplicación muy importante del principio de la suma es el siguiente:

Lema 1.53. SeaG = (L∪R, E) un grafo bipartito, entonces
∑
v ∈L dG (v) =

∑
w ∈R dG (v) En particular, si el grafo

G es (s, t)-regular (i.e.,el grado de cada vértice en L es s, y el grado de cada vértice en R es t) se concluye que
|L|s = |R |t .

Demostración. Basta notar que
⋃

v ∈L δ (v) = E =
⋃

v ∈R δ (v). �

La propiedad anterior es la base de una técnica llamada multiconteo. En general cada grafo bipartito
codifica una relación binaria entre dos conjuntos. Si esta relación es, por ejemplo una función biyectiva,
ambos conjuntos tienen el mismo cardinal (esto corresponde a un grafo bipartito 1-regular). Si la relación es
una función tal que cada elemento del conjunto de llegada R tiene exactamente k preimágenes en L, entonces
el grafo es (1,k)-regular y aplicando multiconteo se tiene que |R | = |L|k. Esta técnica general es muy útil
cuando se desea probar combinatorialmente ecuaciones del tipo |A| = |B | pq .

Postergaremos su uso hasta tener un poco más de vocabulario, pero damos un ejemplo simple a continua-
ción.

Lema 1.54. (Handshaking lemma) Si G = (V , E) es un grafo cualquiera, entonces |E | =
∑
v∈V dG (v)

2 .

Demostración. Considere el grafo bipartito H con bipartición V (G), y E(G) donde ve es arista si v es un
extremo de e. Como cada elemento v ∈ V (G) está conectado en H con dG (v) elementos e ∈ E(G) tenemos
que |E(H )| =

∑
v ∈V (G) dG (v). Por otro lado, cada arista de E(G) está conectada en H con dos vértices de V .

Luego |E(H )| = 2|E(G)|. Igualando se concluye la demostración. �

1.6. Principio general del producto. Ordenamientos.

Muchas veces deseamos contar secuencias de k tareas, donde la i-ésima tarea se puede elegir dentro de
un conjunto dado, pero no todas las secuencias son válidas. Un caso donde esto ocurre es cuando una vez que
las primeras i − 1 tareas se han elegidos, existen exactamente ni posibilidades para elegir la i-ésima tarea de
modo que la secuencia se puede completar a una secuencia válida. En dicho caso, al igual que con el principio
tradicional, el número total de secuencias válidas es

∏k
i=1 ni .

La descripción formal de este principio está a continuación y su demostración se deja propuesta (Ejercicio
1.9).
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Definición 1.55. Sea B ⊆ A∗ un lenguaje sobre un alfabeto cualquiera. Decimos que una palabra w ∈ A∗ es
un prefijo de B si existe w ′ ∈ A∗ tal que ww ′ ∈ B. Decimos que w es sufijo de B si existe w ′ tal que w ′w ∈ B.

Proposición 1.56. [Principio general del producto] Sea ∅ , B ⊆ Ak , para k ∈ N, un conjunto de palabras de
largo k. Suponga que los valores s1, s2, . . . , sk ∈ N satisfacen que para todo 1 ≤ j ≤ k y todo prefijow de B, con
|w | = j − 1 existen exactamente sj símbolos a en A tal que wa es prefijo de B, entonces |B | =

∏k
i=1 si .

Una aplicación habitual corresponde a calcular el número de ordenamientos de un conjunto.

Definición 1.57. Un ordenamiento de un conjunto finito A es una palabra en A |A | con todos sus elementos
distintos. Así, por ejemplo los ordenamientos de {a, 1, 2} son {a12,a21, 1a2, 12a, 2a1, 21a}. Llamamos ord(A)
al conjunto de ordenamientos de A, y definimos n! := | ord([n])|.

Proposición 1.58. n! =
∏n

i=1 i.

Demostración. Notamos que ord(∅) = ∅0 = {ε} por lo que 0! = 1. Tomemos ahora n ≥ 1. El primer símbolo
de un ordenamiento de [n] se puede elegir de n maneras; el segundo, de solo n − 1 (cualquiera excepto el
primer símbolo); en general, el i-ésimo símbolo se puede elegir de n− (i −1)maneras, por lo tanto el número
de ordenamientos es igual a

∏n
i=1(n − (i − 1)) =

∏n
i=1 i. �

Observación 1.59. Si A tiene n elementos, entonces podemos usar la biyección natural entre A y [n] para
concluir que ord(A) también tiene n! = |A|! elementos.

En esta sección veremos varias consecuencias del principio general del producto. Antes de ello, veamos un
par de ejemplos que ilustran dificultades que podremos encontrar.

Ejemplo 1.60. ¿Cuántas secuenciasw de 2n números enteros cumplen las siguientes condiciones simultánea-
mente?

wn = 0.
Dos elementos consecutivos de la secuencia difieren en exactamente 1 unidad.

Solución. Para describir w , procedemos por pasos determinando un elemento de la secuencia a la vez en el
siguiente orden: Primero wn; Luego todos los elementos que le siguen wn+1, . . . ,w2n; Finalmente los ele-
mentos que le preceden wn−1,wn−2, . . . ,w1. Notamos que a excepción por el primer paso que tiene 1 opción
wn = 0, en cada paso podemos elegir el elemento correspondiente de 2 maneras (como el sucesor o el an-
tecesor del único elemento consecutivo que ya ha sido definido). Luego, el número de secuencias válidas es
1 · 22n−1 = 22n−1. �

El siguiente problema muestra que no siempre la primera idea funciona:

Ejemplo 1.61. ¿Cuántas ordenamientos de [n] son tales que el conjunto de símbolos de cada prefijo es un
intervalo? Por ejemplo, si n = 4, 3241 y 2134 satisfacen la propiedad pero 1243 no.

Solución. Si se intenta aplicar el principio del producto para construir la palabra símbolo por símbolo desde
la izquierda rápidamente nos encontramos con problemas: si en algún minuto wi = 1 o wi = n, el siguiente
símbolo está predeterminado y en cualquier otro caso, el siguiente símbolo tiene 2 opciones.

Resulta más simple resolver el problema de derecha a izquierda. Para w ordenamiento de [n], e I ⊆ [n],
llamemos wI = {wi : i ∈ I }. Luego w[n] = [n] es intervalo. En cada momentom ≥ 2, si w[m] es intervalo hay
solo 2 opciones para wm que dejan w[m−1] intervalo (elegir wm como el extremo superior o como el extremo
inferior de w[m]). Sigue que hay 2 opciones para wn , 2 para wn−1, . . . , y 2 para w2, w1 queda determinado
por las decisiones anteriores. En conclusión hay 2n−1 tales ordenamientos. �
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1.7. Ordenamientos circulares.

Un conjuntoA de n personas se desean sentar en una mesa circular. ¿Cuántas formas existen si dos formas
se consideran idénticas cuando cada persona tiene el mismo vecino derecho, es decir si una es una rotación
de la otra?

Llamemos a cada posible configuración un ordenamiento circular de A, y ordC (A) al conjunto de dichos
elementos. Una forma de resolver este problema es creando una relación bipartita entre ordenamientos de A
y ordenamientos circulares de A: un ordenamiento circular se relaciona con todos los ordenamientos lineales
que se pueden leer eligiendo un elemento cualquiera de A como primer elemento y luego leyendo la palabra
de An formada al avanzar en el sentido del reloj.

Cada ordenamiento circular se relaciona con n ordenamientos lineales y cada ordenamiento lineal se
relaciona con 1 ordenamiento circular. De esto se deduce que n |ordC (A)| = 1|ord(A)| y luego

|ordC (A)| = [[n ≥ 1]]
n!
n
+ [[n = 0]] = (n − 1)!

1.8. Ejercicios

Ejercicio 1.1. Felipe tiene una barra de chocolate pre-picada en nm cuadritos (n filas y m columnas). Es-
ta barra es bastante dura por lo cual para comerla debe antes separar los cuadritos. Felipe puede en cada
paso romper una de las piezas que tenga y, mediante un fuerte golpe, dividirla a través de una de las filas
horizontales o verticales. ¿Cuál es el número mínimo de pasos que Felipe debe realizar para separar la barra
completamente en nm cuadritos?

Ejercicio 1.2. Sean n,m ∈ N. Demuestre que n =m si y solo si existe biyección entre [n] y [m]. Concluya que
si un conjunto A es finito entonces existe un solo valor n tal que |A| = n.
Indicación: Suponga que n ≤ m y pruebe la afirmación por inducción enm.

Ejercicio 1.3. Pruebe que todos los subconjuntos de un conjunto finito son finitos3. Más aún pruebe queA ⊆ B
y B finito implica que A es finito y |A| ≤ |B |.

Ejercicio 1.4. Pruebe el Corolario 1.39 .

Ejercicio 1.5. Pruebe los principios de la suma y producto para múltiples conjuntos (Proposiciones 1.40 y
1.41) de dos maneras: por inducción y también dando directamente una biyección natural entre

⋃n
i=1 Ai y

[
∑n

i=1 |Ai | ] en el caso de la suma, y entre
∏n

i=1 Ai y [
∏n

i=1 |Ai | ] en el caso del producto.

Ejercicio 1.6. Demostrar combinatorialmente que para todo a,b, c ∈ N,

ab · ac = ab+c , (ab )c = ab ·c , (ab)c = ac · bc

Usando las propiedades anteriores, deduzca que para todo par de conjuntos finitos disjuntos A y B, los con-
juntos siguientes tienen todos el mismo cardinal P(P(A))P(B),P(P(B))P(A),P(P(A ∪ B)),P(P(A) × P(B))

Ejercicio 1.7. Pruebe combinatorialmente la desigualdad de Bernoulli siguiente:

∀n,k ∈ N, (1 + n)k ≥ 1 + nk .

Ejercicio 1.8. Pruebe combinatorialmente la desigualdad siguiente:

∀a,b, c ∈ N+, (a + b)c ≥ ac + bc .

3Hágalo sólo usando la definición de equipotencia, no use el principio inyectivo
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Ejercicio 1.9. Demuestre el principio general del producto, reduciéndolo al principio habitual (Proposición
1.56)

Ejercicio 1.10. ¿Cuántos números de 9 dígitos (notar que su primer dígito no puede ser 0) cumplen las
siguientes condiciones simultáneamente?

La cifra central es un 5.
Dos cifras consecutivas difieren en exactamente 1 unidad.

Ejercicio 1.11. Vuelva a responder la misma pregunta del ejercicio anterior pero ahora considere números
de 11 dígitos. Indicación: Puede ser más simple contar palabras en N∗10 que satisfagan las propiedades y luego
eliminar aquellas que no corresponden a números.

Cardinales generales

Los ejercicios siguientes pueden ser algo distantes al curso de combinatoria, pero se incluyen para los
interesados.

Ejercicio 1.12. Defina las relaciones entre clases (X ≈ Y ⇐⇒ |X | = |Y |), (X � Y ⇐⇒ ∃f : X → Y
inyectiva), (X �∗ Y ⇐⇒ ∃f : Y → X sobreyectiva). Pruebe (sin usar axioma de elección) que ≈ es de
equivalencia, que �, �∗ son preordenes y que X � Y implica X �∗ Y .

Ejercicio 1.13. Pruebe sin usar axioma de elección el teorema de Cantor-Schröder–Bernstein siguiente: X �
Y � X implica X ≈ Y .
Indicación: SupongaX ∩Y = ∅, y sean f : X → Y y д : Y → X las inyecciones dadas por hipótesis. Considere
el digrafo bipartito infinitoG = (X ∪Y , E) donde E = {(x,y) ∈ X ×Y : f (x) = y}∪ {(y, x) ∈ Y ×X : д(y) = x}.
Para cada componente conexa C de G, cree una biyección h : C ∩ X → C ∩ Y .

Ejercicio 1.14. (Análisis) Pruebe usando el axioma de elección que X �∗ Y implica X � Y , y deduzca el
teorema dual de Cantor-Schröder–Bernstein. X �∗ Y �∗ X implica X ≈ Y .

Ejercicio 1.15. (Análisis) Pruebe usando el axioma de elección que � es una relación total (i.e. para todo
X ,Y , X � Y o Y � X ).
Indicación: El caso interesante es si X , Y son no vacíos. Defina en este caso S =

⋃
A⊆X ,B⊆Y { f : A →

B, biyectiva}. Pruebe que S , ∅ y defina un orden (S, ≤) donde f ≤ д si д extiende a f . Use Lema de Zorn
para este orden.

Ejercicio 1.16. Este ejercicio da una manera alternativa de definir conjuntos finitos que no depende de la
existencia del conjunto de los números naturales. Un conjunto A se dice Dedekind-finito si no es equipotente
con ninguno de sus subconjuntos propios, es decir

(∀B ⊆ A), |A| = |B | ⇐⇒ A = B.

Se dice que es Dedekind-infinito si no es Dedekind-finito. Pruebe que los siguientes son equivalentes:

A es Dedekind-infinito
Existe una inyección f : A→ A no sobreyectiva.
Existe una inyección de N en A.
Existe B ⊆ A con |B | = |N|.

Ejercicio 1.17. Pruebe que si A es finito entonces es Dedekind-finito.
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Ejercicio 1.18. (Análisis) Pruebe usando el axioma de elección la recíproca de de la proposición anterior, es
decir que todo conjunto Dedekind-finito es finito.
Ojo: La demostración estándar que muestra que todo conjunto infinito A satisface |N| ≤ |A| usa axioma de
elección.

Ejercicio 1.19. (Análisis) SeanA,B,C conjuntos. Definimos la suma y producto de cardinales generales como
sigue.

|A| + |B | = |C | ⇐⇒ existen A′,B′ disjuntos tal que|A| = |A′ |, |B | = |B′ |, |A′ ∪ B′ | = |C |.
|A| · |B | = |C | ⇐⇒ |A × B | = |C |.

Pruebe que si al menos uno de A o B son infinitos, entonces (usando el axioma de elección),

|A| + |B | = |A| · |B | = máx(|A|, |B |),

donde

máx(|A|, |B |) =

{
|B | si |A| ≤ |B |
|A| si |B | ≤ |A|
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Capítulo 2

Selecciones de elementos.

2.1. Selecciones de objetos de un conjunto fijo

Hay dos parámetros importantes a considerar para clasificar selecciones de elementos de un conjunto dadoA.
(1) Si se permiten repetir elementos. (2) Si el orden importa. Cuando el orden importa, hablamos de listas
o secuencias sobre A y usamos notación de palabras (ej: abc , acb). Cuando el orden no importa hablamos
de combinaciones sobre A y usamos notación de conjuntos (si no se permite repetir) o de multiconjuntos.
En particular, cuando deseemos considerar elementos repetidos, es útil poner los elementos en un paréntesis
cuadrado (ej: [a,a,b] = [a,b,a]) donde permitimos agrupar términos como potencias (si no hay confusión, po-
demos evitar escribir las comas), [a,a,b, c, c] = [a2bc2]. La siguiente tabla nos ayudará a introducir notación.

Selecciones de k objetos. Sin repetición Con repetición
Importa el orden k-variaciones. k-secuencias.

(Listas) Ak . Ak .

No importa el orden k-conjuntos. k-multiconjuntos.

(Combinaciones)
(
A

k

)
.

((
A

k

))
.

Nota: En varios textos, Ak se denota por (A)k . Usamos la primera notación para evitar confusión con el uso
de subindices.

Ejemplo 2.1. Si X = {x,y} es un conjunto de 2 elementos, entonces la pregunta ¿De cuántas maneras se
pueden seleccionar dos elementos de X? es ambigua ya que dependiendo del contexto, la respuesta puede
ser 1, 2, 3 o 4:

1. Hay 1 2-conjunto de X :
(X

2

)
= { {x,y} }.

2. Hay 2 2-variaciones de X : X 2 = {xy,yx}.
3. Hay 3 2-multiconjuntos de X :

((X
2

))
= {[xx], [xy], [yy]}.

4. Hay 4 2-secuencias de X : X 2 = {xx, xy,yx,yy}.

Ejemplo 2.2. Para k pequeño, las k-variaciones, k-conjuntos y k-multiconjuntos de A = {a,b, c} son:

A2 = {ab,ac,ba,bc, ca, cb}, A3 = {abc,acb,bac,bca, cab, cba}, A4 = ∅.(
A

2

)
= {{a,b}, {a, c}, {b, c}},

(
A

3

)
= {{a,b, c}},

(
A

4

)
= ∅.

17
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A

2

))
= {[a2], [ab], [ac], [ba], [b2], [bc], [ca], [cb], [c2]}.((

A

3

))
= {[a3], [a2b], [a2c], [ab2], [abc], [ac2], [b3], [b2c], [bc2], [c3]}.((

A

4

))
= {[a4], [a3b], [a3c], [a2b2], [a2c2], [a2bc], [ab3], [ac3], [ab2c], [abc2], [b4], [b3c], [b2c2], [bc3], [c4]}.

Observación 2.3. Caso especial: k = 0.
Para todo A, A0 = A0 =

(A
0

)
=

((A
0

))
= {ε} donde ε representa la lista/combinación vacía.

Observación 2.4. Caso especial: A = ∅.
Para todo k ≥ 1, ∅k = (∅)k =

(
∅

k

)
=

((
∅

k

))
= ∅.

En lo que resta de la sección estudiaremos la cardinalidad de los conjuntos anteriormente definidos. Para
ello, la siguiente notación es de utilidad.

Definición 2.5. Para todo n,k ∈ N, (re)definimos

nk :=
��� [n]k ��� (Potencias naturales)

nk :=
���[n]k ��� (Factorial decreciente)(

n

k

)
:=

����([n]k )���� (Combinatorio de n sobre k, o coeficiente binomial de n sobre k)((n
k

))
:=

����(( [n]k ))���� (Multicombinatorio de n sobre k)

Observación 2.6. Si |A| = n entonces |Ak | = nk , |Ak | = nk ,
�� (A
k

) �� = (n
k

)
y
�� ((A

k

)) �� = ((n
k

))
. Estas igualdades se

prueban usando la biyección entre A y [n].

Puede parecer extraño que hayamos redefinido las potencias naturales siendo una operación tan habitual.
Sin embargo al hacerlo de esta manera respondemos de inmediato la siguiente duda natural ¿Cual es la
definición natural de 00? En general, ¿como definimos los valores anteriores cuando n = 0?

Observación 2.7. Usando las definiciones y observaciones anteriores, se concluye que para todo n ∈ N:

n0 = n0 =

(
n

0

)
=

((n
0

))
= 1.

En particular,

00 = 00 =

(
0
0

)
=

((
0
0

))
= 1,

y
0! = 00 = 1.

Por otro lado, para todo k ≥ 1

0k = 0k =
(
0
k

)
=

((
0
k

))
= 0.

Como es de esperar, (por principio del producto), la definición de potencias naturales coincide con la
definición habitual, es decir nk = |[n]k | =

∏k
i=1 |[n]| =

∏k
i=1[n].
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2.2. Variaciones, ordenamientos y permutaciones de un conjunto.

Prosigamos con las variaciones de un conjunto. Recordamos que si A es un conjunto con n elementos,
entonces directamente

��Ak
�� = nk . La próxima proposición da una fórmula para esta cantidad.

Proposición 2.8.

∀n ∈ N : nn = n! =
n∏
i=1

i,

∀n,k ∈ N : nk = n · (n − 1) · · · (n − k + 1) =
n∏

i=n−k+1
i .

y luego,

∀n,k ∈ N : nk = [[k ≤ n]]
n!

(n − k)!
.

Demostración. La primera parte sale del hecho que [n]n = ord([n]) por definición. Luego nn = |ord([n])| =
n! =

∏n
i=1 i. Para la segunda, notamos que [n]k = ∅ para k ≥ n + 1, por lo que nk = 0 si k ≥ n + 1. En

otro caso, la identidad se obtiene del principio general del producto. La tercera se obtiene de combinar las
dos expresiones anteriores para el caso k ≤ n. �

Al igual que las secuencias están en biyección con cierto conjunto de funciones, las variaciones están en
biyección con cierto conjunto de funciones inyectivas.

Definición 2.9. El conjunto de funciones inyectivas de A en B se denota como Iny(A,B) = { f ∈ BA |
f inyectiva}.

Proposición 2.10. Para A y B finitos,
|Iny(A,B)| = |B | |A | .

Demostración. Sea A = {a1, . . . ,an}, con n = |A|. La función φ : Iny(A,B) → Bn dada por φ(f )i = f (ai ) es
una biyección. �

Definición 2.11. Una permutación de A es una función biyectiva de A en si misma. Denotamos al conjunto
de permutaciones de A como SA = { f ∈ AA | f biyectiva}. Además, denotamos Sn := S[n].

Proposición 2.12. Para A finito,
|SA | = |A| !

Demostración. Directo del hecho que SA = Iny(A,A), y del hecho que n! = nn . �

Observación 2.13. Como las permutaciones de un conjunto A de cardinal n están en biyección con las n-
variaciones (ordenamientos) de A, es común (pero confuso) llamar también permutación de A a los ordena-
mientos de A.

Dadas las proposiciones anteriores, es tentador denotar Iny(A,B) como BA, ySA comoA!. Nos resistiremos
a esa tentación pues la última notación no es estándar.
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2.3. Combinaciones: subconjuntos y multiconjuntos

Prosigamos con las combinaciones de un conjunto. Al igual que antes notamos que si A tiene n elementos,
entonces directamente

�� (A
k

) �� = (n
k

)
. La próxima proposición nos da una fórmula para esta cantidad.

Proposición 2.14.

∀n,k ∈ N :
(
n

k

)
=
nk

k!
= [[k ≤ n]]

n!
(n − k)!k!

.

Demostración. Por multiconteo entre variaciones y combinaciones. Consideremos la función f : [n]k →
([n]
k

)
,

que manda cada k-variación w a su conjunto de símbolos. Cada conjunto X en
([n]
k

)
tiene exactamente k!

preimágenes pues f −1(X ) = ord(X ). Luego: 1nk = k!
(n
k

)
, de lo que se deduce lo pedido. La segunda igualdad

es una simplificación de nk . �

Antes de proseguir con los multiconjuntos, detengámonos a resolver algunos problemas.

Ejercicios resueltos 2.15. De una demostración combinatorial de las siguientes identidades-

1. ∀0 ≤ k ≤ n :
(
n

k

)
=

(
n

n − k

)
.

2. ∀k,n ∈ N :
(
n + 1
k + 1

)
=

(
n

k + 1

)
+

(
n

k

)
.

3.
n∑
k

(
n

k

)
= 2n .

Demostración.

1. Usar la biyección
([n]
k

)
→

( [n]
n−k

)
dada por X 7→ [n] \ X (complemento).

2. Basta notar que
(
[n + 1]
k + 1

)
=

(
[n]

k + 1

)
︸  ︷︷  ︸

Conjuntos sin n + 1

∪

{
{n + 1} ∪ Y : Y ∈

(
[n]

k

)}
y que la unión es disjunta.

3. Directo de P([n]) =
⋃n

k=0

([n]
k

)
, y del hecho que 2n = |P([n])|. �

Uno de los ejercicios anteriores nos permite dar una definición alternativa de los coeficientes binomiales
en función de una recurrencia. Esto aparecerá con cierta frecuencia en el curso.

Proposición 2.16. Los números
( (n

k

) )
n,k≥0 están definidos por la siguiente recurrencia:

∀k,n ≥ 1 :
(
n

k

)
=

(
n − 1
k

)
+

(
n − 1
k − 1

)
.

con valores de borde,
(n
0

)
= 1, para n ≥ 0 y

(0
k

)
= 0, para k ≥ 1.

Tratemos ahora los multiconjuntos. Un multiconjunto de A es una selección de objetos de A donde cada
elemento puede aparecer más de una vez y el orden no importa. Para poder tratar con ellos necesitamos una
definición formal.
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Definición 2.17. SeaA un conjunto. Un multiconjunto deA es una función x : A→ N, donde x(a) representa
el número de veces que se selecciona a ∈ A. Llamamos tamaño de x a la cantidad |X | =

∑
a∈A x(a) y soporte

de x , al conjunto Sop(x) = {a ∈ A : x(a) ≥ 1}, llamamos elementos de x a los elementos de Sop(x). Decimos
que A = dom(x) es el conjunto de referencia de x .

Abusando notación, decimos que dos multiconjuntos B y C son iguales si tienen igual soporte e igual
función multiplicidad restringida a su soporte1. Podemos describir un multiconjunto listando sus elementos
en cualquier orden considerando repeticiones x = [a,a,b, c, c] o abreviadamente como x = [a2bc2]. Si cada
elemento de un multiconjunto aparece con multiplicidad 1, identificamos el multiconjunto con el conjunto
asociado.

Definición 2.18. Para A conjunto, llamamosM(A) al conjunto de sus multiconjuntos. En particular, P(A) ⊆
M(A), y ∅ es multiconjunto de cualquier conjunto. Para k ∈ N, llamamos

((A
k

))
= {x ∈ M(A) : |X | = k},

Recordemos que para n ∈ N, llamamos
((n
k

))
= |

(([n]
k

))
|.

Es directo notar queM(∅) = {∅} y que siA , ∅,M(A) es infinito. Además
((n

0

))
= 1 para n ≥ 0 y

((0
k

))
= 0

si k > 0. Ahora estamos listos para encontrar el valor de
((n
k

))
en otro caso.

Proposición 2.19. Para n,k ∈ N. Si n + k ≥ 1,((n
k

))
=

(
n + k − 1

k

)
Demostración. Si n = 0 y k ≥ 1, se tiene

((0
k

))
= 0 =

(k−1
k

)
. Así que supongamos que n ≥ 1. Considere la

biyección que a un multiconjunto x de [n] de tamaño k le asocia la palabra binaria x ′ ∈ {0, 1}n+k−1 dada por

x ′ = 0x (1)10x (2)1 · · · 10x (n−1)10x (n).

La asignación x 7→ x ′ es una biyección entre
(([n]
k

))
y las palabras en {0, 1}n+k−1 con exactamente k símbolos

0 y n − 1 separadores 1. El último conjunto, a su vez, está en biyección con
([n+k−1]

k

)
, ya que cada palabra x ′

está definida exactamente por el conjunto de índices i en [n + k − 1] tales que x ′i = 0. �

En nuestra notación actual, no tenemos la igualdad directa
((n
k

))
=

(n+k−1
k

)
pues para el caso n = k = 0 el

lado izquierdo es 1 y el derecho es
(
−1
0

)
que no tiene sentido. Más adelante, le daremos significado a

(
−n
k

)
y en

ese momento la igualdad deseada
(
−1
0

)
= 1 se tendrá. Haciendo ese importante supuesto tenemos la igualdad((n

k

))
=

(
n + k − 1

k

)
.

En el futuro, volveremos a usar biyecciones como esta, así que le daremos nombre a esta biyección. Para
x multiconjunto, llamamos a x ′ su palabra binaria asociada.

Al igual que antes, podemos dar una definición alternativa de los números
((n
k

))
via una recurrencia.

Proposición 2.20. Los números
( ((n

k

)) )
n,k≥0 están definidos por la siguiente recurrencia:

∀k,n ≥ 1 :
((n
k

))
=

(( n

k − 1

))
+

((
n − 1
k

))
.

con valores de borde,
((n

0

))
= 1, para n ≥ 0 y

((0
k

))
= 0, para k ≥ 1.

Demostración. Propuesta. �
1 Este abuso de notación está en el mismo espíritu de considerar iguales dos funciones que formalmente tengan distinto codominio

pero igual asignación.
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2.4. Ejercicios

Ejercicio 2.1. Para n,k,m ∈ N, dé demostraciones directas puramente biyectivas de

n! = (n − k)!nk

n! =
(
n

k

)
(n − k)!k!.

mk
(
n

k

)
= nk

(
m

k

)
nk (n − k)m = nm(n −m)k

Ejercicio 2.2. Demostrar combinatorialmente que para todo n,k ∈ N,

n! ≤ nn .

nk ≤ nk .(
n

k

)
≤

((n
k

))
.

Ejercicio 2.3. Las siguientes identidades son simples de probar algebráicamente, para n,k,a,b, c ∈ N. Prué-
belas combinatorialmente:

(k + 1)
(
n + 1
k + 1

)
= (n + 1)

(
n

k

)
= (n + 1 − k)

(
n + 1
k

)
.(

a + b + c

a

) (
b + c

b

)
=

(
a + b + c

b

) (
c + a

c

)
=

(
a + b + c

c

) (
a + b

a

)
.

Ejercicio 2.4. Veinte autos corren en una carrera. Sabiendo que no hay empates, conteste cada una de las
preguntas por separado: ¿Cuántos posibles resultados tiene la carrera si el resultado consiste en. . .

1. conocer el lugar de cada corredor?
2. determinar solo los 10 mejores corredores (la carrera es una clasificatoria, el orden entre los clasificados

no importa)?
3. es una competencia con medallas y solo importa quien sacó Oro, Plata y Bronce?

Ejercicio 2.5. Demuestre combinatorialmente la Proposición 2.20.

Ejercicio 2.6. ParaA conjunto, llamePk (A) = {x ∈ M(A) : xa ≤ k,∀a ∈ A} al conjunto de los multiconjuntos
que tienen a cada símbolo a lo más k veces, de modo que P1(A) = Pk (A) yM(A) =

⋃
k ∈N Pk (A). Pruebe

combinatorialmente que |Pk (A)| = (k + 1) |A | .

Ejercicio 2.7. Use las recurrencias de las proposiciones 2.16 y 2.20 para llenar 3 filas adicionales de los
siguientes triángulos de Pascal (no escriba los ceros).
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k(n
k

)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n 0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 35 35 21 7 1
8
9

10

k((n
k

))
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
3 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 66
4 1 4 10 20 35 56 84 120 165 220 286
5
6
7

¿Puede notar que un triángulo es una rotación del otro?

Ejercicio 2.8. Probar directamente de manera combinatorial o por doble conteo. Es decir, encuentre biyec-
ciones entre 2 conjuntos con las cardinalidades requeridas, o cuente un conjunto de dos maneras distintas,
además identifique la igualdad en el triángulo de Pascal correspondiente. Para todo n,m,k ∈ N.(

n + 1
2

)
=

n∑
i
i,

(
n + 1
k + 1

)
=

n∑
i

(
i

k

)
,((

n + 1
k

))
=

k∑
i

((n
i

))
,

((
n + 1
k + 1

))
=

n∑
i

k∑
j

((
i

j

))
.

Ejercicio 2.9. Probar directamente de manera combinatorial o por doble conteo. Es decir, encuentre biyec-
ciones entre 2 conjuntos con las cardinalidades requeridas, o cuente un conjunto de dos maneras distintas.∑

i
i

(
n

i

)
= n2n−1.∑

i
ik

(
n

k

)
= nk2n−k .

k∑
i=0

(
n

i

) (
m

k − i

)
=

(
n +m

k

)
. (Identidad de Vandermonde)((

n + 1
k

))
=

((
k + 1
n

))
Ejercicio 2.10. Una dulcería ofrece dulces de 10 sabores distintos. Si uno desea comprar una bolsa de 20
dulces (no necesariamente distintos). ¿Cuántas posibles bolsas se pueden formar? ¿Es

((20
10

))
o

((10
20

))
?

Ejercicio 2.11. Imagine que tiene un librero con n casilleros y considere un conjunto de k libros distintos
(identificado con [k]) que desea apilar en esos casilleros (en otras palabras, en cada casillero hay una lista or-
denada de libros, que eventualmente puede estar vacía). Llamemos (n,k)-libreros a cada posible configuración.
Por ejemplo, hay 12 (3, 2)-libreros distintos (codificados como listas separadas por barras a continuación).

|12| | | ; | |12| | ; | | |12| ; |21| | | ; | |21| | ; | | |21| ;

|1 |2 | | ; |1 | |2 | ; |2 |1 | | ; |2 | |1 | ; | |1 |2 | ; | |2 |1 | .
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Definamos (provisoriamente), nk como el cardinal del conjunto de los (n,k)-libreros.
Pruebe por inducción2 en k que

nk = n(n + 1)(n + 2) · · · (n + k − 1) =
n+k−1∏
i=n

i = (n + k − 1)k .

La cantidad nk se conoce como factorial creciente de n sobre k.
¿Puede dar una demostración combinatorial de la identidad3 nk = (n + k − 1)k?

Ejercicio 2.12. Usando el ejercicio anterior se puede notar que para n,k ∈ N,((n
k

))
= [[n ≥ 1]]

(
n + k − 1

k

)
+ [[n = k = 0]]

= [[n ≥ 1]]
(n + k − 1)k

k!
+ [[n = k = 0]] = [[n ≥ 1]]

nk

k!
+ [[n = k = 0]] =

nk

k!
.

Pruebe combinatorialmente la igualdad resultante. Específicamente, pruebe de manera biyectiva que

k!
((n
k

))
= nk .

Indicación: Recuerde como se probó que

k!
(
n

k

)
= nk .

Ejercicio 2.13. Hay n personas en una fila. Queremos asignarle a cada una de ellas un número del 1 al 9 de
modo que para cada persona (excepto los extremos), la diferencia entre los números de sus vecinos izquierdo
y derecho no sea divisible por 3. ¿De cuántas formas podemos lograr esto?

Ejercicio 2.14. Encuentre, para n ∈ N la cantidad de conjuntos de números enteros entre −n y n (inclusive)
que no contienen dos elementos con el mismo valor absoluto.

Ejercicio 2.15. Un cubo de 1 metro se subdivide en 1000 cubitos de 10 por 10 por 10 cm. ¿Cuántos cubitos
tienen sus tres coordenadas (fila, columna, altura) distintas?

Ejercicio 2.16. Encuentre la cantidad de números entre 0 y 999999 cuya expresión decimal es una secuencia
estrictamente decreciente de dígitos al ser leído de izquierda a derecha.

Ejercicio 2.17. Considere un tablero cuadriculado de n×n casilleros. ¿De cuántas maneras se pueden ubicar
en dicho tablero una ficha roja y una ficha azul de forma que no queden en casilleros contiguos (horizontal o
verticalmente)? ¿Cómo cambia su respuesta si se desean ubicar dos fichas blancas indistinguibles que cumplan
la propiedad anterior?

Ejercicio 2.18. Sea n ∈ N, n ≥ 2. Encuentre una fórmula para el número de divisores positivos de n en
función de su descomposición prima.

Ejercicio 2.19. Pruebe combinatorialmente que para todo n ∈ N∑
k

(
n

2k

)
=

∑
k

(
n

2k + 1

)
+ [[n = 0]]

2Piense que está poniendo los libros uno a uno en el librero.
3Para el lado derecho piense que está sacando los libros uno a uno del librero.
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Ejercicio 2.20. Pruebe combinatorialmente que para todo n ∈ N

n−1∑
k=1

k!k = n! − 1

Ejercicio 2.21. Demostrar combinatorialmente que para todo n,k ∈ N,

n∑
k=1

k! ≤ nn,
((n
k

))
≥

k∑
j=1

(
n

j

)
.

Ejercicio 2.22. Una torre es una pieza de ajedrez que puede atacar a piezas en su misma fila o columna.
Responda las siguientes preguntas en orden (no se salte partes, use la solución más simple que encuentre
para cada una, justificándola apropiadamente)

1. Sea k ∈ N ¿De cuántas maneras se pueden ubicar k torres indistinguibles en un tablero rectangular de
k × k casilleros de modo tal que ninguna torre pueda atacar a otra?

2. Sean k,n ∈ N ¿De cuántas maneras se pueden ubicar k torres indistinguibles en un tablero rectangular
de n × n casilleros de modo tal que ninguna torre pueda atacar a otra?

3. Sean k,n,m ∈ N ¿De cuántas maneras se pueden ubicar k torres indistinguibles en un tablero rectan-
gular de n ×m casilleros de modo tal que ninguna torre pueda atacar a otra?
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