MA3711 Optimizacion Matematica
Dualidad en Programacién Lineal

Héctor Ramirez C.

1. Problema Dual

Un problema lineal (P) en su forma estdndar (llamado en adelante simplemente primal) tiene como
problema dual a (D) al siguiente problema de optimizacién:

min 'z max by
(P): sa Ax = b (D): sa Ay < ¢
z > 0 y € R

Proposicién. El dual de (D) es el primal (P).

Propuesto. Muestre que para la formulaciones candnicas (P’) se tiene los problemas duales dados por (D'):

min cx max by
(P): sa Ar < b (D)): sa Ay < ¢
z > 0 y < 0

En el caso general, se tiene el siguiente cuadro:

minimizacién maximizacion
Si la restriccién es: | La variable es:
> >0
< <0
= eR
Si la variable es: | La restriccion es:
>0 <
<0 >
eR =

Problema 1. Calcule el dual del siguiente problema:

min 4x; +6x2 +2x3

S.a 2I1 —|—35€2 “+xs3 Z 4
41‘1 +x2 —X3 = 5
1,72 = 0
T3 e R
Solucién 1. FEl dual es
max 4y; +5y2
s.a 2yy +4y: < 4
3y1 +y2 < 6
i Y2 = 2
vy = 0
Y2 € R



2. Dualidad Débil y Fuerte

Teorema (Dualidad Débil). Sea (P) un problema primal de minimizacion y (D) su dual, que resulta ser un
problema de maximizacidn, y consideremos x e y, puntos factibles de (P) y (D), respectivamente. Entonces
ctxz > bly. En consecuencia, val(P) > val(D)

Corolario. Six ey son factibles para (P) y (D), respectivamente, tales que ctx = bty, entonces son dptimos.

Teorema (Dualidad Fuerte). Sea (P) un problema primal de minimizacién y (D) su dual, que resulta ser
un problema de mazximizacion. Entonces:

1. Si val(P) es un valor finito entonces val(D) también lo es y val(P) = val(D). Ademds (D) tiene
solucion.

2. Si val(D) es un valor finito entonces val(P) también lo es y val(P) = val(D). Ademds (P) tiene
solucion.

3. Si (P) es no acotado entonces (D) es infactible.
4. Si (D) es no acotado entonces (P) es infactible.

5. Ast, el dnico caso para el cual no se cumple dualidad fuerte es cuando (P) y (D) son infactibles.
Ademds, (P) (o (D)) tiene solucidn si y sdlo si es acotado y factible.

Teorema (Holgura Complementaria). Considere (P) en su forma estindar y su dual (D):

min c'z maz by
(P): s.a /Slvx i (l; (D) : sa Aly < ¢

Se tiene que x* e y* son dptimos de (P) y (D), respectivamente, si y sélo si x* es factible para (P), y* es
factible para (D) y x}sf =0,i=1,...,n, donde s* = c — Aly* es el vector de holgura de (D).

Problema 2. Resuelva el siguiente problema usando los resultados de dualidad vistos anteriormente:

min 4ry +x2 +5r3
s.a 2x7 +3x2 “4x3 = 10

<P) 51 +2x9 +x3 = 20
>

Solucion 2. FEl dual viene dado por

max 10y; +20y.

S.a 2y1 +5y2 S 4

D
(D) 3y1 +2y2 < 1
Y1 +y2 < 5

Este se resuelve grdficamente, obteniendo yi = —3/11 e y3 = 10/11, y por lo tanto val(D) = 170/11. Ast, la
solucion x* de (P), ademds de las igualdades en la factibilidad se debe satisfacer

4z} + x5 + by = 170/11.

FEstas tres ecuaciones lineales nos entregan un dnico punto xf = 40/11, x5 = 10/11 y z% = 0. Notemos
también que la condicion x5 = 0 se obtiene directamente de la holgura complementaria.
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