MA3711 Optimizacion Matematica: Algoritmo Simplex

Héctor Ramirez

Consideremos un problema lineal escrito en forma estandar:
min c¢lz ; Ax=b,2>0

Para una descomposicién A = [B|N], con B matriz de n x n invertible (base), asociada a un punto extremo
T = [¥p|Zn] = [B7'b|0], se reescriben los costos ¢ = [cp|ey] v se descompone la variable de decisién
x = [zp|xy]. Consideremos entonces el problema reescrito de la forma:

min (¢ — B IN)zN + 5Bt
s.a g+ B 'Nzy =B~ b
zny >0
zp >0

Recordemos finalmente el vector de costos reducidos: ¢ = cby — ¢, B7IN.

Algorithm 1 Simplex

1: Dado un punto extremo del poliedro Z = [Zg|Zx] = [B~1|0]
2: El problema se puede ver de la forma (tableau):
0 ey | —cB'

I BN ‘ B~
3: el cual por comodidad denotamos por:

4: iteracién

5 si ¢y >0

6 El éptimo es 7 = [B~1b|0]

7 parar iteracién

8

9 si 3(¢ly); < 0 y la columna correspondiente tiene solamente niimeros negativos o ceros

10: El problema es no acotado

11: parar iteracion
12:
13: si 3(¢ly); < 0 y la columna correspondiente tiene algiin nimero mayor estricto que cero
14: Si s es la variable de la columna respectiva, se le hace entrar a la base, sacando (zg),., con r tal
que:
br ’ b’L
- = min < —
ar,s a;,s>0 ai7s
15: Pivotear en (r, s) para sacar (zp), e ingresar x:
= - - _ a .. _ _ _ Qp
b — by — b —=, Qi — Gij a;s—2  sii#r; Cj — G — Gy
Qr s Ar s Ay s
. b arj . . b
by — ——, @ — —L sii=r; —Z— —Z—Cs—
Qr,s Ar.s Ar,s
16:

17: fin iteracién




Problema 1. Resolver el siguiente problema usando el método simplex:

minimizar c¢ir; +Caxa

s.a —I +x9 < 2
—2r; 422 <1

para ¢ = (—=1,0)t, ¢ = (1, 1)t y ¢ = (0,—1).

Solucién 1. Al escribir el problema en su forma estdndar, agregando las variables de holgura xs3, x4, se
obtiene el primer Tableau:

C1 Co O 0 ‘ 0
-1 1 1 0|2
-2 1 0 1|1
Este ya se encuentra en la forma:
0 ey | —c4B™M

I BN ‘ B~ b
donde identificamos a las variables de holgura xs, x4 como wvariables bdsicas. Notemos que en este caso la
solucion bdsica factible es T = (0,0,2,1)%.

Consideremos primero ¢ = (—1,0)t. En este caso el Tableau inicial viene dado por:

-1 0 0 0]0
-1 11 0][2
-2 1 0 1|1

Ast, en la primera iteracion vemos que se cumple el criterio de no acotamiento de la linea 9 en la primera
columna del Tableu. Luego, el problema es no acotado e identificamos la direccion extrema responsable como
d=(1,0,1,2)t, es decir

d1 = 1, dg =0
para el problema original. Notemos que el problema es no acotado para cualquier ¢ < 0 con la misma
direccion de no acotamiento.

Consideremos ahora ¢ = (1,—1)*. En este caso el Tableau inicial viene dado por:
1 -1.00]0

-1 1 1 0|2
-2 1 0 1]1

Comencemos a iterar:

= [teracion 1:

e Se satisface condicion de linea 14, para la columna 2. Entra xo a la base.

, ba ba
e Imin = —.
a;,2>0 a; 2 az 2

Se pivotea en (2,2). Sale la variable bdsica asociada a la sequnda coordenada: x4.

o Tableau:

= [teracion 2:

e Se satisface condicion de linea 14, para la columna 1. Entra x1 a la base.

. by by
e Imin = —.
a;1>0 ;1 a1

Se pivotea en (1,1). Sale la variable bdsica asociada a la primera coordenada: x3.

o Tableau:
001 0]2
101 -1]1
012 —1]|3



s [teracion 3:

e Se satisface condicion de linea 5. El valor dptimo de la funcion objetivo es —2 y el vector solucion
es:

T

T3,T4 -
e Parar iteracion

Para terminar, consideremos el caso ¢ = (0,—1)'. En este caso el Tableau inicial viene dado por:

0 -1 0 0]
-1 1 1
-2 1 0

— OO
= N O

Comencemos a iterar:

s [teracion 1:

e Se satisface condicion de linea 14, para la columna 2. Entra xo a la base.

. ba ba
® INnin = —.
ai,2>0 | a2 az 2

Se pivotea en (2,2). Sale la variable bdsica asociada a la sequnda coordenada: x4.

o Tableau:

s [teracion 2:

e Se satisface condicion de linea 14, para la columna 1. Entra x1 a la base.

. by by
® INin = —.
ai,1>0 | a1 a1

Se pivotea en (1,1). Sale la variable bdsica asociada a la primera coordenada: x3.

o Tableau:
002 -1]3
1 01 —-1/|1
01 2 —-1]3

= [teracion 3:

e Se satisface condicion de linea 9. El problema es no acotado y la direccion extrema responsable
es:

dy
d>
ds
dyg

I
—_ O =

e Parar iteracion



Observacion 1. Fl algoritmo SIMPLEX puede iterar ciclicamente si la solucion bdasica factible es degene-
rada, es decir, si ¥ = [Tp|tn] = [B71b|0] es tal que B~'b tiene alguna componente nula. Para evitar esto,
se puede utilizar regla de Bland:

1. FElegir en la linea 13 la variable no bdsica de menor indice (es decir, la columna mds a la izquierda en
el Tableau) entre las que tengan costo reducido estrictamente negativo.

2. 81, en la linea 14, hay mds de una fila que minimiza el cuociente b;/a; s para @; s > 0, entonces elegir
la variable bdsica con menor indice (es decir, la fila mds arriba en el Tableau).

Problema 2. Resolver el siguiente problema usando el método simplex:

minimizar 1 +xr9 —4x3

s.a r1 e 23 < 9
X1 +ro —x3 < 2
—x1 +z2 423 < 4

Solucién 2. Como se pide minimizar, no es necesario hacer el cambio mazimizar ctz < —minimizar —clx.
Poner el problema en forma estdndar: (x4, x5, xs son variables de holgura)

1 1 -4 00 0]0
11 2 1 0 09
1 1 -1 0 1 02
-1 1 1 0 0 14
El problema ya se encuentra en la forma:
0 @y | —csB7'

I B'N| B™
Comencemos a iterar:

s [teracion 1:

e Se satisface condicion de linea 14, para la columna 3. Entra x3 a la base.

) bs bs
® ImMin = —.
ai3>0 | ;3 as,s

Se pivotea en (3,3).
Sale la variable bdsica asociada a la tercera coordenada: xg.

o Tableau:
-3 5 0 0 0 4 ‘ 16
3 -1 010 —-2|1
0 2 0 01 1|6
-1 1 1 0 0 1| 4

s [teracion 2:

e Se satisface condicion de linea 14, para la columna 1. Entra x1 a la base.

. by b1
® 1Mmin = —.
ai,1>0 | a1 ai

Se pivotea en (1,1).
Sale la variable bdsica asociada a la primera coordenada: 4.

e Tableau:
0 4 0 1 0 2 |17
1 —1/3 0 1/3 0 —2/3| 1/3
0 2 0 0 1 1 6
0 2/3 1 1/3 0 1/3 |13/3



s [teracion 3:

e Se satisface condicion de linea 5. El valor éptimo de la funcion objetivo es —17 y el vector solucion

€s.
ry = 1/3
To = 0
3 = 13/3

e Parar iteracion
Problema 3. Resolver el siguiente problema usando el método simplex:

maximizar 3x7 +2ro +I3

s.a 201 —3x92 +223 < 3
—T1 “+x2 +£L’3 S 5

Solucién 3. Como se pide mazimizar, es necesario hacer el cambio maximizar ctx < —minimizar — clz.
Poner el problema en forma estdndar: (x4, x5 son variables de holgura)

-3 -2 -1 0 0]0
2 -3 2 1 0]3
-1 1 1 0 1|5

Comencemos a iterar:

= [teracion 1:

e Se satisface condicion de linea 14, para la columna 1. Entra x1 a la base.

. by by
e min = —.
ai,1>0 | a1 ai

Se pivotea en (1,1).
Sale la variable bdsica asociada a la primera coordenada: 4.

o Tableau:
0 —13/2 2 3/2 0 ‘ 9/2
1 =3/2 1 1/2 0] 3/2
0 -1/2 2 1/2 1]|13/2

s [teracion 2:

e Se satisface condicion de linea 9, para la columna 2.

e FEl problema es no acotado.



