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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo recordaremos algunas propiedades y construcciones elementales en los enteros, junto
un poco de notacién que usaremos a lo largo del resto del texto. Tomaremos como dadas la existencia
de N y las propiedades algebraicas basicas de la suma y multiplicacién de nimeros naturales. Una buena
referencia para ello es el libro de Halmos [[Hal60]. A lo largo del texto escribiremos [n] = {1,2,...,n} para
neNyb,, lafunciéon que vale 1 sin=meNyO0sin#m.

1.1. Estructuras algebraicas

Primero que nada, necesitamos recordar y fijar algunas definiciones basicas: para nosotros, una es-
tructura algebraica es un conjunto A junto con una coleccidén de operaciones finitarias sobre A (es decir,
funciones a valores en A cuyo dominio es A" para algiin n € N).

Una operacion binaria - se dice

= asociativa si para cada x,y,zenA, (x-y)-z=x-(y-2).

= conmutativa si para cada x,y enA, x-y =y - x.

Un elemento fijo a en A (o una operacién 0-aria) se dice

= neutro para - Si a-x = x = x -a para cada x en A. Si a s6lo verifica la primera (segunda) de estas

igualdades, se dice que a es neutro por la izquierda (derecha).

= absorbente para - si a-x =a = x-a para cada x en A. Si a solo verifica la primera (segunda) de estas

igualdades, se dice que a es absorbente por la izquierda (derecha).

= idempotente sia-a = a.

= cancelable para - si para cada b,c en A, la ecuacién ab = ac implica que b = c y la ecuacion ba = ca

implica que b = c. Si a solo verifica la primera (segunda) de estas igualdades, se dice que a es
cancelable por la izquierda (derecha).
Es facil ver que una operacion binaria tiene a lo mds un elemento absorbente y a lo mas un neutro.

Si A tiene un neutro para -, dado a en A decimos que b en B es su inverso para - si ba =e = ab. Si b

solo verifica la primera (segunda) de estas igualdades, se dice que b es inverso por la izquierda (derecha)

5



6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

de a. Es directo que si - es asociativa y tiene neutro, cada elemento tiene a lo mas un inverso y si a, b son
inversos izquierdos y derechos de un mismo elemento c, entonces necesariamente a = b.
Dadas dos operaciones binarias - y = sobre A, diremos que  distribuye sobre - si para cada x, y,z en A
se tiene que
= xx(y-z)=(xxy) (x*z).
v (yz)xx=(y*x) (zxx).
Si s6lo se tiene la primera (segunda) ecuacion, decimos que * distribuye por la izquierda (derecha) sobre -.
Si (A,-) y (B, *) son dos estructuras y -, * son operaciones binarias, entonces una funcion f : A — B se
dice homomorfismo (o morfismo) si f(a-b) = f(a) » f (b) para cada a, b € A. Un homomorfismo f se dice
= monomorfismo si es inyectivo.
epimorfismo si es sobreyectivo.
isomorfismo si es biyectivo.
endomorfismo si es Ay B son la misma estructura.
= qutomorfismo si es endomorfismo y biyectivo.
Se verifica directamente que la composicién de homomorfismos es un homomorfismo (y ocurre lo mismo
para cualquiera de las clases de funciones anteriores), y que cuando f : A — B es epimorfismo, B hereda
la asociatividad, conmutatividad y existencia de neutros e inversos a partir de estas propiedades en A.
Los homomorfismos son los mapeos que respetan la estructura natural de un objeto algebraico, y a ve-
ces le pediremos mas a un morfismo que sélo preservar las operaciones para ser considerado como tal
(por ejemplo, al hablar de morfismos de anillos unitarios y no unitarios en el capitulo |3 o al hablar de
morfismos de mddulos en el capitulo [4).

1.2. Construccionde Zy Q

Para empezar, construiremos Z y Q a partir de N para introducir ideas que luego generalizaremos al
ver grupos y anillos mds adelante.

Consideremos en N x N la relacion de equivalencia ~ definida por (a,b) ~ (¢,d) ssia+d =c+b, y
sea Z = N x N/ ~ (es decir, Z es el conjunto de rectas de pendiente 1 en N x N y podemos pensar que la
clase [(a, b)] representa el entero a — b). La relacién ~ efectivamente es de equivalencia: es claro que ~
es refleja y simétrica, y si tenemos que (a, b) ~ (c,d) y (c,d) ~ (e, f), entoncesa+d =c+byc+f =e+d.
Luego

a+f+d=(a+d)+f=c+b+f=b+(c+f)=b+e+d,

y como cada elemento en N es cancelable para la suma obtenemos que a+f = e+b, es decir (a, b) ~ (e, f).
Luego ~ es transitiva y por lo tanto es de equivalencia.

Definamos la suma y la multiplicaciéon en Z como [(a, b)]+[(c,d)]=[(a+c,b+d)]y [(a, b)]l(c,d)] =
[(ac + bd,ad + bc)]. Debemos verificar que estan bien definidas (es decir, que el resultado de ambas
operaciones no depende de la eleccion de los representantes de las clases): en efecto, si (a,b) ~ (a’,b") y
(c,d) ~ (c¢’,d"), tendremos que

a+b' =b+d yc+d =d+c. (1.1
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Sumando ambas ecuaciones obtenemos la igualdad (a+c)+(b’+d’) = (a’+c’)+(b+d), que es equivalente
a(a+c,b+d)~(a'+c,b’+d") y por lo tanto la suma estd bien definida. Por otro lado, notemos que
multiplicando la primera ecuacion en por ¢ y d separadamente, y la segunda ecuacién en[1.1]por a’ y
b’ separadamente, obtenemos las igualdades

ac+b'c=bc+dc

bd+a'd=ad+b'd
ad +ac=dcd +dd
b’c’+b'd=>b'c+b'd

y sumando todo sigue que
ac+bd+a'd +b'c’+bc+ad+ac+bd=adc +bd +ad+bc+ad+ac+bc,

oac+bd+a’d’+b'c’ =d’c’+b’d’+ad+ bc. Concluimos que [(ac+bd,ad +bc)] =[(a’c’+b’'d’,a’d’ + b'c’)]
y que la multiplicacién en Z también esta bien definida.

Notemos que la inclusién ¢: N — Z definida por «(n) = (0, n) es inyectiva y es morfismo entre (N, +, -)
y (Z,+,-). Entonces podemos hablar de una copia de N dentro de Z. Por ultimo, es facil ver que la nueva
suma y multiplicacién en Z son conmutativas y asociativas, que ¢(0) e ¢(1) son neutros para la suma y
la multiplicacién respectivamente, y que todo elemento [(m,n)] posee un inverso aditivo [(n,m)]. Como
cada elemento en N es cancelable para la suma y el producto, lo mismo ocurre para Z.

Ahora veamos los racionales: consideremos Q = Z x Z* = {(a,b);a,b € Z,b # 0} y la relaciéon ~’
de equivalencia sobre Q definida por (a,b) ~" (c,d) ssi ad = cb (entonces la clase [(a, b)] representa
el racional §). ~ es efectivamente de equivalencia: nuevamente es claro que es refleja y simétrica, y si
tenemos que (a, b) ~’ (c,d) y (c,d) ~' (e, f), entonces ad =cb y cf = ed. Luego

afd=(ad)f =cbf =b(cf) = bed,

y como cada elemento es cancelable para la multiplicacién en Z concluimos que af = eb, es decir (a, b) ~/
(e, f). Por lo tanto ~’ es transitiva y sigue que también es de equivalencia.

Definimos la suma y la multiplicaciéon de la manera natural, es decir [(a, b)]+[(c,d)] = [(ad + bc, bd)]
y [(a, b)][(c,d)] = [(ab,cd)]. La definicién es consistente: si (a, b) ~’ (a’, b") y (¢,d) ~' (¢,d”) tenemos las
igualdades ab’ = a’b y cd’ = ¢’d, de manera que

bd(a’d’ +b’c’Y=dd’a’b+ bb’c’d =dd’ab’ + bb’cd’ = b’d’(ad + bc)
y entonces (ad + bc, bd) ~’ (a’d’ + b’c’, b’d’). Por otro lado, vemos que
acb’d’ = (ab’)(cd’) = (a’b)(c’d) =d’c’bd

y luego (ac, bd) ~’ (a’c’,b’d’), es decir, ambas operaciones estan bien definidas.
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Nuevamente, la funcién «': Z — Q definida por «'(m) = [(m,1)] es monomorfismo entre (Z,+,-) y
(Q,+, ). La conmutatividad y asociatividad de la suma y de la multiplicacién son un poco mds tediosas de
verificar que antes, pero todo se reduce a estas propiedades en Z. El neutro aditivo y multiplicativo son
1/(0) e /(1) respectivamente, y cada elemento [(a, b)] admite un inverso aditivo [(—a, b)] y (si a # 0) un
inverso multiplicativo [(b, a)].

El ejercicio esboza una construccidon puramente algebraica de R.

1.3. Recuerdo de aritmética elemental

Ahora recordaremos algunos teoremas bdsicos de aritmética que serdn generalizados al discutir facto-
rizaciéon en anillos conmutativos en el capitulo 3. Si n,m son enteros, diremos que n divide a m o que m
es multiplo de n (escrito n | m) si existe un entero k tal que m = kn. También diremos que n # 1, —1 es
primo si sus uUnicos divisores (salvo el signo) son 1 y si mismo, y que n y m son primos entre si cuando no
comparten divisores. Si n,m € Z son tales que al menos uno de ellos es no nulo, el maximo comun divisor
de n y m (escrito med(n, m)) es el divisor positivo comun a n y m de mayor moédulo, y el minimo comun
multiplo (escrito mcm(n,m)) es el multiplo comtn de n y m de menor médulo. El med de dos enteros
existe porque hay una cantidad finita de divisores de cada entero, y el mcm existe por el principio de buen
orden en N.

Teorema 1.1 (Algoritmo de la division). Para cada par a,b € Z con b # 0, existen tinicos q,r € Z tales que
a=qb+ry0<r<|b|.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos tomar b > 0 cambiando el signo de q. Ademads, si
a <0y b> 0, podemos reescribir la ecuacién a = gb +r como a’ = b’q’ +r’ donde a’ = —a, ¢’ =—q—1
y r’ = b—r, de manera que 0 < r’ < b. Finalmente, el teorema se verifica directamente si a = 0, pues
podemos tomar g, r = 0.

Luego podemos suponer a, b positivos. Si b divide a a estamos listos. Si no, consideremos la sucesion
a,a—b,a—2b,...y sea q el primer natural tal que a —(q + 1)b < 0. Definamos r = a —qb > 0 (por la
minimalidad de g) y notemos que r < b y a = qb + r por definicion.

Los enteros g,r son unicos, pues sia = qgb+r = q’b+1r’, entonces r —r’ = (¢ —q)b y |q’ —q||b| =
|r—r'| <|b| pues 0 < r,r’ < |b|. Luego |¢’—q| <1y como q,q’ son enteros, concluimos que g =q’ y por lo
tanto r =r’. O

Teorema 1.2 (Algoritmo de Euclides). Considere el siguiente procedimiento: dados a,b € Z con b # 0,
sean ro Y qq el resto de dividir a por b, y escribamos r_; = b. Para i € N, definamos los enteros r;,q;
inductivamente: si r;_; Yy ri_p ya estdn definidos y r;_; # 0O, entonces definamos r; y q; como el resto y el
cociente, respectivamente, de dividir r;_, por r;_; (es decir, los enteros tal que r;_y = q;1r;_1 +1;). Si ri_; =0,
entonces paramos. El algoritmo termina, y el tiltimo r no nulo es el med(a, b).
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Demostracidn. El algoritmo termina pues los r; son una sucesién estrictamente decreciente de naturales.
Sea n € N tal que r,,; = 0. Probemos que se cumplen las igualdades

mcd(0, r,,) = 1y, med(rqq,7;) = med(rig, Tig1) (1.2)

parai € [n—1], de donde se deduce que mcd(a, b) = r,,. Notemos que la ecuacién r; = q; ;5141 + i1 Mues-
tra que med(r;,,,r;) también divide a r;,,, de manera que mcd(r;,;,7;) < med(r; o, 7i4+1). Andlogamente,
la misma ecuacién prueba que med(r; ., r;,;) divide a r;,; y por lo tanto es menor o igual a med(r; 1, 7;)-
Luego se cumple la segunda igualdad en La primera es por definicion. O

El algoritmo de Euclides también sirve para mostrar la infinitud de los primos: definamos los ntimeros
de Euclides recursivamente por e, = e;e,...e,_;+1 paran > 1 (donde el producto vacio es 1). El algoritmo
anterior nos dice que cuando n > m tenemos que mcd(e,, e,,) = mcd(e,,,, 1) = med(1,0) = 1, y entonces la
sucesioén q, de los factores minimos de e, es una secuencia infinita de primos distintos entre si.

Teorema 1.3 (Lema de Bézout). Para cada par a,b € Z, existen s, t, € Z tales que mcd(a, b) = as + bt.

Demostracion. Recordemos que mced(a, b) = r,,, el n-ésimo resto del algoritmo de Euclides y veamos que
cada resto r; admite una escritura del tipo r; = as; + bt;: el caso base es r; = a—bqo, y si r; = as; + bt;

para j < k < n, entonces ry.; = —T,qx + r—1 = —qr(as, + bty) +as_1 + bty_; = asgyq + btysq- O
Otra manera (no algoritmica) de probar el lema anterior es definir
[ =min{as + bt;s,t €Z y as+ bt > 0}

y verificar que | = mcd(a, b).

La préxima proposicién permite probar facilmente el teorema fundamental de la aritmética, y también
entrega una caracterizacion de los primos en Z que justificara la definicién de elemento primo en un anillo
conmutativo en el capitulo

Proposicion 1.1 (Lema de Euclides). Sean a, b,c € Z. Si a divide a bc y ademds a, b son primos relativos,
entonces a divide a c.

Demostracion. Tomando r,s enteros tales que ra +sb = 1 y multiplicando esta ecuacién por c, obtenemos
que cra +sbc = c¢. Luego a divide al lado izquierdo por hipdtesis y entonces a divide a c. O

Teorema 1.4 (Teorema fundamental de la aritmética). Si n € N, n > 1, existen unicos p,..., Py primosy
ay,...,a naturales positivos tales que n = p;* ...p;:".

Demostracion. Para ver la existencia, hagamos induccion en n: para n = 2 el resultado es claramente
cierto, y si lo hemos probado para todos los naturales hasta n, entonces n + 1 tiene dos posibilidades: es
primo (en cuyo caso él mismo es la descomposicion requerida) o tiene un divisor k < n+ 1, en cuyo caso
(n+1)/k < n y podemos concluir aplicando la hipétesis inductiva sobre (n+ 1)/k y k.

La unicidad también sigue de un argumento inductivo: sin =gq; ...q, = p; ... p; son dos factorizaciones
primas, el lema de Euclides nos dice que q; divide a algtn p; y entonces q; = p,. Cancelando g, de ambas
factorizaciones nos remite al caso inductivo. O
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En particular, el teorema anterior implica que para n = p*... ka ym= pf b p,/f" podemos escribir

el mem(n, m) y el med(n, m) como p;néx(“l’ﬂl) . .prknéx(a"’ﬂk) yp;nin(al’ﬁl) . .p;(nin(“"’ﬁ") respectivamente. Siny

m son grandes resulta mas conveniente encontrar el med(n, m) via el algoritmo de Euclides (ver ejercicio
1.4) y usar la identidad nm = mcd(n, m)mem(n, m) en vez de calcular la descomposiciéon prima de n y
m. Notemos que el lema de Bézout también entrega una manera eficiente de calcular los coeficientes s, t
tales que as + bt = mcd(a, b).

1.4. Aritmética modular

Sea m € N\{0} fijo y consideremos la relaciéon de equivalencia en Z definida por a ~ b ssi m divide
a b —a. En tal caso diremos que a es congruente a b moédulo m y escribiremos a = b moéd m. Notemos
que cuando a € Z tenemos que existen q y r enteros tales que a = mq +r, con 0 < r < m, y entonces
r=b mod m. Es decir, todo numero entero es congruente modulo m a un niumero natural menor que m.
Ademads, si0 < r < r’ <m, entonces 0 < r’'—r < m, y por lo tanto m no divide ar’—r, o r Zr’ méd m.
Luego este numero natural menor que m es Unico paracadany Z,, =Z/ ~={[0],[1],[2],...,[m—1]} es
el conjunto de las clases de equivalencia para esta relacién.

Definamos una suma en Z,, por [a]+ [b] = [a + b]. Mostremos que estd bien definida: que a’ € [a] y
b’ € [b] es equivalente a decir que existen r,s € Z tal que a’ = a +mr y b’ = b+ ms y por lo tanto

ad+b =a+mr+b+ms=a+b+m(r+s)€[a+b].

De aqui sigue que [a’+ b’] = [a + b]. Esta suma de clases esta estrechamente relacionada con la suma de
Z: es asociativa y conmutativa, la clase [0] es el neutro aditivo y cada elemento [a] tiene inverso [m —a].
De la misma manera como definimos la suma, podemos definir la multiplicacién como [a][b] = [ab].
Al igual que antes, veamos que esta multiplicacién estd bien definida: decir que a’ € [a]y b’ € [b] es lo
mismo que decir que a’ = a + mk para cierto k € Z y que b’ = b + mt para cierto t € Z. Por lo tanto,

a’b’ = (a+mk)(b+mt)=ab+m(at + kb + mkt) € [ab],

es decir, [a’b’] = [ab]. La multiplicacién en Z,, hereda la asociatividad y la conmutatividad de Z y la
existencia de un elemento neutro [1]. Sin embargo, pueden haber elementos sin inversos. Como ejemplo,
la figura[1.1] muestra la tabla de la suma y de la multiplicacién de Z¢ = {[0],[1],[2],[3],[4],[5]}.

Notamos que [2],[3], y [4] no tienen inversos multiplicativos. Los tinicos elementos invertibles son [1]
y [5], y de hecho cada uno de ellos es su propio inverso. Por otro lado, la ecuacién x2 + x = 0 tiene como
solucion en Zg a [3],[2] v [5].

Mads generalmente, si m = pq con p > 1y q > 1, entonces, p < my q < m. Es decir, [p] #[0] #[q] ¥y
sin embargo [p]{q] = [m] = 0. Si [p] tuviera inverso multiplicativo en Z,,, existirian r y k enteros tales
que pr =1+km, o p(r —kq) = 1. Pero no existe ningin numero entero mayor que 1 que divida a 1. Por lo
tanto tales r y k no existen, y entonces [p] no tiene inverso multiplicativo en Z,,. En cambio, si n y m son
tales que 1 <n < my mecd(m,n) =1, entonces existen s y t enteros tales que sm+tn =1, es decir, [t] es el
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+ [[0] [1] [2] [3] [4] [5] x | [0] [1] [2] [3] [4] [5]
(o] | [o] [1] [2] [3] [4] [5] (o] | [o] [o] f[o] ([o] [o0] [O]
(1] | [1] [2] [3] [4] [5] [O] (1] o] [1] [2] [3] [4] [5]
[2] | [2] [3] [4] [5] [o] [1] (2] | [0] [2] [4] [o] [2] [4]
[3] | [3] [4] [5] [o] [1] [2] (3] [0o] [3] [o] [3] [o] [3]
[4] | [4] [5] [o] [1] [2] [3] (41| [0] [4] [2] [o] [4] [2]
[5]|[5]1 [o] [1] [2] [3] [4] (51| [0] [5] [4] [3] [2] [1]

Figura 1.1: Operaciones en Zg.

inverso multiplicativo de [n] en Z,,. En resumen, un elemento no nulo en Z,, tiene inverso multiplicativo
si y solo si es coprimo con n. El conjunto de tales elementos se denota Z .

1.5. Ejercicios

Ejercicio 1.1. Muestre que m € N es un cuadrado perfecto en los enteros si y solo si y/m es racional.

Ejercicio 1.2. Verifique que la multiplicidad de p primo en la factorizacién prima de n! (esto es, el mayor
m tal que p™ divide a n!) es
n!
|5 )

k>1

Ejercicio 1.3. Definamos ¢ : N — N como ¢(n) = [{a < n;mcd(a,n) = 1}| = |Z)|. La funcién ¢ se conoce
comunmente como la funcién indicatriz de Euler.
a) Muestre directamente que lim,,_, o, ¢(n) = co.
b) Muestre que ¢ es multiplicativa (es decir, si a, b son naturales primos entre si entonces ¢(ab) =
¢(a)p(b)) y que para cada p primo y a natural se tiene la igualdad ¢(p%) = p%~1(p —1).
c) Obtenga una expresion para ¢(n) en funcion de los factores primos de n y concluya que ¢(d) divide
a ¢(n) donde d es un divisor cualquiera de n.

Ejercicio 1.4. Muestre que el algoritmo de Euclides aplicado a un par (a,b) con a > b termina en
O(log(a)) divisiones.

Ejercicio 1.5. Sean= Z;{"ZO ¢, 10¥ un entero positivo. Muestre que:
a) n es divisible por 3 ssi Y, ¢, es divisible por 3.
b) n es divisible por 9 ssi ), ¢, es divisible por 9.
c) n es divisible por 11 ssi Zk(—l)kck es divisible por 11.
Generalice lo anterior a bases distintas de 10.

Ejercicio 1.6. Sea V un espacio vectorial no trivial sobre F cuerpo.
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a) Muestre que V tiene una base.
b) Muestre que cada subconjunto linealmente independiente de V se puede extender a una base y
concluya que cada subespacio W de V es un sumando directo (es decir, existe un subespacio U de
V tal que V=W @U).
¢) Muestre que todo subconjunto generador de V contiene una base de V.
¢Es necesaria la conmutatividad de la multiplicacion de F?

Ejercicio 1.7. En 1872 Dedekind public6 una construccion de los niimeros reales a partir de los racionales
distinta de la enfoque desde las secuencias de Cauchy de racionales debida a Cantor. Una ventaja de esta
ruta es que el axioma del supremo se verifica directamente y que no requiere ideas de analisis. Este
ejercicio sigue el esquema esbozado en el libro de Rudin [Rud64] para realizar la construccidn.
Un corte S es un subconjunto de Q tal que
1. S es no vacio y no es todo Q.
2. siaeSyb<a,entonces b €8S.
3. sia €8S, entonces existe algin c € S tal que a < c.
Definimos R como el conjunto de todos los cortes. Queremos ver que R es un cuerpo ordenado arquime-
diano (el ejercicio[5.3|prueba que es el tnico), y que la funcién ¢ : Q — R definida por ¢(q) = {s € Q;s < ¢}
es una inyeccion que preserva el orden y las operaciones algebraicas (estas nociones las definiremos a lo
largo del ejercicio).
a) Defina S < L para$,L € R como S & L. Verifique que el orden inducido es total, y que cada conjunto
acotado superiormente posee un supremo.
b) ParaS,L € RdefinaS®L ={s+1;s€S,l € L}. Muestre que S® L es un corte y que & es conmutativa
y asociativa.
¢) Defina 0 = 1(0) y dado S € R defina —S = {p € Q;3r € Q tal que —p —r ¢ S}. Muestre que 0 es
neutro para @ y que —S es el inverso aditivo de S.
Indicacion: para la inclusién 0 c (—S) @ S, tome p € 0 y considere la descomposicién p = —np/2 +
(n+2)p/2 para algin n € N.
d) Dados S,L >0, definaS®L={peQ; p <slparaalgins €S, €L}y extienda la definicién a

—(-S)oL siS<0,L>0
SOL=1{-So(-L) siS>0,L <0
(=S)®(—L) siS<0,L<0.

Pruebe que @ es asociativa, conmutativa, tiene neutro 1 = ¢(1) y cada elemento tiene inverso.
Indicacion: primero trate el caso S, L > 0 y luego use la identidad —(—S) = S.

e) Pruebe que < es compatible con & y @, es decir, S® L < S® P implicaque L<PySOL<SOP
implica que L < P siempre que S > 0.

f) Pruebe que ® distribuye sobre .

g) Muestre que para cada ¢ es isotona (es decir, ¢ < r ssi t(q) < t(r)) y realiza un monomorfismo de
(Q,+,) en (R, ®, ).



1.5. EJERCICIOS

¢Doénde uso que Q es arquimediano?
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Capitulo 2

Grupos

2.1. Definiciones y ejemplos basicos

En esta seccidon daremos las definiciones bésicas de teoria de grupos y los primeros resultados. También
acordaremos algunas notaciones que no son del todo universales.

Un grupo es un conjunto no vacio G provisto de una operacion binaria - (que también anotaremos por
yuxtaposicion) tales que:

1. - es asociativa.

2. G contiene un elemento neutro (usualmente llamado e o 1).

3. cada elemento g tiene inverso para - (usualmente escrito g—1).
Si (G, -) solo satisface 1 diremos que G es un semigrupo, y si satisface 1 y 2 diremos que G es un monoide.
Un grupo abeliano es un grupo tal que - es conmutativa. Al tratar con estos grupos usaremos el simbolo +
en vez de -, 0 en vez de 1 y —x en vez de x~!. Llamamos orden de G al cardinal de G.

La definicién anterior permite unificar el tratamiento a estructuras como los enteros moédulo k, las
simetrias de un objeto geométrico, las curvas elipticas y los “grupos de sustituciones” que aparecen natu-
ralmente en la teoria de Galois y que veremos en el capitulo

Algunos ejemplos ya conocidos de grupos abelianos son C, R, Q, Z y Z,, (para cualquier m € N)
al dotarlos de la suma, y C*, R*, Q* y Z; (para p primo) al dotarlos de la multiplicacién. Mds adelante
veremos ejemplos interesantes de grupos no abelianos. Por otro lado, N es un ejemplo natural de monoide,
y N\{0} lo es de semigrupo. Dado un conjunto X, el conjunto X* de funciones f: X — X también es un
semigrupo. La construccién de un grupo a partir de un semigrupo abeliano donde cada elemento es
cancelable estarad implicita al ver cuerpos de cocientes en el capitulo
Observacion 2.1. Si x es un elemento de un grupo G tal que xx = x, entonces x = xxx ' = xx ! = 1.
Es decir, en un grupo el 1 es el tnico elemento idempotente. En particular, tanto M,(R) como Zg no son

0
0 0 ) lo es en M,(R).

grupos con la multiplicacion pues [3] es idempotente en Zg y (

15
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Si H es un conjunto no vacio contenido en un grupo G tal que bajo la operacion de G es un grupo,
diremos que es un subgrupo de G y escribiremos H < G. Los subgrupos triviales de Gson Gy {1}. SiH < G
y H # G, entonces diremos que H es un subgrupo propio de G y a veces escribiremos H < G.

Observacion 2.2. Sea H un conjunto no vacio en un grupo G. Si H es cerrado bajo la operacién de G,
entonces la asociatividad de los elementos de H se hereda de G. Luego si H es un subconjunto de G
que contiene al 1 de G, es cerrado bajo la multiplicacién y tiene los inversos multiplicativos de todos
sus elementos, tenemos que H < G. Es directo verificar que una condicién equivalente a H < G es que
hk~! € H para cada h,k € H.

Ejemplo 2.1. Sea H un subgrupo no trivial de Z, luego H contiene un menor elemento positivo a (ya que
H # {0}). Dado b € H cualquiera, el algoritmo de la divisién en Z nos entrega m y r enteros tales que
b=ma+r con0<r < a.Pero como tanto b y a estdn en H se tiene que r = b+ (—m)a € H. Si r es
positivo contradecimos la minimalidad de a y por lo tanto r = 0. Luego para cada b € H existe un m € 7
tal que b = ma, es decir, si H es un subgrupo no trivial de Z, entonces H es el conjunto de los multiplos
de un entero fijo. Como Z son los multiplos de 1 y {0} son los muiltiplos de 0, tenemos que todo subgrupo
de Z es de la forma aZ = {ak; k € Z} para algiin a € Z.

Es directo de la definicién ver que la interseccién de subgrupos de un grupo G también es subgrupo
de G, luego para S C G definimos el subgrupo generado por S como

()= () H={x;...x;neN,x; €S} 2.1
SCH<G

La segunda igualdad se verifica viendo que el lado derecho es efectivamente el menor subgrupo que
contiene a S.

En particular, si S = {g} entonces (S) se llama el subgrupo ciclico generado por g, y lo denotamos por
(g) v al orden de (g) le llamamos el orden de g y lo escribimos ord(g). Si existe g € G tal que G = (g),
entonces decimos que G es un grupo ciclico.

Dado g € G, definimos g° = 1, e inductivamente g" = gg" ! y g7 = (g")"! para n € N. Una induccién
directa pero engorrosa prueba que g"g™ = g™ y (g")™ = g"™ cuando n,m € Z, y entonces de [2.1]resulta
que (g) = {g"; n € Z}. En particular, (g) = (g 1).

Si g tiene orden finito, sea n el menor natural tal que g" = 1 (existe pues podemos encontrar k,k’ € N
distintos tales que gk = g¥). Luego K = {1,g,82,...,8" '} es grupo: 1 € K, (g©)™! = g"* y cuando
0 < k,k’ < n entonces gkg" e K si k+k’ <n, ysi k+k’ > n tenemos que 0 < k+k’—n < ny por lo tanto
gkgk = gktk—n ¢ K. Como K c (g), obtenemos que K = (g) y n = ord(g).

Ejemplo 2.2.
= Si (X,d) es un espacio métrico denotamos Isom(X) al subgrupo de >y compuesto por isometrias
de X en si mismo. Si Y # @ es un subespacio de X, definimos el grupo de simetria de Y como
Sy (Y) = {3 € Isom(X); ¢(Y) = Y}. Definamos Tr(R?) como el grupo de traslaciones de R?, Rot(R?,s)
como el grupo de rotaciones en torno a un punto s € R y H = Tr(R?) U | J, g Rot(R?,s). Es un
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resultado de geometria que G = H U eH donde ¢ es una reflexién cualquiera de R?. Ademds, todos
los subgrupos Rot(R2,s) son conjugados entre si.

» Para n € N definimos D,,,, el grupo diedral de orden 2n, como el grupo de simetrias de un n-agono
regular P,. El orden de D,, es efectivamente 2n, pues éste estd compuesto por n rotaciones en
0, 27/n, 4mt/n,...,2(n —1)r/2 radianes junto con n rotaciones en torno a las lineas de simetria de
P, (sin es impar, cada linea de simetria pasa por un vértice y el punto medio del lado opuesto a éste;
si n es par, entonces hay n/2 lineas de simetria que unen vértices opuestos y n/2 que bisectan lados
opuestos). Podemos ver que éstas son las tinicas simetrias de P, notando que una simetria queda
determinada por su accién sobre un vértice fijo y su vecino izquierdo. Si p es la rotaciéon en 27 /n
radianes y € es una reflexion en torno a alguna de las lineas de simetria de P,, entonces es directo
verificar que |p| =n, |e| =2, ep = p ey Dy, ={1,p,02,...,p" L€, €p,€p?,...,ep™ 1}

Cuando H < G tenemos que la relacién g ~ k < k™ 'g € H es una relacién de equivalencia en G: ~
es refleja pues gg~! = 1 € H para cada g € G. Por otra parte g ~ k es equivalente a k_!g € H y como H es
subgrupo de G, se tiene que g 'k = (k"'g)™! € H, es decir k ~ g y vemos que ~ es simétrica. Ademds, si
g ~kyk~t, como H es subgrupo de G se tiene que (t~'k)(k~'g) = t"!(kk~!)g = t 'g € H y entonces
g ~ t. Luego ~ es transitiva. Por lo tanto ~ efectivamente es una relaciéon de equivalencia, y reescribir las
implicancias anteriores en reversa muestra que ~ es relacion de equivalencia ssi H < G.

Al cardinal del conjunto cociente G/H se le llama indice de H en G y lo denotamos por |G : H| o
[G : H]. La clase de g € G es la traslacion derecha por H dada por gH = {gh; h € H}, y notando que la
funcion ¢ : H — gH definida por ¢ (h) = gh, es inyectiva (pues G es grupo) y epiyectiva (por definicién),
obtenemos que |H| = |gH|. Luego hemos probado el siguiente resultado.

Teorema 2.1 (Teorema de Lagrange). Si G es grupo y H es subgrupo de G, entonces |G| = |H|[G : H]. En
particular; el orden de un subgrupo de un grupo finito divide al orden del grupo.

Observacion 2.3. Si K < H < G, entonces

R 1< I N - B
[G.K]—lK| H K] [G:H]x[H:K]

Si G es infinito el resultado sigue siendo cierto al considerarlo como una igualdad de cardinales.

Observacion 2.4. El teorema de Lagrange muestra que cuando G es finito y g € G, entonces ord(g) divide
a |G|. En particular, g% =1 y si |G| = p es primo, entonces cualquier elemento g # 1 genera G. Luego
todos los grupos de orden primo son ciclicos.

Por otro lado, si g #1 y g? =1 con p primo, necesariamente ord(g) = p.

Ejemplo 2.3. Dado m € N definimos (como en el ejercicio l la funcién ¢(n) = |Z |. Por la observacién
anterior, para cada [x] € Z; se tiene que x%(M =1 méd m. Si p es primo, lo anterior se reduce a que si
x €Zy p no divide a x entonces xP"! =1 méd p. Este resultado se conoce como el pequefio teorema de
Fermat.
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Ejemplo 2.4. Sea G un grupo tal que cada elemento verifica x> = 1. Entonces si x,y € G se tiene que
(xy)?> =1 = x2y?, de modo que multiplicando por x por la izquierda y por y por la derecha concluimos
que yx = xy. Luego G es abeliano.

En particular, consideremos G un grupo de orden 4. Si en G hay un elemento x de orden 4 entonces
G = (x). Si G no tiene elementos de orden 4 entonces todos sus elementos distintos del neutro tienen
orden 2 y concluimos que G es abeliano. Es decir, todo grupo de orden 4 es abeliano (y es isomorfo a Z,
o el grupo de Klein Z, x Z,).

Ahora queremos dotar a los cocientes G/H de una estructura de grupo de manera que la proyeccion
canonica 7: g — gH sea morfismo. La tnica forma de hacerlo es definir (gH)(kH) = (gk)H, pero un
problema que surge es que esta asignacion puede no estar bien definida. Una condicién necesaria y
suficiente para que lo esté es que gH = Hg, o gHg ' = H para cada g € G. Notando que g~! recorre todo
G si g lo hace, lo anterior es equivalente a que gHg ' C H para todo g € G.

Decimos entonces que un subgrupo H de G es normal o distinguido en G si esta ultima condicién se
cumple, y en tal caso escribimos H < G. Claramente todo subgrupo de un grupo abeliano es normal, pero
un subgrupo abeliano de un grupo cualquiera no necesariamente lo es, como lo muestra el ejemplo
Si G es un grupo que no tiene subgrupos normales salvo {1} y G, se dice que G es simple.

En el caso en que H es normal en G se verifica de manera inmediata que el grupo cociente G/H es
efectivamente un grupo, con neutro H e inversos g~ 'H para cada gH € G/H.

Observacion 2.5.

» Si H < G tiene indice 2 en G entonces es normal, pues cuando g ¢ H tenemos que gH =Hg =G\ H
y cuando g € H se tiene directamente que gH = H = Hg.

= De la misma manera que definimos en un grupo G las traslaciones derechas por un subgrupo H,
podemos definir las traslaciones izquierdas como el conjunto H\G de clases de equivalencia de la
relacién ~'=~"! dada por g ~’ k ssi kg~! € H. Las clases de equivalencia resultantes son de la
forma Hg con g € G. Una condicion suficiente para que G/H = H\G es que H sea normal en G, y es
un ejercicio ver que esta condicién también es necesaria.

Ejemplo 2.5. Si G es un grupo y N es un subgrupo normal de G y H un subgrupo de G que contiene a
N, entonces N es normal en H. Sin embargo, la cadena de afirmaciones K << H < G no necesariamente
implica que K < G: consideremos el grupo de simetrias del cuadrado D, = {id = 1,R,R%,R3,S,T,U,V}
donde R es la rotacién en un dngulo recto y como centro la interseccién de las diagonales del cuadrado.
La rotacién en un dngulo extendido es R? y la rotacién en un dngulo de 37/2 es R>. La reflexién respecto
a una de las diagonales es S y la reflexién respecto a la otra diagonal es T. Las reflexiones respecto
a la recta que pasa por los puntos medios de lados paralelos las denotamos por U y V. Es claro que
SP=T*=0>=V>=(R*)*=1.
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DR ),

Numeremos las esquinas del cuadrado en sentido contrarreloj, de manera que a cada una de las
simetras del cuadrado la podemos ver como una permutacién de {1,2,3,4}. Asi R transforma 1 — 2,
2 — 3,3 — 4y4— 1. Es decir, R visto en %, es (1234). Del mismo modo R? visto en %, es (13)(24) y R®
es (1432). En este mismo sentido, S es (24), T corresponde a (13), U a (12)(34) y V a (14)(23). Por tanto
podemos pensar D, llamado el grupo diedral de orden 8, como subgrupo de %,.

El conjunto V, = {1,(13)(24), (12)(34), (14)(23)} es un subgrupo de D, llamado el grupo de Klein (que
es isomorfo al grupo de simetrias del rectdngulo no cuadrado). Como el indice de V, en D, es 2, entonces
V4 < D4, Ademds H = {1,(12)(34)} es un subgrupo de V,. Nuevamente H < V, pues [V, : H] = 2. Pero
(1234)(12)(34)(1234) ™ = (1234)(12)(34)(1432) = (14)(23) ¢ H. Es decir, H no es normal en D, pese a
que H<V, <Dy

Ejemplo 2.6. Si X es un conjunto cualquiera, el conjunto de todas las biyecciones de X en si mismo con
la operacién composicién es un grupo, llamado el grupo de permutaciones de X, cuyo neutro es la funciéon
idy. A tal grupo lo denotaremos por Xy. Si existe una biyeccién ¢ : X — Y entonces para cada o € Xy
la funcién ®(c) = ¢ o0 0 ¢! es un elemento de Xy y define un isomorfismo entre ©y y %y. Es decir,
el grupo de permutaciones solo depende de la cardinalidad de X y no de sus elementos, en particular, si
|X| = n, entonces Xy lo denotamos por ¥, y sin restriccién podemos pensar que X = {1,2,3,4,...,n}. El
orden de X, es n!.
SiX ={1,2,3,...,n} y o € &,, entonces escribiremos

_ 1 2 3 n
77\ o) 0@ o) ... o) |

Los seis elementos de 35 son:
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Sio e X%, estal que o(ky) = ky, 0(ky) = ks, 0(ks) = ky,...0(k,) = k;, y o funciona como la identi-
dad en el resto de elementos de {1,2,3,...n} entonces también escribiremos o como (k kyksk,...k.)y
lo llamaremos un ciclo de largo r. Segin esta notacion (y escribiendo la identidad como 1), tenemos que
Y3 =1{(1),(12),(13),(23),(123),(132)}. Notamos que {1,(12)}, {1,(13)} y {1, (23)} son los tnicos subgru-
pos de orden 2 y H = {1,(123),(132)} es el tnico subgrupo de orden 3. Como el indice de H en G es 2,
necesariamente H < G.

Ademds notemos que (12)(13) = (132) y en cambio (13)(12) = (123), por lo tanto 23 no es conmuta-
tivo. Mds aun, si n > 3 consideremos los ciclos de largo 2 (12) y (13) en %,,, entonces (12)(13) # (13)(12).
Es decir, 33, no es abeliano para n > 3. Ademas ¥, = {1,(12)} y %; = {1}, ambos claramente abelianos.
Concluimos que 3, es conmutativo siy solosin=10n=2.

Si H y K son subgrupos de un grupo G, el conjunto KH = {kh; k € K, h € H} no es necesariamente un
subgrupo de G. Por ejemplo, H = {1,(12)} yK = {1, (23)} son subgrupos de 5 y KH = {1,(23), (12),(132)}
no lo es. El siguiente resultado da condiciones necesarias y suficientes para que KH sea un subgrupo de
G.

Proposicién 2.1. Si H y K son subgrupos de G, entonces KH es subgrupo de G si y solamente si KH = HK.

Demostracién. Supongamos que KH < Gyseank € Kyh € H. Luego k" 'h™! € KH y como KH es un grupo,
se tiene que hk = (k"*h~!)™! € KH luego HK € KH. Por otro lado, tomemos z € KH y seaw =z~ ! € KH
(ya que KH < G). Como w = kh para ciertos k' € K y ' € H, entonces z = w ! = (k’'h’)"! =" 'k’~! € HK.
Concluimos que HK = KH.

Ahora supongamos que KH = HK. Como H y K contienen a 1, entonces 1 € HK. Sean ahora k,k' €Ky
h,h’ € H, luego kh(k’h’)™! = khh'~'k’ = kk”’h” € KH para ciertos k” € K, h"”" € H, pues hh' 'k’ € HK = KH.
Luego KH < G. O

Corolario 2.1. Si G es un grupo, H < Gy N < G, entonces NH < G.

Demostracion. Como N es normal, para cada g € H se tiene que gN = Ng, y por ende HN = NH. El
resultado anterior prueba que que NH < G. O

Proposicion 2.2. Si H,K son subgrupos finitos de un grupo G, entonces |[HK||N NK|=|N||H]|.

Demostracion. Notemos que A = H NK es un subgrupo de K de indice n = |K|/|H N K|. Luego podemos
escribir K como la unién disjunta K = Uie[n] k;A para ciertos k; € K, y como AH = H, obtenemos que
HK = | Jiefny kiH, de manera que |HK| = n|H| = |H||K|/|H NK]|. O

Si G es un grupo, el conjunto de los elementos que conmutan con todos los elementos de G se llama
el centro de G y se anota por Z(G) (o simplemente Z si el grupo esta subentendido), esto es, Z(G) = {x €
G; xg = gx Yg € G}. Definimos también el centralizador de g € G por C;(g) (o C(g)) como el conjunto
de elementos de G que conmutan con g, o C;(g’) = {g € G; gg’ = g’g}. Se verifica que ambos conjuntos
son subgrupos de G, el centro de G es normal en éste y se tiene que Z(G) = ﬂgGG Cs(2).
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Sean G, G’ grupos. Una funcién f: G — G’ se dice morfismo de grupos si se cumple la condicién
enunciada en la seccion es decir f(gh) = f(g)f(h) para cada g,h € G. Es inmediato ver que f(1)
es idempotente en G’, y entonces la observacién muestra que f(1) es el neutro de G’. Por otro lado,
f(&)f (g71) = f(1) implica que f(g)~" = f(g™") para todo g €G.

El conjunto ker(f) = {g € G/ f(g) = 1"} = f~}({1’}), llamado kernel de f, es un subgrupo de G pues
1 €ker(f) y para x,y € ker(f), f(xy™!) = f(x)f(y)™! = 1’. Ademds es normal en G ya que f(gxg™') =
f(2)1'f(g)! = 1’ cuando x € ker(f), g € G (y el mismo razonamiento muestra que la preimagen de
subgrupos normales es también subgrupo normal). Como veremos ahora, los inicos subgrupos normales
son de este tipo.

Proposicion 2.3. Todo subgrupo normal es el kernel de alguin morfismo.

Demostracién. Sea H < G y consideremos el grupo cuociente G/H. Para concluir basta notar que la pro-
yeccién candnica 7: G — G/H definida por n(g) = gH es un morfismo cuyo kernel es H. O

Cuando ker(f) # {1}, f no puede ser inyectiva y reciprocamente, si ker(f) = {1}, entonces para cada
x,y € G laigualdad f(x) = f(y) implica que xy ' € ker(f) y por lo tanto xy ™! =1, 0 x = y. Luego f es
inyectiva ssi ker(f) = {1}.

Si f : G —> G’ es morfismo de grupos, el conjunto im(f) = {f(g); g € G} = f(G) también es un
subgrupo de G ya que 1’ = f(1) € im(f) y si x, y € im(f), podemos encontrar g,h € G tales que f(g) = x
y f(h) = y.Luego xy ™ = f(gh™!) € im(f). Similarmente, la imagen de cualquier subgrupo de G también
es un subgrupo de G’ y si H < K < G, entonces f(H) < f(K) < G. Sin embargo, im(f) no necesariamente
es normal en G’.

Ejemplo 2.7. Si G = (g) es un grupo ciclico infinito, definamos el epimorfismo ¢ : Z — G por ¢(n) = g".
Esta funcion también es inyectiva, pues si existe n € ker(¢) entonces g" =1y n =0 ya que g tiene orden
infinito. Luego salvo isomorfismo, Z es el tinico grupo ciclico infinito.

Dado un grupos G, el conjunto de sus automorfismos Aut(G) es un grupo al dotarlo de la composicion
de funciones. Para cada g € G, la funcién (llamada conjugacion por g) f,: G — G definida por f,(x) =
gxg~! es un automorfismo con inversa fg-1- Si definimos ¥: G — Aut(G) por ¥(g) = f,, entonces cuando
g,8’,x € G tenemos que ¥(g) o (g )(x) = g(g'xg" g™ = (gg")x(gg")™" = ¥(gg')(x). Luego ¥ es
morfismo. La imagen de G por ¥ se conoce como el grupo de automorfismos interiores de G y se escribe
Inn(G). Cuando a € Aut(G), la igualdad a o f, o al= fa(g) muestra que Inn(G) < Aut(G).

Un subgrupo H de un grupo G que es Aut(G)-invariante, esto es, c(H) C H para cada o € Aut(G), se
dice caracteristico. Notemos que si H es finito, entonces lo anterior es equivalente a c(H) = H, y si H es el
unico subgrupo de orden |H| en G, necesariamente H es caracteristico.

Proposicidn 2.4. Si H < G y K es caracteristico en H, entonces K es normal en G.

Demostracion. Sea f, un automorfismo interior de G cualquiera. Como H es normal, f, define un auto-
morfismo de H por restriccion. Sea T € Aut(H) esa restriccién y notemos que como K es caracteristico en
H se tiene que 7(K) CK o gKg ! CK. O
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2.2. Teoremas de isomorfismo

Ahora veremos resultados que permiten probar que ciertos grupos son isomorfos a otros y que ade-
mas entregan isomorfismos candnicos en esos casos. Mostraremos teoremas idénticos a éstos para otras
estructuras algebraicas en los capitulos 3]y 4} y en éste tltimo daremos una demostracién alternativa del
primer y tercer teorema de isomorfismo.

Teorema 2.2 (Teorema del factor). Si f: G — H es morfismo, N < GyNCc ker(f), la funcién f : G/N — H
dada por aN — f(a) estd bien definida y es morfismo. La ecuacién f o = f caracteriza unicamente a f.
Ademds, im(f) =im(f) y ker(f) = ker(f)/N.

Demostracion. Notemos que f o m = f implica que f(aN) = f(a), luego f es tinica con esta propiedad.
Veamos que es funcion: si b € aN, entonces b = an con n € N < ker(f) y luego f(b) = f(a)f (n) = f(a),
de modo que f estd bien definida. Como

f(aNbN) = f(abN) = f(ab) = f(a)f (b) = f(aN)f (bN),
f también es morfismo. Es claro que im(f) = im(f), y
aN €ker(f) < f(aN)=f(a)=e <> a€ker(f)
muestra que ker(f) = ker(f)/N. O

Podriamos aplicar el teorema del factor para probar la proxima proposicion de forma inmediata, pero
preferimos dar una demostracién que explicite el isomorfismo requerido.

Teorema 2.3 (Primer teorema de isomorfismo). Si 7: G — G’ es un morfismo de grupos, entonces G/ ker(t)
es isomorfo a im(1).

Demostracion. Denotemos por K = ker(7) y definamos 7 : G/K — im(7) por 7(gK) = 7(g), que esta bien
definida ya que cuando gK = g’K, existe k € ker(7) tal que g’ = gk y por lo tanto

t(g'K) = 1(g") = ©(gk) = ©(g)7(k) = 7(g) = T(gK)

pues 7(k) = 1. Luego T es efectivamente una funcién, que por la definicién de im(7) es epiyectiva. Es
directo verificar que 7 es morfismo, y si tomamos gK € ker(7), entonces 7(g) = 1y gK = K. Luego
K =Ker(%) de modo que 7 es inyectiva. Concluimos que 7 es isomorfismo. O

Ejemplo 2.8. En la seccion anterior definimos ¥: G — Aut(G) por ¢(g) = f, donde f, es la conjugacién
por g,y vimos que es un morfismo de grupos y ademds im(®) = Inn(G). Por otra parte, las igualdades

ker(W)={g €G; f, =idg} ={g €G; fy(x)=xVx€G} ={g€G/ gx=xg Vx € G} = Z(G)

y el primer teorema de isomorfismo muestran que G/Z(G) = Inn(G).
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Figura 2.1: Diagrama de Hasse de los subgrupos involucrados en el segundo teorema de isomorfismo. Los
cocientes de los grupos en cada extremo de las lineas marcadas son isomorfos.

Ejemplo 2.9. Sea G = (g) un grupo ciclico finito. Como en el ejemplo definamos ¢(n) = g" de Z en
G. Ademds sabemos que ¢ no es inyectivo y por lo tanto existe m entero positivo tal que mZ = ker(¢).
Por el primer teorema del isomorfismo se tiene que Z,, = Z/mZ = G. Como Z,, = 7Z,, ssi n = m, obtenemos
que para cada m € N existe un tnico grupo ciclico, salvo isomorfismos, de orden m.

Los dos siguientes teoremas son corolarios del primer teorema de isomorfismo. El diagrama de Hasse
de un grupo es una manera de visualizar la estructura de subgrupos de éste. La figura muestra el
diagrama asociado a los grupos involucrados en el segundo teorema de isomorfismo.

Teorema 2.4 (Segundo teorema de isomorfismo). Sean K y N subgrupos de G, con N normal en G. Entonces
NK es un subgrupo de G, N NK es normal en K y ademds K/(N NK) es isomorfo a NK/N.

Demostracidn. Como N es normal en G, entonces NK < G por el corolario Ademas, la igualdad
NK = KN implica que cada clase nkN € NK/N se puede escribir como k’N con k’ € K. Luego la funcién
p: K — NK/N definida por p(k) = kN es una sobreyeccién y dado que N es normal,

p(kk') = kk'N = (kN)(k'N) = p(k)p(k’)
muestra que es p es morfismo. Por otra parte
ker(p)={k€K; kN =N}=NnNnK

implica que NNK < K, y el primer teorema de isomorfismo permite concluir que K/(NNK)= NK/N. O

Teorema 2.5 (Tercer teorema de isomorfismo). Sean K y H subgrupos normales de G tales que K < H.
Entonces H/K es un subgrupo normal de G/K y ademds (G/K)/(H/K) es isomorfo a G/H.
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Demostracién. Primero que nada, notemos que gK = g’K es equivalente a decir que existe k € K C H tal
que g’ = gk y por lo tanto gH = g’H. Luego la funcién n: G/K — G/H definida por n(gK) = gH estd bien
definida y es epiyectiva por definicion. Por otro lado,

n((gK)(g'K)) =n(gg'K) = gg'H = gHg'H = n(gK)n(g'K)
de modo que 7 también morfismo. Finalmente,
ker(n)={gK€G/K;gH=H}={gKeG/K;g€H}=H/K

implica que H/K es normal en G/K y el primer teorema del isomorfismo muestra que (G/K)/(H/K) =
G/H. O

Notemos que en la demostracion anterior, el subgrupo ker(n) resulté ser K/H, donde n era un morfis-
mo de G/H en otro grupo y H < K < G. La pregunta natural que surge es si todos los subgrupos de G/H
tienen esa forma, y la respuesta es afirmativa.

Teorema 2.6 (Teorema de correspondencia). Si H < G, los subgrupos de G/H son exactamente los grupos
de la forma K/H donde K < H. Es decir, la proyeccion candnica w: G — G/H se extiende a la biyeccién de
grupos ©: {K; H < K < G} — {Q; Q < G/H}. Ademds, para cada A,B < G con N < A, B, se tiene que 7
verifica:

1. A< B ssi (A) < 7(B).

2. si A< B, entonces [B : A] = [®(B) : ®(A)].

3. ((A,B)) = (¢(A), 2(B)).

4. #(ANB) = &(A) N 7(B).

5. A< G ssi w(A) < G/N.

Demostracién. Como 7 es morfismo obtenemos que n(K) < G/H cuando H < K < G,y si Q < G/H
entonces 7 1(Q) < G y ademds H = n}({H}) < 771(Q). Luego 7 estd bien definida. La sobreyectividad
de 7 asegura que n(n~%(Q)) = Q para cada Q < G/H. Por otro lado, siempre se cumple que n~}(n(K)) 2 K
cuando K C G. Veamos que si H < K < G se tiene la otra inclusién n~!(n(K)) C K: si s € G es tal que
ni(s) € n(K), entonces existe un k € K tal que 7n(s) = n(k), es decir s € kH. Ahora bien, la afirmacién
H < K muestra que s € K, y podemos concluir que n~!(7(K)) = K. Luego 7 es biyeccién.

Las afirmaciones 1-5 son el ejercicio [2.1 O

Ejemplo 2.10. Notemos que si n,m € Z, el segundo teorema de isomorfismo nos dice que nZ + mZ/mZ =
nZ/nZ N mZ. El lema de Bézout implica que nZ + mZ = mecd(n, m)Z y la definicién de mem muestra que
nZ N mZ = mem(n, m)Z. Luego mcd(n, m)Z/mZ = nZ/ mcm(n, m)Z. En el préximo capitulo veremos que
también son isomorfos como anillos.

Por otro lado, el teorema de correspondencia prueba que todos los subgrupos de Z, son de la forma
mZ/nZ donde nZ € mZ o equivalentemente donde m divide a n. Entonces el tercer teorema de isomorfis-
mo prueba que Z,/(mZ/nZ) = (Z/nZ)/(mZ/nZ) = Z/mZ = Z,,. Por lo tanto, todos los subgrupos de un
subgrupo ciclico también son ciclicos.
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2.3. Accion de grupos

Sea X un conjunto y G un grupo. A una funciéon G x X — X, denotada por yuxtaposicion, se llama una
accion de G en X si se tiene las siguientes condiciones:

1. 1x = x para cada x € X.

2. g'(gx)=(g’g)x paracada g,g’ € Gy x € X.
También diremos que X es un G-conjunto en tal caso. Esta nocién precisa la intuiciéon de que muchos gru-
pos nacen como transformaciones biyectivas de ciertos conjuntos. Los ejemplos naturales son los grupos
diedrales D,, y los grupos de permutaciones %, quienes actian sobre los vértices (o las aristas, o las
diagonales) de un n-agono regular y sobre [n] respectivamente. Un cuerpo K acttia sobre un K-espacio
vectorial y sobre el conjunto de sus subespacios vectoriales a través de la ponderacion.

Una definicién equivalente de una accién es un morfismo ¢: G — Xy, ya que a partir de éste po-
demos definir la accién G x X — X por (g,x) — Y (g)(x). Como ) es morfismo, tenemos que g’'(gx) =
Y(g") oY (g)(x) =y(g’'g)(x) = (g'g)x y también (1)(x) = idyx(x) = x. Luego la funcién que definimos
es efectivamente una accién. Reciprocamente, dada una acciéon de G en X podemos definir un morfismo
P: G — Xy via YP(g)(x) = gx. Las igualdades anteriores muestran que ) es efectivamente un morfis-
mo y ademds tenemos que 1) estd bien definido, ya que (g) tiene inversa v(g~!). Un tal ¢ se dice
representacion por permutaciones de G.

El kernel de ) se llama el kernel de la accion, y ésta se dice fiel si su kernel es la identidad. Notemos
que ker(vy) es normal. Si para x € X definimos el estabilizador de x o el grupo de isotropia de x como
Stab(x) = {g € G; gx = x}, entonces éste resulta ser subgrupo de G: 1x = x muestra que 1 € Stab(x) y
ademds si g, g’ € Stab(x), entonces (gg" 1 )x = g(g''x) = gx = x, (ya que x = (g''g")x = g’ 'x). Luego
Stab(x) < G. Las definiciones involucradas implican inmediatamente que ker()) =[], <y Stab(x).

Ejemplo 2.11. Sea G un grupo finito y H un subgrupo de indice p donde p es el menor primo que divide
a G. Entonces H es normal en G.

Demostracion. Sea Q el conjunto de todas las clases laterales izquierdas de H en G, de modo que |Q| = p.
Hagamos actuar G en €2 por multiplicacién izquierda, es decir definimos para cada g’ € G definimos 7,/
de Q en si mismo por 7,(gH) = g'(gH) = (¢g'¢)H. Luego ¢: G — Xq dada por g’ — 7, es morfismo.
Notemos que el kernel de esta accién es ker(¢) = K = {x € G; xgH = gH Vg € G} y estd contenido
en H pues si x € K, en particular xH = H, y ademds K es normal en G dado que es el kernel de un
homomorfismo. El primer teorema de isomorfismo muestra que G/K es isomorfo a un subgrupo de %, y
luego [G : K], que es un divisor de |G|, también divide a p!.

Ahora [G : K] =[G : H][H : K] = pq donde q = [H : K]. Como [G : K] es un divisor de p!, tenemos
que g es un divisor de (p — 1)!. Entonces si r es un divisor primo de ¢, necesariamente r < p, pero esto
contradice la minimalidad de p pues r divide a [H : K]y [H : K] divide a |G|. Por lo tanto tal r no existe y
g=1,esdecir[H:K]=1.Luego H=K y H es normal en G. O

Teorema 2.7 (Teorema de Cayley). Todo grupo G es isomorfo a un subgrupo de %G,
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Demostracion. Consideremos la accién de G sobre si mismo por multiplicacién izquierda, es decir defini-
mos ¥: G — %; por ¥(g)(x) = gx cuando g,x € G. Por definicién ¥ es morfismo, y la accion es fiel pues
¥(g) = ¥(g') implica que en particular g = ¥(g)(1) = ¥(g')(1) = g’. Luego G < %g = NG, O

Si G acttia en X, esta accién define una relacién de equivalencia en X, a saber x ~ x’ ssi existe g € G
tal que x’ = gx. La clase de equivalencia de x € X, llamada la drbita de x, es Orb(x) = Gx = {gx; g € G}
y el conjunto cociente bajo esta relacion se escribe X /G. Una accidn se dice transitiva si Orb(x) = X, es
decir, si para cada x,y € X existe un g € G tal que x = gy.

Proposicidon 2.5. La orbita de x € X tiene tantos elementos como clases laterales de Stab(x) en G. En
particular; si G es finito entonces la orbita de x también lo es y | Orb(x)| = |G|/| Stab(x)|.

Demostracion. Denotemos por Y al conjunto de todas las clases laterales izquierdas de Stab(x) en G
(recordemos que |Y| =[G : Stab(x)]) y sea H = Stab(x).

Definamos u : Orb(x) — Y por u(gx) = gH. La funcién u esta bien definida, pues si gx = g’x, entonces
g lgx =1x=x,y g"'g € H=Stab(x), que es equivalente a decir que gH = gH. Ademas la definicién
de u implica que ésta es epiyectiva. Por otro lado, si u(gx) = u(g’x) tenemos que gH = g’H, es decir,
existe h € H = Stab(x) tal que g’ = gh y entonces g’x = (gh)x = g(hx) = gx. Por lo tanto u es biyectiva y
| Orb(x)| =[G : Stab(x)]. O

Sea G un grupo y hagamos actuar G en si mismo por conjugacién, es decir (g,g") — gg’g™'. El
estabilizador de g’ es exactamente C(g’). Notando que la 6rbita de g’ tiene un solo elemento ssi g’ € Z y
que las orbitas son disjuntas obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.8 (Férmula de clases). Sea G un grupo y ¢ un conjunto de representantes de las orbitas de G
tales que ningtin representante estd en el centro de G. Luego

Gl=12(G)|+ > 16 : C(.
g'eY
Los siguientes tres resultados son una aplicacion directa de la igualdad anterior.

Proposicidn 2.6. Todo grupo cuyo orden es una potencia positiva de un primo tiene centro no trivial.

Demostracion. Sea G de orden p", con n € N positivo y supongamos que |Z(G)| = 1. La definicién de
centro implica que para cualquier x # 1 se tiene que C(x) # G y entonces [G : C(x)] es una potencia
positiva de p. Luego la férmula de clases muestra que |G| = 1+ kp para cierto k € N, pero p divide a |G|y
llegamos a una contradiccion, de modo que |Z(G)| > 1. O

Proposicion 2.7. Si G/Z(G) es ciclico, entonces G es abeliano.

Demostracion. Sea G/Z = (gH) de modo que cualquier elemento de G se puede escribir en la forma g*z
con g €G fijo, k€ Zyz e Z. Luego si x = gkz e y = gl2’ se tiene que

Xy =gkzglz/ =ngglz/ =Zglgkz/ =zglz/gk — glz/gkz = yx.
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Corolario 2.2. Si p es primo entonces todo grupo de orden p? es abeliano.

Ahora bien consideremos un grupo G y & el conjunto de todos los subgrupos de G, y hagamos actuar
G en & via conjugacién, esto es (g,H) — gHg . Esta es efectivamente una accién, pues gHg " es un
grupo y también se tiene que 1H1™' = Hy g(g’Hg 1)g~ ' = (gg’)H(gg’)~!. Al estabilizador de H bajo
esta accion particular se le llama el normalizador de H en G y se anota N;(H) o simplemente N(H) y es
el subgrupo mds grande en G en el cual H es normal pues

Ng(H)=N(H)={g €G/ gHg ' =H}.

Luego H < G ssi N(H) =G.

Sea G un grupo actuando en un conjunto X. Denotemos por Fixy(G) al conjunto de elementos de
X que son fijos por todos los elementos de G, de manera que Fixyx(G) = {x € X; gx = x Vg € G}.
Equivalentemente, son aquellos elementos cuya Orbita estd compuesta por un solo elemento, o aquellos
cuyo estabilizador es todo G.

Lema 2.1. Si G es un grupo finito cuyo orden es una potencia de un primo p y G actua en un conjunto finito
X, entonces |Fixy(G)| = |X| mdd p.

Demostracion. Consideremos {X;,X5,Xs,...,X,} el conjunto de todas las érbitas de G en X y escojamos
x; € X; un representante de cada drbita. Ordenemos los X; para que exista 1 < k < n tal que x; € Fix(G) si
y solo sii < k. Entonces |X;| = 1 para cada i < k. Por otra parte, como X es la union disjunta de las érbitas
se tiene que

n k n n
X =D 11X = > il + > X = Fix(G)| + Y [G : Stab(x;)].
i=1 =1 i=k+1 i=k+1

Pero sii > k entonces x; ¢ Fix(G), es decir Stab(x) es un subgrupo propio de G. El teorema de Lagrange
implica que cada Stab(x;) tiene orden una potencia de p, luego p divide a >, +1LG : Stab(x;)] y por lo
tanto |X| = |Fix(G)| méd p. O

Lema 2.2. Si H es un subgrupo de orden una potencia de un primo p de un grupo finito G, y ademds p divide
a [G: H], entonces p divide a [N(H) : H].

Demostracion. Hagamos actuar H en el conjunto X de las clases laterales izquierdas de H en G por multi-
plicacién izquierda. Esto es, H x X — X definida por (h, gH) — (hg)H. Por el resultado anterior se tiene
que |Fix(H)| =[G : H] mdd p, pero

Fix(H) = {gH; hgH = gH Yh€ H} = {gH; g thg e HYh € H} = {gH; g € N(H)}.
Es decir, Fix(H) es el conjunto de las clases laterales de H en N(H) y por lo tanto
[N(H):H]=[G:H]=0 mdd p

pues p divide a [G : H]. O
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Un corolario evidente es el siguiente.

Corolario 2.3. En un grupo de orden una potencia de un primo p, todo subgrupo propio es un subgrupo
propio de su normalizador. En particular, si G tiene orden p™, todo subgrupo de orden p™ ! es normal en G.

Teorema 2.9 (Teorema de Cauchy). Si G es un grupo finito y p es un primo que divide el orden de G,
entonces existe un elemento en G que tiene orden p.

Demostracion. Consideremos ¥ = {(a;,a,,as,...,a,) € G’/ ajazas---a, = 1} el conjunto de las p-tuplas
de elementos de G que multiplicados dan 1, y la permutacidn ciclica de orden p dada por o0 = (123---p—
ez,

Hagamos actuar el grupo ciclico (o) en & por

(o, (ay,ay,as,...,a,)) — (Agi(1), Agi(2), Agi(3)s - - - > Aori(p))-

Recordemos que xy =1 implica que yx = 1 en un grupo, y por lo tanto para a = (a;,4ay,as,...,a,) € &

se tiene que ayas - -a,a; = 1. Luego

(O', a) = (ao(l), A5(2)sAg(3)s++ > aa(p)) S

e inductivamente se verifica que (0!,a) € &. Ademas, (1,a) =ay (c0'c’,a) = (¢'*/,a) = (¢, (0’,a)). Por
lo tanto, la funcién definida arriba es efectivamente una accion de (o) en &.
Notemos que para determinar (a;,a,,as,...,a,) € & los primeros p — 1 elementos son cualquiera en

1 31
Gya,= ( lel ai) , luego || = |G|P~! y entonces p divide a |.<|. El lema permite concluir que
0=|¥| = |Fix(o)| mdd p.

Como 1=(1,1,1,...,1) € Fix({o)) y p divide a |Fix({c))|, necesariamente existe un x # 1 en Fix({(c’)).
Pero Fix({(0)) = {a€ &/ a; = a = a3 = --- = a,}, y entonces podemos encontrar x € G, x # 1 tal que
(x,x,x,x,...,x) =x € Fix({o)). Es decir, x? = 1. Finalmente concluimos que como p es primo y x # 1, el
orden de x es p. O

Observacion 2.6. Sea p un numero primo. Un grupo en el cual todo elemento tiene orden una potencia
de p, se llama un p-grupo. El teorema de Cauchy permite asegurar que todo p-grupo finito tiene orden
una potencia de p.

Ejemplo 2.12. Si G tiene orden 6, el teorema de Cauchy asegura la existencia de elementos x,y € G de
orden 2 y 3 respectivamente. Notemos que xy # 1, pues si en tal caso y = x~1 = x.

Si G es abeliano, entonces (xy)? = x2y? = y? # 1 y del mismo modo (xy)> = x3y® = x # 1, luego
el teorema de Lagrange muestra que xy tiene orden 6. Por lo tanto G es el grupo ciclico de orden 6. Es
decir, existe un tnico grupo abeliano de orden 6 salvo isomorfismo.

Si G no es abeliano, podemos afirmar que x y y no conmutan y como (y) es de indice 2 en G tenemos
que (y) es normal en G, y por ende xyx~! = xyx € (y). Veamos qué valores puede tomar xyx '

» Sixyx =1 entonces xy =x e y =1, lo cual no puede ser.
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= Si xyx =y entonces xy = yx, pero habiamos asumido que x e y no conmutaban.
Entonces necesariamente xyx = y2, o equivalentemente xy = y 'x~! = (xy)~!. Lo anterior también
implica que yx = xy? = x 'y~! = (yx)™!. Entonces podemos afirmar que xy # yx y ambos elementos
son de orden 2. Ademads, ambos xy y yx son distintos de x pues y no es 1.

Asi tenemos que G = {1,x,y,y? xy,yx} y ademds notamos que como xyx = y2, entonces (xy)y =
yx,ycomo xy = y?x entonces yxy = x. De la misma manera se obtienen las relaciones y?xy = yx y
yxy? = xy. Por lo tanto, la tabla de multiplicacién de G es

1 X y y2 Xy yx
1 X y y2 Xy yx
X 1 yx xy yz y
y xy y* 1 yx «x
y? yx 1y x Xy
2

xy y x yx 1 'y
yx y* xy x y 1

=
K><<v\<K<[\J\<><P—‘

Por lo tanto existe un tnico grupo de orden 6 no abeliano, salvo isomorfismo. Finalmente obtenemos que
salvo isomorfismo Z; y %5 son los tinicos grupos con 6 elementos.

En el caso particular de 25 tenemos que x = (12) es de orden 2y y = (123) es de orden 3. Ademas xy =
(12)(123) = (23) y yx = (123)(12) = (13). Es un ejercicio directo verificar que la tabla de multiplicacién
de 35 es idéntica a la tabla de arriba.

El siguiente resultado es una extension del teorema de Cauchy y permite estudiar la estructura arit-
mética de un grupo, finita es decir, las propiedades de éste que resultan de la factorizacién prima de su
cardinal.

Teorema 2.10 (Teoremas de Sylow). Sea G un grupo finito de orden p™r donde p es primo que no divide
ar.
(1) Para cada 1 < k < m existe un subgrupo de G de orden p*. Cada subgrupo de orden p' es normal en
algtin subgrupo de orden p™™! para 0 <i < m.
(2) Todos los subgrupos de orden p™ son conjugados entre si.
(3) Sin es la cantidad de subgrupos de orden p™, entonces n = [G : N(P)] donde P es cualquier subgrupo
de orden p™. Ademds n=1 mdd p y n divide a r.

Demostracion. Por el teorema de Cauchy existe un elemento g de orden p. Supongamos que H es un
subgrupo de orden p' con 1 < i < m, entonces p divide a [G : H] y por el lema p también divide a
[N(H) : H]. Como H es normal en N(H), se tiene que N(H)/H es un grupo cuyo orden es divisible por p
y nuevamente por el teorema de Cauchy muestra la existencia de un elemento ¢ de orden p en N(H)/H.
El teorema de correspondencia implica la existencia de un subgrupo K de N(H), tal que H <K < N(H) y
A =K/H. Luego [K : H] = p y entonces |K| = p'™'. Un argumento inductivo termina de demostrar (1).
Sea Q un p-subgrupo de G y sea X el conjunto de todas las clases laterales de P en G. Hagamos
actuar Q en X por multiplicacién izquierda, esto es definimos (q, gP) — (gg)P. El lema ?? muestra que
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[Fix(Q)| = |X| mdéd p. Como |X| = [G : P] entonces p no divide a |X| y Fix(Q) Z 0 mdd p. Luego existe
yP € Fix(Q) pero

Fix(Q)={gP €X;qgP=gP, VqeQ}={gP €X; g 'qgP =P, Vg €Q}
={gPeX;g 'qg€P VqeQ} ={gPX; g 'Qg C P}.

Concluimos que existe yP en X tal que y 'Qy C P, y tomando x = y ™! se tiene que xQx~! < P. En

particular, si |Q| = p™ tenemos que xQx ! = P pues tanto xQx ' como P tienen orden p™. Esto demuestra
(2).

Ahora consideremos un grupo P fijo de orden tamafio p™. Sea % la familia de subgrupos de G y
consideremos la accién de G en % por conjugacién. Entonces la drbita de P es el conjunto de subgrupos
conjugados de P y ademas Orb(P) =[G : Stab(P)], pero Stab(P) = N(P) y por ende si n denota la cantidad
de subgrupos de orden p™ en G se tiene que n =[G : N(P)]. Ademas

p"r=[G:N(P)]IN(P): P]IP|=[G:N(P)]IN(P): P]p™

implica que r = n[N(P) : P], y entonces n divide a r.

Finalmente consideremos & la familia de subgrupos de orden p™ en G y hagamos actuar H en & por
conjugacién. Nuevamente el lema ?? entrega que |Fix(H)| =n mdd p. Notemos que Q € Fix(H) siy solo si
pQp~! =Q para cada p € B, es decir P € N(Q). Pero Q < N(Q) implica que xQx~! = Q para cada x € N(Q)
y entonces Q es el tnico subgrupo de orden p™ en N(Q). Es decir, Fix(P) = {P} y por lo tanton =1 mad p,
que termina por demostrar (3) y el teorema. O

Cuando |G| = p™r y p no divide a r, a los subgrupos de orden p™ le llamamos p-subgrupos de Sylow.
Notemos que la parte (2) del Teorema dice que todos los p-subgrupos de Sylow son conjugados y la
demostracion de la parte (3) prueba que el inico p-subgrupo de Sylow en N(P) es P.

Un corolario evidente es el siguiente

Corolario 2.4. Un p-subgrupo de Sylow es normal si y solamente si es el tinico p-subgrupo de Sylow.

Demostracién. Basta notar que H 1 G siy solosi 1 =[G : N(H)]. O

Corolario 2.5. Si P es un p-subgrupo de Sylow, entonces N(N(P)) = N(P).

Demostracion. Es claro que N(P) € N(N(P)), luego basta probar la contencién en el otro sentido. Sea
x € N(N(P)), entonces xPx~ ! < xN(P)x~! = N(P), de modo que xPx~! es un p-subgrupo de Sylow en
N(P). Como P es normal en N(P) se deduce por el corolario anterior que P es el tinico p-subgrupo de
Sylow en N(P) y entonces xPx~! = P. Luego x € N(P) y concluimos que N(N(P)) c N(P). O

Ejemplo 2.13. Sea G un grupo de orden 10. Por el teorema de Cauchy existen x,y € G de orden 2y 5

respectivamente. Como x ™! = x, se tiene que xy # 1, pues en tal caso y = x ' = x.
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Supongamos que G es abeliano. En tal caso, (xy)? = x2y? = x2 # 1 y por lo tanto xy no tiene orden
2. Del mismo modo (xy)> = x°y®> = y®> = y # 1, es decir, xy no tiene orden 5 de manera que xy tiene
orden 10 y G = (xy). Luego hay un tinico grupo abeliano de orden 10 salvo isomorfismo.

Supongamos ahora que G no es abeliano. Entonces xy # yx y el teorema de Sylow muestra la cantidad
de subgrupos de orden 5 es un divisor de 2 y es congruente a 1 médulo 5. Por lo tanto, existe un tnico
grupo de orden 5 en G y concluimos que (x) es normal en G. Luego yxy ! = yxy € (x). Revisemos qué
valores puede tomar yxy '

= Si yxy =1 entonces x = 1, lo que no puede ser.

= Si yxy = x entonces yx = xy, pero ya habiamos asumido que x e y no conmutaban.

» Si yxy = x? entonces x* = x2x? = (yxy)(yxy) = yx2y. Por otra parte x = y?xy? = y(yxy)y =

yx?y = x*y entonces x tendria orden 3.
» Siyxy= x> entonces x* = x° = (yxy)(yxy)(yxy) = yx3y.Porotra parte x = y2xy? = y(yxy)y =
yx3y = x* y entonces x tendria orden 3.

Luego necesariamente yxy = x* = x™1, o dicho de otro modo yx = x~'y. Entonces G = D,,, donde

Dy es el grupo de simetrias del pentdgono regular.

Ejemplo 2.14. Consideremos un grupo G abeliano finito. Sea |G| = p'fl pgz -+-pr" la descomposicién prima

de |G| y sea r un divisor de |G| con r =p;"p,?---p;* donde s < r y m; < n;. Por el teorema de Sylow, para
cada i existe un subgrupo |H;| de orden p;"i en G, y ademads cada H; es normal en G pues éste es abeliano.
Consideremos H; y H,, cuyos érdenes son claramente primos relativos. Entonces H; N H, = {1} ya que
si x € H; N H,, entonces el orden de x divide a p]" y a p,2. Por lo tanto Hy, = H;H, es subgrupo de G
de orden pTl p;" > y de hecho es grupo ya que H{H, = H,H, al ser G abeliano. Consideremos la funcién
epiyectiva 7 : Hy x Hy — H;H, definida por t(h;,h,) = h;h, y notemos que hyhy = t(hy,hy) = T(h],hy) =
R, implica que hyh ! es el inverso de h'h y por ende hyh} ' € Hy NH, = {1}. Luego hy = h y hy = k),
lo que muestra que 7 es también inyectiva y que Hy, = H,H, es un subgrupo de G de orden p|"p,>.

Ahora notemos que H, y H; tienen 6rdenes que son primos relativos, por lo tanto H;, N Hy = {1}
y el mismo argumento que antes muestra que Hi,3 = Hy,H; es un subgrupo de G de orden p|'"p,* p;" 3
Inductivamente se verifica que

Hyy3 s =HHyHj -+ H

es un grupo de orden r en G. Es decir, el reciproco del teorema de Lagrange es cierto cuando G es abeliano.

2.4. %,

En esta seccién le daremos un vistazo con mayor detalle a ¥, el grupo de permutaciones de n ele-
mentos. Como el Teorema de Cayley afirma que todo grupo es isomorfo a un subgrupo de de un grupo de
permutaciones, esto basta para intentar conocer mds personalmente a 3, al menos haberlo saludado de
mano. Por otro lado, este grupo tiene aplicaciones interesante a la teoria de grafos y a la teoria de Galois.
Por ejemplo, el que no exista una formula para las raices del polinomio general de grado mayor o igual a
5 con coeficientes en R (u otro cuerpo) que recurra solamente a operaciones algebraicas, radicales y los
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coeficientes del polinomio, usa un resultado previo que dice que ¥, no es soluble para n > 5. Probaremos
esto en el capitulo 5 y en este apartado demostraremos varias propiedades de %, entre ellas ésta ultima.
Primero que nada, necesitamos una definicién preliminar: un grupo G se dice soluble si existe una
cadena de subgrupos
G ={1}<G,<G3<---G,, ={G}

tal que cada G; es normal en G;,; y ademads cada cuociente G;,/G; es abeliano parai € [n—1].

Ejemplo 2.15. Todo grupo abeliano es soluble, pues basta tomar la serie {1} < G. Si G es un p-grupo
finito de orden p™ con p primo, entonces existe un subgrupo G,_; de G orden p"™!, cuyo indice en G es
p, el menor primo que divide a p, y concluimos que G,_; < G. Por la misma razén existe un subgrupo
normal G,_, en G,_; de indice p. Inductivamente podemos crear una cadena

G0:{1}<G1<G2<"'Gn_1<Gn:G

donde cada G; < G, y el indice [G;;, : G;] = p entonces cada factor G;,,/G; = Z,. Luego todo p-grupo
finito es soluble. Es el caso de D, que tiene 2> = 8 elementos.

Recordemos que a o = (iyiyi5...1,) € 2, le lamamos un ciclo de largo r, y denota a la funcién de [n] en
si mismo que fija a todo elemento de [n]\ {i;,iy,i3, - ,i.} y ademds o (i) =ij4 sik €[r—1]y o(i,) =1i;.
Por ejemplo, (1234) es un ciclo de largo 4 en Yyge. EI También podemos notar que o = (iyiyi3...,i,) =
(iyo(i;)o?(i1)o3(iy)...0™1(i1)). Por lo tanto of # 1 si t € [r —1]. Pero ademds o' (i;) = o(i,) = i; y
o’(i)) = (671 (iy) = (6"Y7'(iy) = 077(iy) = i;. Es decir, 0" es la identidad en {iy, i,,...,i,} y como &
fija a todo elemento de [n]\ {i, 15,13, ,i,}, entonces o” = 1. Por lo tanto:

Proposicion 2.8. Un ciclo de largo r tiene orden r.

Ahora notemos que no existe una unica manera de escribir un ciclo: por ejemplo, (123) = (231) =
(312) y mas generalmente (i;iyis...i,.) = (iyiz...i,i1) = (izig... i, i;15) = - (i,i;...1,_oi,_1) es decir, un
ciclo de largo r se puede escribir de r formas distintas. De hecho basta fijar el primer elemento del ciclo
para que quede totalmente determinado. Consideremos el elemento 7 de ¥y definido por

(1234567809
{3 4216597 38]

Podemos escribir T como producto de ciclos como 7 = (1324)(56)(798). Notemos que no hay un
numero de [9] que se repita en un par de ciclos de 7 y cada elemento de [9] estd en un ciclo de 7. Si por
ejemplo, p =(1234) en X, podemos escribirlo como p = (1234)(5)(6)(7)(8)(9) y entonces podemos decir
que p también es un producto de ciclos disjuntos dos a dos tal que cada elemento de [9] esta en un ciclo
de p.

Diremos que dos ciclos (iyigis---i,.) V (jijojs -+ Jjs) son disjuntos en %, si i, # j; para todo k € [r]y
le[s].

'Hay una cierta ambigiiedad en la notacién de ciclos, pues (123) puede ser considerado en X, para cualquier n > 3 pero
cargaremos con esta culpa, y el contexto nos permitira entender en cudl X, se esta.
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Observacion 2.7. Si o0 = (iyiy...i,) V¥ T = (jijaj3-...Js) son ciclos disjuntos, esto quiere decir que t
funciona como la identidad en los i y o funciona como la identidad en los j;. Por lo tanto, si x ¢ {iz};_, U
{j¢}_;» entonces To(x) = x = o7(x). Si x € {ix};_,, entonces To(x) = o(x) = o7(x). Finalmente, si
x € {j,}}_,, entonces 7o (x) = 7(x) = o7(x). Es decir, dos ciclos disjuntos conmutan.

Teorema 2.11. Toda permutacion se escribe de manera tinica (salvo el orden) como producto de ciclos dis-
juntos.

Demostracion. Sea o € %, y consideremos H el grupo ciclico generado por o en %,,. Consideremos tam-
bién la accién natural H x [n] — [n] dada por (7, k) — 7(k) y sean {X;}!_, las distintas érbitas asociadas.
Notemos que o(X;) = X;, pues o es biyectiva y o(X;) C X; por la definicion de las érbitas.

Definamos o ; € &, del siguiente modo

o(x) sixeX;

0-(x)={ .
j :
X six ¢X;
y consideremos el producto 105030, € X,. Cuando x € X; tenemos que
0103030, (x) =0;(x) =0 (x)
yentonceSO'=O'10'20'3--~O'r.
Si |X]| = rj yXJ EX] entonces
X; = {2, 0(x;), 02(x), .., 0T 2} = {x5,05(x;), 023, 07 (%))}
A S ER N jhreees M= 05X, O ) O jlss

pero ademds o; actiia como la identidad fuera de X; y por lo tanto o; es el ciclo

(x;0(x) o3(x)) ‘7?_1(’(1))'

Concluimos que o es un producto de ciclos disjuntos.
La unicidad es directo de ver que cada ciclo 7 en una descomposiciéon de ¢ en ciclos disjuntos es del
tipo (x 7(x)...7"}(x)) donde r = | Orb(x)|. O

Veamos otros generadores de %,,. Hasta el momento tenemos que los ciclos generan %,. Consideremos
un ciclo cualquiera (i;i,...i,) de ¥, y escribdmoslo del siguiente modo:

(iriy... 1) = (i1, ) (11 )(@1 G —2) -+ - (11 83) (11 02)
Como toda permutacién es producto de ciclos y como todo ciclo es producto de 2-ciclos, obtenemos que

los 2-ciclos generan a %,. A los 2-ciclos les llamamos transposiciones. Hemos demostrado el siguiente
resultado.

Teorema 2.12. Toda permutacion se puede escribir como producto de transposiciones no necesariamente
disjuntas.
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Sin embargo, una permutacién no tiene una tnica forma de escribirse como producto de transposi-
ciones. Por ejemplo (13)(34) = (34)(14) y no es solo orden sino que son distintas formas de escribirlas.
Ademads, como una transposicion es su propia inversa podemos agregar dos veces una misma transposi-
cién y no cambiar a la permutacion:

(134) =(12)(34)(23)(23)(45)(45)(14)(14)

Entonces ni siquiera el “largo” de la escritura via transposiciones es invariante. Una pregunta que surge
es si hay algo invariante en la escritura y una respuesta es la paridad. Es decir, si una permutacién
se escribe como un producto par de transposiciones, cualquier otra escritura también tiene un nimero
par de transposiciones. Esto significa que no hay ninguna transposicion que se pueda escribir como un
producto de un numero par de transposiciones y por otro lado como el producto de un nimero impar de
transposiciones.

En efecto, consideremos o € %, y la base candnica de R" B = {ej,ey,€3,...,e,} = {€5(1), €5(2), €0 (3)> - - > €r(n) }-

Consideremos también la matriz M,, € M,,(R) cuya i-ésima columna es el vector e, ;). Como el determinan-
te es alternante (esto es, cada vez que se permutan dos columnas el determinante cambia en un signo)
y el determinante de la matriz identidad es 1, se tiene que si 0 = 717,73+ :*T,, COn T; transposicion,
entonces el determinante de M, es (—1)". Luego un la paridad de una permutacién esta bien definida.

Si una permutacion se escribe como un nimero par de transposiciones se llama una permutacién par
y en caso contrario se dice impar. Por ejemplo, (si n > 2) la identidad es par, pues 1 = (12)(12).

Es claro que el producto de dos permutaciones pares es par, el producto de dos impares es par y el
producto de una par con una impar es impar. Como el conjunto {1,—1} es un grupo con la multiplicaciéon
de R, la funcion sgn: %, — {1,—1} definida por sgn(c) =1 si o es par y —1 si o es impar, es un morfismo
de grupos llamado signo. Si n > 2 este morfismo es epiyectivo y el kernel de sgn es el subgrupo normal
de %, formado por todas las permutaciones pares, llamado el grupo alternante en n simbolos y denotado
por A,,. Por el primer teorema el isomorfismo se tiene que %, /A, = {1,—1} = Z,.

Asi se tiene que A, es normal en ¥, tiene indice 2 en %,,, y que |A,| =n!/2.

. . ~ . 3!
Ejemplo 2.16. Examinemos A, para valores pequefios de n: primero notemos que A, = {1} y |A3] = 5= 3.

Como X5 tiene un unico subgrupo de orden 3 y es {1,(123),(132)}, entonces A; = ((132)). De hecho,
(123) = (13)(12) y en general (abc) = (ac)(ab).

Para el caso n = 4 tenemos que |A4| = 4!/2 = 12, y como A, contiene a todos los 3-ciclos y a los
productos de 2 transposiciones disjuntas, deducimos que

Ay =1{1,(123),(132),(124),(142),(134),(143),(234),(243),(12)(34),(13)(24), (14)(23)}.

De la descripcion anterior sigue que los elementos de A, tienen orden 3,2 6 1. Supongamos ahora
que A4 tiene un subgrupo H de orden 6, luego éste debe ser X5 o Zg por el ejemplo Como A4 no
tiene elementos de orden seis, entonces H = %53 y H tiene un tnico grupo de orden 3 generado por (abc).
Sea d € {1,2,3,4} \ {a, b,c}, entonces el elemento (ab)(cd) no puede estar en H por que si lo estuviera
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obtendriamos que (abc)(ab)(cd) = (acd) € H, pero (acd) ¢ {(abc)) y (abc) era el tnico elemento de
orden 3 en H. Tampoco puede estar (ac)(bd) pues si lo estuviera entonces (abc)(ac)(bd) = (bdc) € H
pero (bdc) ¢ {((abc)), y andlogamente (ad)(bc) ¢ H pues si lo estuviera

(abc)(ad)(bc) =(adb) e H

pero (bdc) ¢< (abc) > . Pero (ab)(cd),(ac)(bd) y (ad)(bc) son los tinicos elementos de orden 2 en A, y
por lo tanto H no tiene elementos de orden 2, lo que contradice el teorema de Cauchy. Luego A, no tiene
subgrupos de orden 6 pese a que 6 divide a |A4|, lo que implica que el reciproco del teorema de Lagrange
(v la generalizacion del teorema de Cauchy a divisores no primos) es falso en general.

Observacion 2.8. Notemos que el grupo de Klein V, = {1,(13)(24),(12)(34),(14)(23)} es el tnico 2-
Sylow en A, y entonces V, es caracteristico (y por ende, normal) en A,. Ademds tenemos una cadena de
subgrupos normales {1} < ((12)) <V, <t A4 tal que los cocientes consecutivos

Aq/Vy, Va/((12)(34)), ((12)(34))/1

son todos abelianos (mds precisamente son todos ciclicos). Luego A, es soluble. 35 también lo es: notemos
que {1} < ((123)) < =3 y ademas
%3/((123)), ((123))/1

son ciclicos.

En lo que sigue demostraremos que A, no tiene esa propiedad (una cadena de subgrupos, cada uno
normal en el siguiente, partiendo de {1} y llegando a al grupo completo, donde cada cuociente es abe-
liano) si n > 5. Para ello analizaremos méas detenidamente a A,,.

En el ejemplo anterior vimos que todo 3-ciclo es par pues (abc) = (ac)(ab). Reciprocamente, consi-
deremos el producto de dos transposiciones (ab)(cd) y veamos los tres casos posibles: si son la misma
transposicion, entonces (ab)(cd) = (ab)(ab) =1 = (123)(123)(123). Si tienen un valor en comun, enton-
ces (ab)(cd) = (ab)(bc) = (abc). Si son disjuntas, entonces (ab)(cd) = (acb)(acd). Por lo tanto, como toda
permutacion par se escribe como un producto de pares de transposiciones, entonces toda permutacion par
se escribe como producto de 3-ciclos. Hemos probado el lema siguiente.

Lema 2.3. Sin > 3, entonces los 3-ciclos generan A,,.

Fijemos ahora r # s € [n] con n > 3 y consideremos el conjunto T = {(rsk)/s # k # r,k € [n]} CA,.
Tomemos un 3-ciclo cualquiera (abc) en A,,, entonces

(abc) = (rsa)*(rsc)(rsb)?(rsa)

siempre y cuando {r,s} N {a, b,c} = 0. Si {r,s} = {a, b}, entonces (abc) = (rsc) o (rcs). En el primer caso
(rsc) e T yelel segundo (rcs) = (rsc)(rsc). Si|{r,s}n{a, b,c}| = 1, entonces sin restriccién (abc) = (rbc) de
modo que (rbc) = (rsc)(rsb)?. Entonces tenemos que todo 3-ciclo de A, se puede escribir como producto
de elementos de T. Esto refina el lema anterior al resultado a continuacién.
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Lema 2.4. Sin> 3,y r #s entonces A, es generado por {(rsk)/s # k # r,k € [n]}.

Ahora consideremos un subgrupo N normal en A, con n > 3 y supongamos que N contiene un 3-ciclo.
Si n = 3 se tiene que N = A5 = ((123)), pero si n > 3 el resultado también es cierto: en efecto, si (rsc) € N
y k ¢ {r,s,c} entonces (rsk) = (rs)(ck)(rsc)?[(rs)(ck)]™* € N, pero como {(rsk)/ s # k # r,k € [n]} genera
a A, se tiene que A, = N. Concluimos lo siguiente.

Teorema 2.13. Sin >3, N <A, y N contiene un 3-ciclo, entonces N =A,,.

Si demostramos que todo subgrupo normal N de A,, tiene un 3-ciclo, habremos demostrado que A,
no tiene subgrupos normales distintos de A, y de {1}. Pero ya vimos A, tiene un subgrupo normal, a saber
V, el grupo de Klein. Sin embargo, el resultado es cierto para n > 5.

Lema 2.5. Sin=30n>5y {1} # N <A, entonces N tiene un 3-ciclo.

Demostracion. El caso n = 3 es directo. Consideremos n > 5 y tomemos un elemento o € N distinto
de la identidad y que no sea un 3-ciclo. Clasifiquemos o de acuerdo al mayor largo de los ciclos en su
descomposicioén ciclica y veamos que en cualquier caso N tiene un 3-ciclo.
= Sien la descomposicion en ciclos disjuntos de o hay un elemento de largo mayor o igual a 4 entonces
o = (i;iyisly, ..I,)T con T disjunto con (i;iyiziy,..i,), de modo que

o (irlaiz)o(iyizly) = (iylalsly, 1) (11ia13) (i Iaisly, -1 ) (11 i3l0) = (iyi3i,) €N

pues N <A, e (iyiyi3) €A,.

= Sila descomposicién en ciclos disjuntos de o tiene al menos dos elementos de largo 3, digamos o =
(i11513)(i4i5i6)7T donde 7 es disjunto con (i;iyiz) y con (i4isig), entonces consideremos (iyiyis) € A,.
Notemos que

y en consecuencia el caso anterior muestra que N tiene un 3-ciclo.

= Si la descomposicién en ciclos disjuntos de o tiene solo un elemento de largo 3 y el resto de largo
2, digamos o = (i;iyi3)7 donde 7 es un producto de transposiciones disjuntas entre si y disjuntas de
(i1iyi3), entonces 02 = (iyiyi3)?T2 = (i1iziy) € N.

= Si la descomposicién en ciclos disjuntos de o solo tiene transposiciones, digamos o = (i;i,)(izis)7
donde 7 es un producto de transposiciones disjuntas entre si y disjuntas de (i;iy) y con (iziy),
entonces

0 M iyigiz)o(iyisiy) = (iyin)(isig)(irinis)(irin)(isig)(i1isiz) = (i1i3)(inis) € N.
Como n > 4, podemos tomar j € [n]\ {iy,i,,13,i4} y por ende

(i113)(ia1s)(i1i3))(i113)(inis) (i1 jis) = (iyi3j) €N.
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Los lemas anteriores prueban el préoximo teorema.
Teorema 2.14. Sin=3 0 n > 5, entonces A, es simple.

Tomemos o € &, con n > 3 tal que o # 1. Supongamos primero que o(1) =i # 1. Consideremos k
con 1 # k # i y definamos 7 = (ik). Entonces o7(1) = 0(1) =i y en cambio 70(1) = 7(i) = k # i, es decir
o ¢Z(Z,).

Por otra parte, si 0(1) = 1 entonces existen i # j tal que o(i) = j ya que o no es la identidad.
Definamos 7 = (1i) y notemos que en este caso o7(1)=c(i)=jyto(l)=1(1) =i # j. Luego o ¢ Z(%,).
Es decir, hemos demostrado el siguiente resultado.

Teorema 2.15. Sin > 3, entonces Z(%,) = {1}.

Consideremos ahora un ciclo o = (a;a5a;3...a,) en &, y conjuguemos ¢ via T una permutacion cual-
quiera de X,,. Lo que queremos mostrar es que 7ot ! es también un ciclo de largo r. Para ello notemos que
[n]={7(1),7(2),...,7(n)}, entonces para conocer To7_ ' tenemos que ver cual es su efecto en 7(i) para
cada i € [n]. Empecemos por evaluar los elementos que no estdn en {7(a;)}!_;: si tomamos x ¢ {7(a;)}_;,
entonces 7 '(x) ¢ {a;}/_, y por lo tanto (77! (x)) = 77! (x). Por ende to1!(x) = x eny To 7! funciona
como la identidad fuera de {7(a;)}]_;.

Ahora tomemos x = 7(a;), entonces

1017 (v(x)) = 107 (2(@)) = To(a;) = (ay).

Del mismo modo, evaluando en 7(a,) se tiene que

rot 1 (1(ay)) = to(ay) = 7(az)
y en general si i < r obtenemos que

rot ! (1(a) = to(a;) = t(a;1)
y ademas

ot N ((a,)) = to(a,) = t(ay).
Es decir,

(14503 a,)7 ! = (v(a)v(az)7(as). .. 7(a,))

Concluimos que el conjugado de un ciclo de largo r es un ciclo de largo r. Mas generalmente, si
o =0,0,--0, es el producto de ciclos disjuntos y T una permutacién cualquiera, entonces por lo anterior
p; =t0;7"} es un ciclo del mismo largo que o; y ademads

1

TOT ~=T010903""" O'rT_l = 7017_%027_17037_1

1

T T o, T = p1paps e e
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Luego el conjugado de una permutacién tiene la misma estructura de ciclos disjuntos que la permutacion.
Reciprocamente, si y = (i;iyiz...1,.) y 6 = (k;kyk5...k,) son dos ciclos del mismo largo en %,,, consi-

deremos A= [n]\ {ij}]r.:1 y B=[n]\ {kj}§:1 de manera que |A| = |B| = n —r. Tomemos una biyecciéon a de

Aen By definamos o € %, como sigue: o(i;) =k; para j=[r]y o(x) = a(x) si x ¢ {ij};zl. Por lo tanto

oyo !t =(o(i))o(ix)o(is) - o(i,)) =6

Es decir, dos ciclos del mismo largo son conjugados y por lo tanto dos permutaciones que tienen la misma
estructura de ciclos disjuntos son conjugados. Obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.16. La clase de conjugacion de una permutacion es el conjunto de todas las permutaciones que
tienen su misma estructura de ciclos.

Dado 1 € %, escribamos su clase de conjugacién como cl(7).

Ejemplo 2.17. Consideremos o = (1234...n) € £, de modo que todos los elementos del grupo generado
por o conmutan con o. La pregunta que queremos responder es si hay elementos fuera de (o) que
conmutan con (o). Hasta el momento tenemos que al menos n elementos lo hacen. Por lo anterior, la
cl(o) tiene tantos elementos como n-ciclos hay en ¥, pero esta cantidad es n!/n = (n—1)!. Como la clase
de conjugacién de un elemento es el indice del centralizador del elemento en el grupo, deducimos que

o _ Izl n
(n= Dt =[En - €] = 1005 = ey

y concluimos que |C(o)| = n, es decir, C(c) = (o).

Ejemplo 2.18. Consideremos o = (12) € .. Por el teorema anterior se tiene que |cl(12)| es el numero de
transposiciones en %, y entonces |cl(o)| = n(n —1)/2. Consideremos ahora © = (iyJj;)(iyJj2)(i3j3) - - (i,,)
un producto de r transposiciones disjuntas, luego

1 n!
lel(=)l = 2rri(n—2r)!"
En el caso particular en que n =6y r = 3 se tiene que
6! 6x5
[((12)EO(EO) = 5557 =15 = —— =[d((12))].

Pero éste el tnico caso que esto ocurre: sin>2,n# 6y 1 <r < 3 se cumple que

n! nn—1)
2rrl(n—2r)! 7 2
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Ahora bien, volvamos a nuestro estudio de los subgrupos normales de 3,,. Consideremos un subgrupo
normal propio N en ¥, conn > 5y tomemos 1 # o € N. Como Z(X%,) = 1y las transposiciones generan %,
existe una transposicién Ten %, que no conmuta con o y consideremos la permutacién 1 # toto ! €N.
Notemos que oto ! es una transposicién y entonces

1#t(octo ) eNNA,

Pero {1} #A, NN < A, implica por la simplicidad de A,, que A, NN =A,,,, es decir A, < N. Ahora A, tiene
indice 2 en X, y entonces
2=[%Z,:N][N:A,l

Luego [N:A,]=10[%,:N]=1,yconcluimos que A,=N o %, =N.
Teorema 2.17. Los tinicos subgrupos normales de ¥, conn=3 0o n>5son {1}, A,y Z,.

Notemos ahora que A5 es abeliano, y que si n > 3, entonces
(123)(124) = (13)(24) # (14)(23) = (124)(123)

luego A, no es abeliano para n > 3. Por lo tanto si n > 5, entonces la inica cadena de subgrupos normales
que parte en {1} y termina en %, es {1} < A, < X, pero los cuocientes %, /A, y A,/{1} no son todos
abelianos ya que A, /{1} = A,, no lo es. Podemos resumir la discusion anterior de la siguiente manera.

Teorema 2.18. Si n > 5, entonces ¥, y A, no son solubles.

Para finalizar este capitulo, demostraremos que el grupo de automorfismos de %, es isomorfo a %,
en casi todos los casos. El caso n = 6 se trata en el ejercicio Primero notemos que Aut(%;) = {1} y
Aut(3,) = {1} también.

Observacion 2.9. Sean G un grupo finito, K = cl(g) la clase de conjugacion de algin g en Gy ¢ un
automorfismo de G. Entonces ¢(K) = {¢(xgx™1); x € G} = {¢p(x)p(2)(p(x))~!; x € G}. Pero si x recorre
G entonces ¢ (x) también recorre todo G. Luego ¢ (cl(g)) = cl(¢(g)).

Ahora notemos que si G es un grupo, g € G es de orden r y ¢ es un automorfismo de G, entonces
se cumple que ¢(g) es un elemento de orden r: en efecto, 1 = ¢(1) = ¢(g") = (¢(g))" luego ord(¢(g))
divide a r. Como ¢! € Aut(G) se cumple que 1 = ¢ (¢ (g))°rd(?(&)) = gord(¢(2) y por lo tantor divide
a ord(¢(g)). Entonces si ¢ es un automorfismo de %, se tiene que ¢(cl((12))) = cl(o), donde o es una
permutacién de orden 2.

Observacion 2.10. Sea o de orden 2 y sea 0 = 0,045,053 -0, su descomposicion en ciclos disjuntos tal
que cada ciclo tiene largo mayor o igual a 2. Escribamos o, = (ijiy...i;) con s > 2. Como o2 =1 y como
los ciclos son disjuntos, entonces 030303 ---02 = 1. Si x € {iy, iy,..., i}, entonces o2(x) = oy (ox(x)) =

o1 (x) = x para cualquier k # 1 pues 0, y 0; son disjuntas. Por lo tanto

Gf(x) = 0%030% . -~Gf(x) =id(x) = x.
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Por otra parte si x ¢ {i,i,,...,1} entonces
2
o1(x) =01(01(x)) = 01(x) = x.

Luego a% =1y como el largo de un ciclo es el orden del ciclo y o; no es la identidad, se tiene que o, es
una transposicion. Lo mismo ocurre para o con 1 < k <s. Es decir, si o € &, es de orden 2, entonces o
es el producto de transposiciones disjuntas.

Recapitulando, tenemos que si ¢ € Aut(%,), entonces ¢(cl((12))) = cl(o) donde o es un producto de
transposiciones disjuntas. Como ¢ es biyectiva, se tiene que |cl((12))| = |cl(o)|, pero por el ejemplo
setienequesin>2yn#6ysil<r<n/2, entonces

B ot L ]

el@2) === (n—2r)127 71

Por lo tanto tenemos el siguiente teorema.
Teorema 2.19. Sin>2yn# 6,y si ¢ es un automorfismo de %, entonces ¢ (cl((12))) = cl((12)).

Lo que dice el teorema anterior es que ¢ € Aut(%,) induce una biyeccién entre las transposiciones.
Para finalizar consideremos el siguiente lema técnico.

Lema 2.6. Si {ay,a,,...,a,} = {1,2,...,n} entonces el conjunto de transposiciones de la forma (a;a;;1)
genera %, en particular el conjunto {(12),(23),(34),...(n—1,n)} genera %,,.

La demostracion es el ejercicio Ahora observemos que si X es un conjunto de generadores de G
y ¢ es un automorfismo de G tal que ¢(x) = x para cada x € X, entonces ¢ = id;. Pues si g € G, entonces
existen x; € X para i € [r] tales que x =TII!_, x;. Por lo tanto

¢(g) =iy x;)) =T, ¢ (x;) =TI}_; x; = g.
Con todo eso en mente podemos enunciar el teorema:
Teorema 2.20. Sin> 2y n # 6 entonces Inn%,, = Aut%,, y en particular Aut%, = 3,,.

Demostracion. Sea ¢ € Aut(2,,), entonces ¢ (12) es una transposicion (a;a,) ya que n > 2y n # 6. Notemos
que ¢(23) también es una transposicion (cd). Como (12) no conmuta con (23), entonces (cd) tampoco
conmuta con (a;a,) y por lo tanto {a,,a,} # {c,d} y {a;,a,} n{c,d} # 0. Entonces (c,d) y (a,a,) comparte
un solo elemento y sin restriccidn podemos suponer que (cd) = (azaz) = ¢(23) y |a;, as,as| = 3. Ahora
¢(34) también es una transposicion (ef), y como (34) no conmuta con (23) se tiene que (ef) tiene un
Unico término en comun con (a,as) , digamos ¢(34) = (asay) con a4 # a,. Si a; = a; entonces (a;a,) y
(aszay) tendrian solo un valor en comun y no conmutarian, pero (12) y (34) lo hacen pues son dijuntas
y obtenemos una contradiccién. Luego a, # a;. Entonces tenemos que ¢(12) = (a;a,), $(23) = (aya3) y
$(34) = (a5a4), con 4 = |{ay, a, a3, a}|-
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Continuando con este proceso, tenemos que ¢(i,i +1) = (a;a;41) con {ay,a,,...,a,} = [n]. Conside-
remos la permutacion o € ¥, que lleva i en q; y consideremos el automorfismo interior ¢,. Entonces
¢,(1,i+1)=o0o(i,i+1)o! = (o(i),o(i + 1)) = (a;,a;41). Por lo tanto ¢ ¢, (i,i + 1) = (i,i + 1). Como
{(12),(23),(34),...(n—1,n)} genera %, entonces ¢ ‘¢, = 1y por lo tanto ¢ = ¢,,. Es decir, todo auto-
morfismo es un automorfismo interior y Aut(%,) = Inn(%,,). La segunda afirmacién del teorema sigue de
recordar que Aut(%,)/Z(%,) = Inn(%,). O

2.5. Productos directos y semidirectos

En esta seccién estudiaremos maneras de crear nuevos grupos a partir de productos de otros grupos,
y como reconocer cuando un grupo dado es isomorfo a un producto de ese tipo.
Dada una coleccién arbitraria de grupos {(G;,;}ic;, definimos su producto directo externo como el
grupo
[l[ei=tr:1-JG: fheG vien
i€l i€l
dotado de la multiplicacién por componentes, es decir f - g estd definida por f (i) -; g(i) para cada i. Es
directo verificar que [ [; G; es un grupo y que es abeliano ssi cada G; lo es. Ademds, los grupos G; =
Gj X IL 7éj{el-} son subgrupos normales de [ [; G; e isomorfos a los G;. Definimos también la suma directa
externa de los G; como el conjunto de funciones de soporte finito

@ G ={f € l_[ G;; f (i) # e; salvo para un subconjunto finito de I}.
i€l i

Es un subgrupo normal de [ [; G;, y coincide con éste cuando I es finito.

Sea G un grupo y {H;}! ; una coleccién finita de subgrupos normales de G. Decimos que G es el
producto directo interno de los subgrupos H; si G = Hy---H, y si h;,k; € H; para cada i, entonces la
igualdad h;---h,, = k; ---k, implica que h; = k; para cada i. La proposicion dice que los productos
directos internos son basicamente productos directos externos, y para su demostracién necesitamos un
lema.

Lema 2.7. Si H,N son subgrupos normales de un grupo Gy N N H = {1}, entonces todos los elementos de H
conmutan con todos los elementos de N.

Demostracién. Sean € N, h € H. Notemos que el conmutador de n'y h dado por nhn h™! cumple que
Nanhn'thH)=mhnHhteH
pues N y H son normales. Luego nhn™*h™! = 1, es decir, nh = hn. O

Proposicion 2.9. Sea G gruposy H; < G para i € [n] tal que G = H; --- H,.. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
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1. G es el producto directo interno de los H;.

2. G2H,x---H,

3. H,NH,---H;_1H;,1---H, = {1} para cada i € [n].
4. H;NH;---H;_; = {1} para cada i € [n].

Demostracion. La implicancia 2 = 1 es directa. Reciprocamente, si G es el producto interno de los H;
tenemos que g =h;---h, € G— (hy,...,h,) € H; x ---H, esta bien definida (por la condicién de unicidad
en la escritura), es claramente biyectivo y ademds es morfismo ya que los H; son normales en Gy H;NH; =
{1} si i # k (y entonces sus elementos conmutan entre si). Luego G = H; x ---H,. Concluimos que 1 es
equivalente a 2.

La implicancia 1 = 3 resulta de notar que si h; = hy---h;_yh;;,---h, con cada h; € H;, entonces la
igualdad 1---1h;1---1 = hy---h;_11h;;;---h, implica que h; = 1 para todo j, ya que el neutro 1 estd en
cada H; y tenemos la condici6én de escritura tnica que garantiza 1. La implicancia 3 = 4 es trivial.

Finalmente, veamos que 4 = 1: tomemos h;, k; € H; para cada j tal que h; - - - h,, = k; - - - k;,. Escribiendo
la ecuacién como h,k ' = h ' ---hi'k; -+ k,_; y notando que los elementos de distintos H ; conmutan
entre si pues éstos son normales y la hipdtesis 3. implica que H; NH; = {1} para i # j, podemos escribir
lo anterior como h,k. ' =s;---s,_; donde los s; = hi_lkl- € H;. Luego h,, = k,, y un argumento inductivo
muestra que para cada i se cumple que h; = k;. Concluimos que G es el producto directo interno de los
H;. O

Ahora examinemos el caso cuando n = 2: el desarrollo anterior muestra que dados N, H grupos cual-
quiera, podemos formar un grupo G que los contiene tal que N,H <G, NH =G y NNH = {1}. Ademas, la
proposicion anterior entrega herramientas para ver cuando un grupo G se puede escribir de esta forma.
Queremos estudiar ahora el caso en que N es normal en G pero K no necesariamente lo es. Notemos
que NH es grupo por la proposicion , ¥ que cada g € HK se puede escribir de manera tnica como
g=nhconn,eN,heH pues el mapa ¢ : NH — N x H es claramente sobreyectivo y es inyectivo ya que
N NH = {1} (ojo: no es morfismo en general). Luego el producto de dos elementos n;h;,n,hy, € NH se
puede escribir como

(nyhq)(nghy) = Tl1(h1n2hf1)(h1h2) =nghs

donde n3 = n;hynyh' € N (pues N es normal) y h; = hih,. De manera analoga al producto directo, dados
N,H grupos cualquiera queremos construir un grupo G que contiene copias isomorfas de N y H tal que
NNH={1}, NH=GyN <G. Laidea es usar la ecuaciéon para definir la multiplicacién en G, y para
ello debemos fijar el significado del término hnh™! donde n € N, h € H, es decir, debemos partir por la
definicién de una accién de H en N.

Dados N, H grupos cualquiera y un morfismo ¢ : H — Aut(N), definimos el producto semidirecto de N y
H con respecto a ¢ al grupo N X, H =N x H dotado de la operacion (ny, h1)(ny, hy) = (n1¢(h1)(ny), hihy).
Es un ejercicio tedioso pero directo verificar que N x4 H es un grupo, y que los mapeos n € N — (n,1) €
N x4, Hyhe€H— (1,h) €N xy4 H son isomorfismos. De aqui vemos que (identificando N y H con sus
copias isomorfas en el producto) N N H = {1}.
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Por otro lado, notemos que si n € N, h € H entonces

(L,1)(n, 1)(L,h) ™! = (p(R)(n), A)(1,h ")
= (Y (W) (h)(1),hh™)
= (y(h)(n), 1).

Luego la accion de H en N por conjugacién es la misma accién definida por 4. Por ultimo, el cdlculo an-
terior muestra que H normaliza H. Como N también se normaliza a si mismo y N x,, H = NH, concluimos
que N es normal en N x,, H. Hemos demostrado el siguiente resultado.

Proposicion 2.10. Dados N,H grupos y ¢: H — Aut(N), tenemos que N X4 H es un grupo que contiene
copias N,H de N, H respectivamente tal que NNH = {1}, N<<N x, Hy N x4, H = NH.

Notemos que cuando el morfismo ) es trivial obtenemos que N x,, H es el producto directo usual de
NyH.

2.6. Ejercicios

Ejercicio 2.1. Complete la demostracion del teorema |2.6

Ejercicio 2.2.
a) Muestre que si G es un semigrupo finito tal que cada elemento es cancelable, entonces G es grupo.
¢Es necesaria la finitud de G?
b) Muestre que si G es un semigrupo, las siguientes condiciones son equivalentes:
1. G es grupo.
2. Existe un neutro por la izquierda y cada elemento tiene inverso por la izquierda.
3. Para cada par a, b € G las ecuaciones ax = b, ya = b tienen solucién en G.
¢Qué ocurre si en 3. reemplazamos ‘cada elemento tiene inverso por la izquierda’ por ‘cada elemento
tiene inverso por la derecha’?
c) Muestre que si G es grupo y H C G es finito, entonces H < G ssi H es cerrado bajo el producto en G.

Ejercicio 2.3. Sea G un grupo. Muestre que las siguientes condiciones son equivalentes:
1. G es abeliano.
2. (ab)? = a?b? para todo a,b € G.
3. (ab)!=a"'b~! paratodo a,b €G.
4. (ab)"=a"b" paratodoneZytodo a,b €G.
5. (ab)" = a"b" para tres enteros consecutivos n y todo a, b € G.
¢Qué ocurre si en 5. reemplazamos ‘tres enteros consecutivos’ por ‘dos enteros consecutivos’?

Ejercicio 2.4. Dado n € N sea u, = {z € C;2" = 1} el grupo de las raices n-ésimas de la unidad y sea
w(C) ={z € C;dm e N tal que 2™ = 1} el grupo de las raices de la unidad. Pruebe que (Q/Z,+) = (u(C),-),
(R/Z,+) = (S1,) vy (C*,-)/u,(C) = (C*,-) para cada n € N. Concluya que para cualquier k € N, (Q/Z, -)
contiene un unico subgrupo de orden k y que ademas todos son ciclicos.
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Ejercicio 2.5. Sean G,,G, grupos y H; < Gy, H, < G,. Decida y justifique la veracidad de las siguientes
afirmaciones:

a) Gi=Gy,yH, £H, = G;/H, £ G,/H,.

b) G, =G,y G,/H, =Gy/Hy, = H; = H,.

¢c) HH=H,yG/H=£Gy/H, = G = G,.

d) Todo grupo tiene un automorfismo no trivial.

e) Para cada grupo G existe un n € N tal que G es isomorfo a un subgrupo de A,,.

f) Existen grupos simples de orden pg? donde p y q son primos distintos.

g) La imagen epimorfa de un grupo soluble es soluble.

h) Un subgrupo de un grupo soluble es soluble.

i) Para N < G, G es soluble ssi N y G/N lo son.

Ejercicio 2.6.
a) Sea G un grupo abeliano finito y x = [ | gec §- Muestre que g2=1.
b) Pruebe el teorema de Wilson: para cada p € N se tiene que (p —1)! =—1 mdd p.

Ejercicio 2.7. Determine Aut(Z) y Aut(Z,) para todo n € N.

Ejercicio 2.8. Usando el teorema de Lagrange, muestre que si n,my,...,m; son enteros positivos tales
que m; + ...+ my = n, entonces el coeficiente multinomial (m1 " ) =n!/[]; m;! es un entero positivo, y
muestre que para cada n € N, n > 1, se tiene que ¢(n) es par.

Ejercicio 2.9. Usando el teorema de Cauchy, muestre que cualquier cuerpo finito tiene orden p" donde p
es primo y n es un natural positivo.

Ejercicio 2.10. Sea G un grupo de orden n y k € Z. Pruebe que las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. k es invertible en Z.

2. La ecuacién x¥ = e tiene una tnica solucién en G.

3. La funcién g — gk es biyectiva en G.

Ejercicio 2.11. Sea F un cuerpo finito de orden q.
a) Determine el orden de GL,(F).
n(n—1)

b) Muestre que q~ 2 divide a |GL,(F)|.
c) Pruebe que GL,(F)/SL,(F)=F*.

Ejercicio 2.12.
a) Sea G un grupo de orden n. Muestre que

n= > ¢(d)|{H < G;|H|=d y H ciclico}|.
d|n

Indicacidn: cuente elementos de orden d.
¢Qué nos dice esto si G =7Z,,?
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b) Demuestre que las condiciones siguientes son equivalentes para un grupo finito G:
1. G es ciclico.
2. G contiene a lo més un subgrupo ciclico de cada tamafio.
3. G contiene a lo mas un subgrupo de cada tamafio.
4. Para cada d divisor de |G|, la ecuacién x¢ =1 tiene a lo mds d soluciones en G.
¢Qué pasa si G es infinito?
c) Muestre que si G es un subgrupo finito de F* = F\{0} donde F es un cuerpo, entonces G es ciclico.

Ejercicio 2.13. Sea G un grupo cualquiera. Definimos el conmutador de ay b € G como [a,b] = aba 'b~!

y el subgrupo conmutador o subgrupo derivado de G como G’ = ({[a,b];a, b € G}).
a) Muestre que G’ es caracteristico en G y que G/G’ es abeliano.
b) Pruebe que si N <1 G es tal que G/N es abeliano, entonces G’ C N. Muestre también que si G’ < H <
G, entonces H < G.
G/G’ se llama la abelianizacién de G.
¢) Definamos G° = G e inductivamente G* = (G*~!)’. Muestre que G es soluble ssi existe k € N tal que
Gk ={1}.
d) Pruebe que cada G' es caracteristico en G.
La cadena
G=G6"<G¢=6'<G*<---<GF<--

se llama la cadena derivada de G.

Ejercicio 2.14. Sea G un grupo cualquiera. Definimos los centros de orden k para k € N inductivamente
como los siguientes subgrupos caracteristicos de G: Zy(G) = {1} y si Z;(G) < G ya estd definido, conside-
ramos el cociente G/Z,(G).
a) Muestre que el centro de G/Z;(G) es de la forma Z(G/Z,(G)) =H/Z,(G) con Z;(G) CH <Gy H es
caracteristico en G.
Este subgrupo H < G serd por definicién Z;,;(G). De esta manera generamos la cadena creciente (no
necesariamente estrictamente) de subgrupos caracteristicos de G dada por

{(1}=2,(6)<2(G)=21(G) < Z,(G) < - < Z(G) < -+

Esta cadena se llama la cadena central superior de G, y diremos que G es nilpotente si Z;(G) = G para
algin k € N.
b) Decida y justifique si son o no nilpotentes
a) Un grupo abeliano G.
b) G=%, paran>2.
¢) G=A,paran=3.
d) Un p-grupo finito G, donde p es primo.
Ahora nos proponemos probar que si G es un grupo nilpotente finito con |G| = p*q* (donde p, q son primos
distintos), P es un p-subgrupo de Sylow de G y Q es un g-subgrupo de Sylow de G, entonces G = P x Q.
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c)

d)

e)
f)
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Pruebe el siguiente lema: Sea G un grupo finito nilpotente y H < G un subgrupo estricto de G. Luego
H < Ng(H).

Indicacion: Verifique que existe un k tal que Z,(G) € H pero Z,,1(G) € H, y muestre que Z;,,(G) C
Ng(H).

Pruebe el siguiente lema: Sean G un grupo finito, p un nimero primo y P € G un p-subgrupo de
Sylow de G. Sea también H un subgrupo de G tal que N;(P) € H. Entonces N;(H) =H

Indicacién: Verifique primero que xPx~! es un p-subgrupo de Sylow de H para cada x € N;(H).
Muestre que bajo las hipdtesis de la proposicidon a probar, P y Q son subgrupos normales de G y
concluya lo pedido.

. . k
Generalice lo anterior a |G| = p;* -

pr donde los p; son primos distintos entre si.

Ejercicio 2.15.

a)

b)

)

Sea G un grupo actuando sobre un conjunto X. Muestre que

|{Orb(x); x € X}|G| = > Fixy(g).

geG

Este resultado se conoce como el lema de Cauchy-Frobenius (o el lema que no es de Burnside).
Indicacion: considere el conjunto {(g,x) € G x X; g.x = x}.

Sean X es un conjunto finito, G un grupo finito que actia sobre X e Y un conjunto finito de cardinal
m. Consideremos la accién natural de G en Y* por componentes. Pruebe que

IYX/G| = Z m<@)

geG

donde c(g) es el numero de ciclos de g cuando interpretamos g como una permutacién de X. Este
resultado se conoce como el teorema de enumeracion de Pélya sin peso.

Calcule el numero de maneras en que se pueden pintar con n colores los lados de un poligono regular
de 20 aristas si consideramos que dos coloraciones son iguales cuando difieren en una simetria de
Dyo.

Ejercicio 2.16. Sea G un grupo y H un subgrupo de indice finito en G. Suponga que H no tiene elementos
de orden finito salvo 1. Sea A un subgrupo finito de G. Demuestre que |A| divide a [G : H].

Indicacion: haga actuar A en el conjunto de clases laterales de H y determine el nimero de elementos de
cada 6rbita.

Ejercicio 2.17. En este ejercicio demostraremos el teorema de Cauchy sin recurrir al lema

a)
b)

c)

Demuestre el teorema para grupos ciclicos.

Pruebe que para cada grupo G y N < G, si G/N tiene un elemento de orden p primo entonces G
tiene un elemento de orden p.

Considerando un subgrupo ciclico no trivial y aplicando induccién, muestre el teorema para grupos
abelianos no ciclicos.
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d) Demuestre que para todo grupo finito G y x € G, el tamafio de su clase de conjugacion es igual al
indice del centralizador de g en G.

e) Pruebe el teorema para grupos no abelianos.
Indicacion: Use la ecuacién de clases y aplique induccion.

Ejercicio 2.18. Sea G un grupo finito de orden pqr donde p,q,r € N son primos distintos, y sea n; el
numero de k-grupos de Sylow para k € {p,q, r}. Muestre que

n,(p—1)+ny,(q—1)+n.(r—1) < pqr.
¢Su argumento funciona si |G| es el producto de més de tres primos distintos?

Ejercicio 2.19. Muestre que el nimero de clases de conjugacién en ¥, es el nimero de particiones de n
(es decir, el numero de tuplas n; > n, > ... > n, > 0 tales que n; +...+ n, = n) y calcule el nimero de
k-ciclos distintos en ¥, para k € {1,...,n}.

Ejercicio 2.20. Pruebe que el orden de una permutacién es el mcm de los largos de sus ciclos disjuntos.

Ejercicio 2.21. Muestre que los siguientes conjuntos generan X, para n > 2:

1. {(12),(13),(14),...,(1,n)}

2. {(12),(23),(34),...,(n—1n)}

3. {(12),(1234...n)}
Para o € %, ¢ocurre lo mismo si reemplazamos 1,2,3,...,n por o(1),0(2),0(3),...,0(n)? Pruebe tam-
bién que si p es primo, entonces una transposicién y un p-ciclo generan X,,.

Ejercicio 2.22. Sea K; la clase de conjugacion de (12) en 3¢ y K, la clase de conjugacion de (12)(34)(56)
en .

a) Muestre que si ¢ € Aut(Xg), entonces Y(K;) =K; o Y(K;) =Ks.

b) Muestre que si ¢ € Aut(Zg) y Y(K;) = K;, entonces v es un automorfismo interior.

c) Muestre que Aut(Xg)/Inn(3¢) es de orden a lo mds 2.

d) Decimos que un subgrupo H de %, es transitivo si para todo par de elementos i, j € I,,, existe c € H
tal que o(i) = j (es decir, si consideramos la accién natural de H sobre X = {1,...,n}, la o6rbita de
cada elemento es todo X). Sea 3¢(i) = {0 € Xg; 0(i) = i}. Muestre que si ¢ € Aut(Zg) v P (Zg(i)) es
un subgrupo transitivo de %¢, entonces ¢ no es un automorfismo interior.

e) Muestre que X5 tiene un subgrupo de indice 6.

f) Sea N un subgrupo de indice 6 en %5 y sea Q2 el conjunto de las clases laterales de N en %;. Para
cada 7 € %5 definimos ¢, : Q — Q por Y. (0N) = (to)N. Muestre que ) : X5 — X definida por
Y(t) =1, es un monomorfismo de grupos cuya imagen es un subgrupo transitivo de X,

g) Concluya que Inn(3¢) es un subgrupo de indice 2 en Aut(%g).
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Capitulo 3

Anillos

3.1. Definiciones y ejemplos basicos

Para nosotros un anillo (R, +,-) es un conjunto no vacio R junto con dos operaciones binarias + y - que
llamamos suma y multiplicacion tales que:
1. (R,+) es un grupo abeliano con neutro O.
2. La multiplicacion es asociativa.
3. La multiplicaciéon distribuye respecto a la suma.
4. Existe un neutro para la multiplicacién 1 # 0.
En lo sucesivo escribiremos - por yuxtaposicion y denotaremos R* = R\{0}.

Una tupla (R,+,) que cumpla los axiomas anteriores salvo 4 se dice anillo no unitario. Si la multi-
plicacién en R es conmutativa, diremos que R es un anillo conmutativo. Un elemento invertible para la
multiplicacién se dice unidad, y el conjunto de unidades en R se denota R*. Un anillo donde todo ele-
mento no nulo es unidad se dice anillo de divisién, y un anillo de divisién conmutativo se dice cuerpo . Un
elemento x € R tal que existe € R* que verifica xz = 0 (zx = 0) se dice divisor de cero por la izquierda (de-
recha), y diremos que x es divisor de cero si lo es por la izquierda y la derecha. Un anillo conmutativo sin
divisores de cero se dice dominio de integridad o dominio entero, o simplemente dominio. Esta condicion
es equivalente a que cada elemento es cancelable para la multiplicacidon.

El anillo Z,, es un anillo conmutativo cuyo conjunto de unidades es Z’ (definido en el capitulo|1) y
cuyo conjunto de divisores de cero es Z,,\Z, . Es decir, cada elemento en Z,, es unidad o divisor de cero.
El conjunto de matrices cuadradas de tamafio n a coeficientes en un cuerpo K es un anillo no conmutativo
y con divisores de cero para n > 2. El anillo de polinomios sobre una variable K[X] a coeficientes en
un cuerpo y el anillo de enteros Z son ejemplos clasicos de dominios de integridad, cuyo conjunto de
unidades son los polinomios de grado O y {1,—1} respectivamente. Los ejemplos tipicos de cuerpos son
Q, R, Cy Z, con p primo. Veremos mas en el capitulo

SiR es un anillo y x € R entonces x + x0 = x(1 +0) = x1 = x de modo que x0 = 0, y andlogamente
0x = 0. También se tiene que (—1)x + x = (—1+ 1)x = 0x = 0 y por lo tanto (—1)x = —x. Notemos ahora

49



50 CAPITULO 3. ANILLOS

que (—x)y +xy =(—x+x)y =0y =0, luego (—x)y = —xy y del mismo modo x(—y) = —xy. Finalmente,
tenemos que (—x)(—y)+(—xy) = (—=x)(=y) +x(—y) = ((—x) +x)y = 0y = 0 implica que (—x)(—y) = xy.

El parrafo anterior muestra que un elemento x € R anillo no puede ser unidad y divisor del cero
simultdneamente, pues si xz = 0 para algtin z €R, entonces x 'xz =z = x"10=0.

Observacion 3.1. Si D es un dominio de integridad finito, entonces D es un cuerpo: consideremos a € D
no nulo y la funcién ¢ : D — D definida por ¢(x) = ax. Si ¢(x) = ¢(y) se tiene que a(x — y) = 0, luego
como D es un dominio y a # 0 necesariamente x —y = 0 y por lo tanto ¢ es inyectiva. Como D es finito,
entonces ¢ también es biyectiva y existe z € D tal que ¢(z) = 1, es decir az = 1 = za. Luego D es un
cuerpo.

Ejemplo 3.1. El conjunto Z[i] = {a + bi; a,b € Z e i = —1} es un anillo con la suma y producto usual
de C. Si z denota el conjugado de z € Z[i], entonces el conjugado de z es un elemento de Z[i] y ademas
el ntimero complejo zz = a® + b € Z si z = a + bi. Si escribimos v'zz = |z| podemos ver que |zw| = |z||w|
con z,w € Z[i] y también z = 0 ssi |z| = 0. Por lo tanto Z[i] no tiene divisores de cero: en efecto, si zz’ =0
entonces |z||z'| = |zz’| = 0 por lo tanto |z| = 0 o |z’| = 0, es decir, z = 0 0 2’ = 0. Si z es una unidad en
Z[i] llamemos w a su inverso, entonces |z||w| = |gw| = |1| = 1 de manera que |z| es unidad en Z, es decir,
|z| = 1. Por lo tanto las Uinicas unidades de Z[i] son 1,—1,i y —i. El anillo Z[i] se llama el anillo de enteros
Gaussianos.

Ejemplo 3.2. El conjunto Z[+v/—2] = {a + bv/—2/ a,b € Z y (V/—2)?> = —2} es un anillo con la suma y
producto usual de C, cuyas unicas unidades son 1 y —1.[Ejercicio]

Ejemplo 3.3. Sea Q[v2] = {p(¥'2)/p(X) € Q[X]} es el conjunto de todos los polinomios con coeficientes
racionales evaluados en /2, es un subconjunto de R. Toda potencia par de v2 es un ntimero racional
(de hecho es entero), y toda potencia impar de v2 es un multiplo entero de +/2, por lo tanto Q[v2] =
{a + b+v/2/ a,b € Q} con la suma y multiplicacién usual de R se tiene que Q[+2] es una anillo. Como
V2 ¢ Q, se tiene que los tinicos racionales a y b que satisfacen a> —2b% = 0 son a = 0 = b. Por lo tanto si
a+ bv/2#0, entonces a # 0 o b # 0, en cualquier caso 0 # a?> —2b? € Q por lo tanto el nimero real

a —b

+ V2
az2—2b2  a%—2b2
es un elemento de Q[v2], y ademds
a —b
2 21=1
(a+bx/_)(az_2b2 + a2—2b2f)

Como Q[v2] C R, entonces Q[+/2] es conmutativo y como vimos arriba es anillo de divisién, por lo tanto
Q[+2] es un cuerpo.

Ejemplo 3.4. El conjunto de las funciones continuas f : [0,1] — R es una anillo con la suma f + g :
[0,1] — R definida por (f + g)(x) = f(x) + g(x) y el producto fg : [0,1] — R definida por fg(x) =
f(x)g(x). El neutro aditivo es la funciéon nula (constante igual a cero) y el neutro multiplicativo es la
funcién constante igual a 1. Este anillo es conmutativo, pero no es un dominio de integridad.[Ejercicio].
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Ejemplo 3.5. El conjunto H de las matrices cuadradas de 2 x 2 a coeficientes en C de la forma

(5 %)

forman un anillo con la suma y multiplicacion habitual de matrices: la suma y la multiplicacién son
cerradas en H pues cuando a, b, c,d € C tenemos que

a b [ —a —b _ —a —b
\-ba) b —a) \-(-b (-
( a b)( c d)_( ac—bd ad+ bt )

b a —d ¢ ) \ —cb—ad —-db+ac

[ ac—bd  ad+bc
~\ —(ad+b2) (ac—bd) )’
Las otras propiedades ambas operaciones se heredan directamente de M,(C), y la identidad de H corres-

1
ponde a ( 0 ?) Luego H es efectivamente un anillo.

. . . . . i O
Podemos notar ademas que H no es conmutativo, pues s1 tomamos las matrices i = ( 0 i ) y la

. 0 1
matriz j = ( 10 ) vemos que no conmutan:

()2 )

Por otra parte el determinante de un elemento x € H es

b
det(x):det( e _)=|a|2+|b|2
—b a

donde |a| = |a + Bi| = v/ a2 + B2 = vaa. Por lo tanto,si x # 0 denotamos A = det(x) = |a|? + |b|? tenemos

que la inversa de x en M,(C) es
x_lzl(g (_b))e]l-]l.
A\ b a

Entonces H es un anillo de division no conmutativo. Ademdas H es un espacio vectorial sobre R de
dimensién 4 y una base de H sobre R es {1,i,j,k = ij}. Notamos que i* = j2 = k? = —1 y ademds
ij =k =—(ji), jk =i =—(kj) y ki = j = —(ik). Por lo tanto otra forma de ver H es el espacio vectorial de
dimensioén 4 sobre R con base {1, 1, j, k} y con tabla de multiplicacién como la de arriba. Al conjunto H se
le llama dlgebra de Hamilton o dlgebra de cuaterniones.
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Si R es un anillo y x € R, entonces definimos xK con k e N (y k € Z si x € R*) de la misma manera

que en el capitulo 2l Se cumplen las mismas identidades x™*" = x™x" y (x")™ = x™" para n,m € N (las

demostraciones involucradas sélo usan propiedades de semigrupo cuando n y m son nonegativos).
Ahora notemos que si x, y estdn un anillo no necesariamente conmutativo R, entonces (x + y)? no es

necesariamente x2 + 2xy + y2. Sin embargo, si R es un anillo conmutativo y n € N, entonces se cumple el

teorema del binomio de Newton .

n\ .
(x+y)'= Z (k)x” kyk
k=0
y mds generalmente,
n
(x;+-+x,)"= Z ( )x;”...x,’}r
ny,..,n,€N; Npeeesny
ny+--+n,.=n
donde (n1 . ) =n!/][.n;!, los x; estdn en R y la suma se extiende sobre todas las soluciones naturales
Ty
de la ecuacién n; +---+n, =n.

Ejemplo 3.6. Un anillo se llama Booleano o de Boole si para cada elemento x € R se cumple que x? = x.
Por ejemplo, Z, es un anillo Booleano. Si un anillo es Booleano, entonces x + x = 0 para cada elemento
de R, es decir, cada elemento de un anillo Booleano es su propio inverso aditivo: como (x + 1) = x + 1,
la distributividad implica que (x + 1)(x + 1) = x2 + x + x + 1 y por lo tanto x? + x = 0, es decir x + x = 0.
Ademaés notamos que (x + y)? = x +y, es decir x>+ xy + yx+y% = x+y, como x> = x y y? = y, entonces
xy+yx =0=xy+xy, por lo tanto xy = yx. Concluimos que todo anillo Booleano es conmutativo, y
ademas todo elemento de un anillo booleano es su propio inverso aditivo.

Sea X # 0 un conjunto y & (X) el conjunto de todos los subconjuntos de X. Daremos a #(X) una
estructura de anillo, definiendo la suma como A+ B = (A\ B)U (B \ A) y el producto como AB =ANB. El
conjunto vacio es el neutro aditivo y X es el neutro multiplicativo. Ademds A> = AA = ANA = A, por lo
tanto 2 (X) es un anillo Booleano.

SiR es un anillo, # # A C Ry si A es un anillo con las mismas operaciones de R, entonces A se llama un
subanillo de R. Por ejemplo, H es un subanillo de M,(C).

Ejemplo 3.7. En el caso de anillos unitarios no es necesario que un subanillo tenga el mismo neutro
multiplicativo que el anillo completo. Por ejemplo, si consideramos el anillo Z¢ y nos fijamos en el sub-
conjunto {0, 2,4}, notamos que es cerrado respecto a la suma y la multiplicacién, y que 4 # 1 actia como
neutro multiplicativo.

Un subconjunto I de un anillo R se dice ideal o ideal bildtero si verifica:
1. I es subanillo de R.
2. Para cualquier r € R se cumple que rI C I.
3. Para cualquier r € R se cumple que Ir C I.
Si I cumple 1y 2 se dice ideal izquierdo y si cumple 1y 3 se dice ideal derecho. Notemos que la condicién
1 se puede enunciar de la forma
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1. I es un anillo no necesariamente unitario.
y que en un anillo conmutativo las nociones de ideal izquierdo, derecho y bildtero coinciden.

Ejemplo 3.8. Si m € Z, entonces mZ = {mk; k € Z} es un ideal de Z. Mas atn, si I es ideal de Z, entonces
existe m € [ tal que I = mZ pues [ <Z.

Si X es un subconjunto de un anillo R, entonces la interseccidon de todos los ideales que contienen a
X es un ideal de R y se llama el ideal generado por X, y se anota (X). En el caso particular que X = {x}
anotamos (x) = (x) y llamamos a (x) el ideal principal generado por x. Si R es conmutativo, entonces es
directo verificar que (x) =Rx. Si D es un dominio tal que todo ideal de I es principal, entonces D se llama
dominio de ideales principales o DIP para abreviar. Por ejemplo, Z es un DIP.

SiI esideal de Ry u € I, donde u es una unidad, entonces 1 =u"'u € I, y como 1R C I obtenemos que
I =R. Por lo tanto si R es un cuerpo, sus unicos ideales son {0} y R. Reciprocamente, si los tinicos ideales
de un anillo conmutativo son {0} y R consideremos x € R*. Luego Rx = (x) es un ideal distinto de {0} y
necesariamente Rx = R. Por lo tanto, existe r € R tal que rx = 1, y entonces R es cuerpo. Es decir, tenemos
el siguiente resultado:

Proposicion 3.1. Un anillo conmutativo es un cuerpo ssi sus tnicos ideales son {0} y R.

Sean R y R’ son anillos con unidad y 1 y 1’ los neutros multiplicativos de R y R’ respectivamente. Por
abuso de notacién denotamos las operaciones en los dos anillos de la misma forma. Una funcién n: R — R’
se de morfismo de anillos unitarios si:

1. n es morfismo entre las estructuras (R, +,) y (R’,+,), es decir que para cada x, y €R se verifica que

nx+y)=n)+n(y)ynlxy)=nlIn(y).

2. n(1)=1".
Si n s6lo verifica 1. (o si R o R’ son anillos no unitarios) se habla a veces de morfismos de anillos. De ahora
en adelante hablaremos de morfismos de anillos para referirnos a morfismos de anillos unitarios, y todos
los teoremas de isomorfismo (salvo el teorema del resto chino) que veremos son validos en el contexto de
anillos no unitarios con modificaciones directas a las demostraciones respectivas.

Notamos que un morfismo de anillos es un morfismo de grupos abelianos entre (R, +) y (R’,+). Por lo
tanto ker(n) = {x € R/ n(x) = 0’} es un subgrupo (normal) de (R, +). Pero ademads, si r € Ry k € ker(n)
se tiene que n(rk) = n(r)n(k) = n(r)0’ = 0’ y del mismo modo n(kr) = n(k)n(r) = 0'n(r) = 0. Es decir,
Ker(m) es un ideal de R. Ademads, como ya lo vimos para grupos, ker(n) = {0} ssi 0 es inyectiva. Por su
parte im(n) es un subanillo de R’, pero no necesariamente un ideal de R’'.

Ejemplo 3.9. Sea (G,+) un grupo abeliano y sea End(G) = {f : G — G; f morfismo}. Entonces si defini-
mos f +g: G — G por (f +g)(x) = f(x)+ g(x) y el producto como la composicidn de funciones, entonces
tenemos que End(G) es un anillo. Reciprocamente si R es un anillo, entonces para cada r € R definamos
la funcién ¢, : (R,+) — (R,+) por ¢,(a) = ra. Notamos que ¢, es un morfismos de grupos abelianos.
Entonces la funcién n: R — End(R, +) definida por n(r) = ¢, es morfismo de anillos. Como ¢.(1) =r, se
tiene que 71 es inyectivo.
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Observacion 3.2. Si ¢ : K — R un morfismo de anillos con K un cuerpo, entonces como los ideales de K
son {0} y K se tiene que ker(¢) = {0} pues 1 ¢ ker(¢). Es decir, todo morfismo que nace de un cuerpo es
monomorfismo.

Ejemplo 3.10. Consideremos 7 un automorfismo de Q[+2]. Como 7(1) = 1 se tiene que 7(n) =n VYn € Z

y si 0 #n € N, entonces
1 1 1
1=71)=7 (n X —) =1(n)t (—) =nT (—),
n n n

(2)=
T = |=-.
n n
Ademads si m € Z 'y 0 # n € N, entonces

m 1 1 m
T(—)ZT mx—|=tm)t| - |=—
n n n n
Luego 7 fija a Q punto a punto. Por lo tanto, si x = a + bv/2 con a y b ntimeros racionales, se tiene que
7(a + bv2) = a + bt(+/2). Entonces para conocer 7 basta conocer 7(+/2), pero

es decir

2=1(2) = 7(v2v2) = 1(v2)1(v2) = (2(v2)?,

de modo que 7(v/2) = v2 o bien 7(+/2) = —+/2. En ambos casos se obtienen automorfismos. En el
primer caso es la identidad y en el otro caso es la “conjugacién” t(a + bv/2) = a— bv/2.

Ejemplo 3.11. Sea ¢: R — R un automorfismo de anillos. Al igual que en el ejemplo anterior deducimos
que ¢(r) = r, para cada r € Q. Ademds si x # 0 entonces ¢(x) # 0 y por tanto 0 < ¢(x)? = ¢(x?).
Como el conjunto de los nimeros positivos es el mismo que el conjunto de los cuadrados de elementos
no nulos en R, se tiene que ¢ transforma ntimeros positivos en nimeros positivos. Luego ¢ preserva el
orden: si x < y tenemos que 0 < ¢(y —x) = ¢(y) — ¢(x) y por lo tanto se tiene que ¢(x) < ¢(y). Si ¢
no es la identidad, entonces existe x € R tal que ¢(x) = y # x. Sin restriccion supongamos que x < ¢(x).
Por densidad de Q@ en R, existe r € Q tal que x < r < ¢(x), y como ¢ preserva el orden se tiene que
¢(x) < ¢p(r) < ¢(y), pero ¢ deja a cada elemento de Q fijo, es decir ¢(x) < r < ¢(y). Entonces tenemos
que r < ¢(x) y que ¢(x) < r, lo que es una contradiccidon. Concluimos que ¢ es la identidad, es decir, el
Unico automorfismo de anillos de R es la identidad.

Si R es un anillo y R # I es un ideal de R, entonces (I,+) es subgrupo normal de (R,+). Entonces
podemos formar el grupo cociente R/I, definiendo la suma por (a+ 1)+ (b+1) = (a+ b)+1 y mas
aun, podemos definir un producto en R/I por (a +I)(b+1I) = ab + I. Tenemos que demostar que esta
multiplicacién estad bien definida, y para ello supongamos que a+1 =a’+1y que b+1 = b"+1, por lo
tanto existen i,j €I talesque a’ =a+iy b’ = b+ j y entonces

(d@+DB'+D)=ab'+I=(a+i)b+j)+I=ab+(aj+ib+ij)+]I.
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Pero tanto aj como ib y ij son elementos de I de modo que (aj+ib+ij)+I=1y
(d+D'+D=ab+I=(a+I)(b+]I).

La asociatividad y la distributividad de esta multiplicacién en R/I se heredan de las propiedades de la
multiplicacién de R. y el neutro multiplicativo es la clase del 1, es decir, 1+ 1. Este anillo se llama el anillo
cociente de R sobre I. Por ejemplo, el anillo cociente Z/nZ es el anillo Z,.

SiI #R es un ideal de R, entonces la funcién 7: R — R/I definida por n(x) = x + I es un morfismo de
anillos epiyectivo llamada la proyeccon canénica. Es facil verificar que la estructura de anillo cociente es la
Unica que hace que 7 sea morfismo, y que la condicién de que I sea ideal es equivalente a que la suma y
el producto en el cociente estén bien definidas. Ademas x € ker(t) ssi x +1 = I, es decir ker(7) = I. Luego
obtenemos la siguiente proposicién, andloga al resultado para grupos normales.

Proposicion 3.2. Todo ideal propio de R es el kernel de un morfismo de anillos.
Los siguientes resultados son una extensién de los teoremas de isomorfismo de grupos a anillos.

Teorema 3.1 (Primer teorema de isomorfismo). Si 1 : R — R’ es un morfismo de anillos, entonces
R/ker(n) = im(n)

Demostracion. El primer teorema de isomorfismo para grupos muestra que 7: /ker(n) — im(n) definida
por 7(x + ker(n)) = n(x) esta bien definida y es isomorfismo de grupos. También es morfismo de anillos
por la definicién del producto en R/I y porque 7 lo es. O

Ejemplo 3.12. SiR es anillo, definiendo ¢: Z — R por ¢ (k) = ¢ - 1 se verifica directamente que ¢ es
morfismo de anillos. Si ker(¢) = nZ (con n € N) diremos que R tiene caracteristica n, y la escribimos como
char(R). Cuando ésta es positiva, corresponde al primer natural tal que k veces1+---+ 1 = 0. El teorema

anterior muestra que existe una copia de Z/char(R) en R.

Si R es un dominio de caracteristica positiva, entonces ésta es un niumero primo: si no, podriamos
encontrar n,m > 1 enteros tales que (n1)(m1) = char(R)1 =0, y como R es dominio entonces sin pérdida
de generalidad tenemos que nl = 0, pero n ¢ ker(¢) pues n < char(R). Luego R contiene a un cuerpo
Z/pZ con p primo. Una demostraciéon mas corta de lo anterior consiste en observar que charZ debe ser
un ideal primo al ser preimagen del ideal primo {0} C R, como veremos mas adelante.

Ejemplo 3.13. Sea K un cuerpo de caracteristica p primo y sea n € N. Notemos que la funcién x — x?"
separa las multiplicaciones (pues K es conmutativo) y 17" = 1. Ademds, si a, b € K, tenemos que (a+b)? =
P =20 (F)aP*b* y cuando 0 < k < p entonces

i=0 k=0
p\_  p! _pp—D(p—2)...(p—(k—1))
(k) T =k Kl €N

Pero la descomposicion prima de k! consiste solamente en primos estrictamente menores que p, de modo
que k! dividea (p—1)(p —2)...(p — (k + 1)), es decir (i) =0 mdd p cuando 0 < k < p. Luego (a + b)? =
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aP + bP, y aplicando esta igualdad n veces vemos que (a + b)?" = a?" + bP". Luego x — xP" es morfismo,
llamad el morfismo de Frobenius. Es inyectivo pues K no tiene divisores de cero, y si K es finito tenemos
que es automorfismo.

Teorema 3.2 (Teorema de correspondencia). Si I es un ideal propio de un anillo R, entonces existe una
correspondencia biunivoca entre los ideales que contienen a I y los ideales del cociente R/I.

Demostracién. Sea _¢ un ideal de R/I. Como ¢ < R/I, el teorema de correspondencia de grupos muestra
que _¢ es la imagen bajo 7 del grupoJ ={j €R; j+I€ #}. Esclaroque I CJ.Sir €Ry j €J, entonces
rj+I=+0G+I)yjr+1=((+I)(r+1I)estdn en ¢ pues éste es ideal y entonces J lo es también.
Reciprocamente, si J 2 J es un ideal de R, entonces ¢ = n(J) es un subgrupo de R/I. Por otro lado, si
r €R entonces (r +1) ¢ = n(rJ) € n(J) y concluimos que ¢ es ideal de R/I. d

La demostracién de los préximos tres teoremas consiste en darse cuenta que los morfismos entregados
por los teoremas correspondientes en el contexto de grupos son también morfismos de anillos. Notemos
que si I,J son ideales de un anillos R, entonces la suma I +J también lo es.

Teorema 3.3 (Teorema del factor). Si m : R — R’ es un morfismo de anillos e I es un ideal de R tal que
I < ker(n), entonces existe un tinico morfismo de anillos 7: R/I — R’ que verifica jo 7w =1.

Teorema 3.4 (Segundo teorema de isomorfismo). Si I,J son ideales de un anillo R, entonces (I +J)/I =
InJ/J.

Teorema 3.5 (Tercer teorema de isomorfismo). Sean I C J ideales propios de un anillo R. Entonces

(R/D//T)=R/J.

Diremos que dos ideales I,J son coprimos o comaximales si I +J = R, lo que es equivalente a la
existencia de x € I, y € J tales que x + y = 1. Esta definicién generaliza la condicién que concluye el lema
de Bézout del capitulo (1| Definimos el producto de dos ideales I,J como el ideal compuesto por todas las
sumas finitas de productos del tipo ab conae€l, b e J.

La inclusién IJ € I NJ se cumple siempre, y si R es conmutativo e I,J son coprimos entonces existen
xe€l,yeJtalesque x+y =1, de manera que c =cx+cy € [J paracadaceInJ. Luego IJ =INJ
cuando R es conmutativo. Es directo verificar que en este caso también se cumple que (a)(b) = (ab)
cuando a, b €R.

El siguiente resultado permite descomponer un anillo en unidades mas simples al conocer ideales co-
primos entre si. Siempre que hablemos de productos cartesianos de anillos en este contexto, los dotaremos
de las operaciones por componentes para tratarlos como anillos.

Teorema 3.6 (Teorema Chino del Resto). Sean A;,...,A; ideales de un anillo conmutativo R tales que los
A; son coprimos a pares. Entonces R/(A;N---NA) =R/A; X ...R/A; como anillos.

Demostracion. Hagamos induccién en k > 2: si k = 2, entonces consideremos el morfismo de anillos
Y : R — R/A; XxR/A, dados por las proyecciones naturales médulo A; en la primera componente y médulo
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A, en la segunda. El kernel de v es claramente A; NA,, y v resulta ser sobreyectiva: en efecto, como
A, y A, son comaximales existen x € A; e yinA, tales que x + y = 1, y entonces (x) = (0,1) (ya que
x=1-y)yy(y)=(1,0) (yaque y =1—x). Luego las imdgenes de las combinaciones lineales r{x +r,y
recorren todo R/A; x R/A, cuando ry,r, recorren R. Para el caso general basta usar la hipdtesis inductiva
con A; y A,...A; notando que A; y A, N---NA; son coprimos, pues existen elementos x; € A; e y; € A;
parai=2,...,k talesque x; +y; =1, de maneraque 1 = (xy+y,)...(xx +yir) €A; + (A, N---NA). O

Ejemplo 3.14. Sin € Ny su factorizacién prima es n = p{" -+ pZ" , entonces el teorema anterior muestra
que
g a; X v+ X a
Zn = Lo Z,

como anillos ya que abZ = aZ N bZ si a,b € Z son coprimos. En particular, los grupos de unidades de
ambos anillos son isomorfos y tienen el mismo cardinal, de donde sigue que ¢(n) = cp(p?l)...cp(p;fk)
donde ¢ es la funcién indicatriz de Euler.
Por otro lado, el teorema anterior también implica que si m;,...,m; son enteros coprimos entre si
y a,,...,a; son enteros cualquiera, entonces existe una unica solucion médulo m;...m; al sistema de
congruencias
x=a; médmq, ..., x =q;, mdd m;.

El ejercicio |3.5|estd dedicado a computar eficientemente esta solucion.

Si R es un anillo e I es un ideal de R, diremos que I es un ideal maximal si I # Ry si J es ideal de R
con I CJ, entonces J =1 oJ =R. Un ideal P de un anillo conmutativo se dice primo si P # R y cada vez
que ab € P, implica que a € P o b € P. Notemos que la preimagen via morfismos de un ideal primo es un
ideal primo, pero que no necesariamente ocurre lo mismo con ideales maximales.

Ejemplo 3.15. Los ideales primos no nulos y los ideales maximales en Z corresponden a pZ con p primo.

Proposicion 3.3. Si R es un anillo conmutativo e I es un ideal de R, entonces
1. R/I es un cuerpo ssi I es maximal.
2. R/I es dominio ssi I es primo.

Demostracién. Demostremos 1: supongamos que I es maximal y consideremos el cociente R/I. Si x € I,
entonces I + (x) es un ideal que contiene propiamente a I y por lo tanto (x) + I = R. Luego existen y €R
ym eI, tales que xy + m =1, por lo tanto (x +I)(y +I) = xy+I1 =1—m+1 = 1+1, es decir, todo
elemento no nulo de R/I es invertible. Por lo tanto R/I es un cuerpo. Reciprocamente, si R es un anillo
conmutativo y M es un ideal propio tal que R/M es cuerpo, entonces como los tnicos ideales de un cuerpo
son solamente todo el cuerpo y {0}, entonces por teorema de correspondencia, los tinicos ideales de R que
contienen a M son M y R, por lo tanto M es maximal.

Para demostrar 2 basta notar que si x,y €R, entonces (x +I)(y +I)=1ssi xy €1. O

Notemos que si R es un anillo conmutativo y M es un ideal maximal de R entonces R/M es cuerpo y en
particular R/M es dominio de integridad. El teorema anterior prueba que M es ideal primo. Por lo tanto
tenemos el siguiente corolario:
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Corolario 3.1. En un anillo conmutativo todo ideal maximal es un ideal primo.

Concluimos esta seccién con una de las pocas aplicaciones del axioma de eleccién en este texto.
Notemos que la demostracién usa que R sea unitario.

Teorema 3.7. SiR es un anillo, todo ideal propio de R estd contenido en un ideal maximal de R.

Demostracion. Sea R un anillo y sea I # R un ideal. Consideremos . el conjunto de todos los ideales de
R distintos de R y que contienen a I. Como I € &, tenemos que .% # . El conjunto % es parcialmente
ordenado por inclusién. Consideremos una cadena ascendente ¢ en . Consideremos la unién de todos
los elementos de la cadena, esto es I = J,. g

Comprobemos que I es un ideal: en efecto, como I es uno de los ideales de la unidn, se tiene que
0 €I C1I.Ademés sia,b € I, entonces existen k; y ko, tal que a € Jk, ¥ b € Ji,, como ¢ es una cadena,
sin restriccion podemos suponer que Ji, € Ji, y por lo tanto a,b € Ji,. Como Ji, es ideal, entonces
at+belJ, C I. Si a € I entonces existe k tal que a € J;, entonces como J, es ideal se tiene que —a,ra y
ar € J, para cada r €R.

Ya vimos que I C I, pero ademds si 1 € I, existiria k tal que 1 € J;, en ese caso ocurriria que J;, = R,
pero tal cosa no ocurre pues todos los elementos de ¢ son distintos de R. Es decir, €1 C R,y I #R.
Luego I es una cota superior de la cadena ¢ en % y el lema de Zorn muestra que existe un elemento
maximal en &, y tal elemento maximal es un ideal maximal de R que contiene a I. O

3.2. Cuerpos de cocientes

Hasta el momento tenemos una forma de construir cuerpos mediante el cociente de un anillo conmu-
tativo por un ideal maximal. Ahora generalizaremos la construccion de Q a partir de Z en el capitulo|l|a
cualquier dominio.

Consideremos un dominio D y recordemos que D* es el conjunto de elementos no nulos de D. Defina-
mos la relaciéon ~ sobre D x D* por (a, b) ~ (c,d) ssi ad = cd. Exactamente la misma demostracién que
cuando D es Z (y que usa que D es dominio) muestra que ~ es de equivalencia. Denotemos por Q(D) al
conjunto cociente D x D*/ ~ y a/b ala clase [(a, b)]. Definamos una suma y producto en Q(D) por

2+£_ad+bc

b d  bd
a C ac
—_ X — = —
b d bd

cuando a/b, ¢/d € Q(D). La misma demostraci6én entregada en el capitulo[I|muestra que estas operaciones
estan bien definidas. Nuevamente, la clase [(1,1)] = {(a,a); a € D*} es el neutro multiplicativo y la clase
[(0,1)]={(0,a); a € D*} es el neutro aditivo.
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a ¢ a ca ¢ a . . . o

Como 3 X 1 d-dp" 1 X 7 se tiene que Q(D) es un anillo conmutativo y mas aun, todo elemento
no nulo de Q(D) tiene inverso multiplicativo: en efecto, si (a, b) estd en D x D*, y no esta en la clase nula,
es decir, a # 0, entonces (b,a) € D x D* y ademas

ab 1

ab 1’

a b
_x_
b a

Asi que Q(D) es un cuerpo, usualmente llamado el cuerpo de cocientes de D. Consideremos la inyeccion
canonica ¢: D — Q(D) dada por ¢(d) = d/1 y notemos que es efectivamente inyectiva por la definicién de
Q(D). Ademas, como

d d d+d d d dd
-+ —=—y X —=—
1 1 1 1 1 1

tenemos que ¢ es monomorfismo de anillos, e im(t) es un subanillo de Q(D) isomorfo a D. El proximo
teorema muestra que Q(D) es el cuerpo mas pequefio que contiene a D. En particular, si D es cuerpo
entonces Q(D) = D.

Teorema 3.8. Si D es un dominio, K es un cuerpoy 7: D — K es un monomorfismo, entonces existe un unico
monomorfismo de cuerpos T: Q(D) —» K tal que Tot = 7.

Demostracion. Definamos F(%) como t(a)t(b)~L. Si a = 0, entonces ?(%) = 7(0)7(b)"! = 0. Ademds, si

c ) i _
= —, es decir, ad = bc con a # 0 # ¢, tenemos que como 7 es monomorfismo 7(c)7(d)~! # 0, entonces
d

S Q

(?(%))_1?(%) = 2(&) 2 (d)r(a)r(b) ! = T(ad)(z(be)) .

-1
Pero como ad = bc, se tiene que ?(5) ?(%) =1, es decir ?(2) = ?(%). Luego 7T esta bien definida.

Ademas, T es morfismo, pues si a/b, c¢/d € Q(D) entonces

7(4+5)- ;(ad + bc) — 2(ad + be)(z(bd))™

b d bd
= (t(@)7(d) + T(B)T(c)N(t(b)) (z(d) ™
= 1(a)t(d)((B))  (v(@)) " + 7(b)T ()T (b)) (z(@) ™

= 2(@)(z(b)) ! + 7(c)(v(d)) " = ?(%) +?(+§)
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y ademas

(2% 2)=7(55) = rlac)=(ba)™

= (v(@)r (TN (z (@)™
= (v(a)r(b) (= (@)™

-+(2)<<(5).

—(1 - : . =
Por otra parte T (I) =1(1)(7(1))"' =1 x 1 = 1. Es decir, T es un morfismo de anillos. Ademds, T es

inyectiva pues t(a)t(b)"! = 0 implica que a = 0 ya que D es dominio, y entonces a/b = 0/1. Concluimos
notando que para cada d € D se verifica por definicién que 7(d/1) = 7(d). O

Ejemplo 3.16.
= El cuerpo de cocientes de Z es Q(Z) = Q, luego cuando R es un dominio de caracteristica O obtene-
mos que existe una copia isomorfa de Q en R.
= Consideremos el subanillo Q[i] = {a + bi/ a, b € Q} del cuerpo de los complejos C. El conjugado de
un elemento z = a + bi de Q[i] es z =a—bi € Q[i] y su norma es el ntimero 2z = a® + b? € Q. Ahora
2z =0 ssi a =0 = b, por lo tanto cuando 0 # z € Q[i] el nimero complejo
1_ a —b

—2 + € Q[l]

2z a2+b2 a2+ b2

[ 1_ . . : . .
Ademds zx —z = 1. Luego Q[i] es un cuerpo que contiene a Z[i], el anillo de los enteros Gaussianos.
Como Z[i] es un dominio, entonces podemos construir el cuerpo de cocientes Q(Z[i]). ¢Es cierto que

Q(z[i]) = Qli]?.

3.3. Divisibilidad en Anillos

Recordemos que en R[X ] definimos polinomios irreducibles como aquellos polinomios de grado mayor
o igual a 1 que no se pueden escribir como productos polinomios de grado mayor o igual a 1. Es decir
p(X) € R[X] es irreducible si no es un elemento de R y si p(X) = r(X)q(X) implica que r(X) o q(X) son no
nulos de grado cero. Dicho de otra forma, p(X) € R[X] es irreducible, si no es nulo, si no es una unidad en
R[X] y si p(X) = r(X)q(X), entonces r(X) o q(X) son unidades en R[X]. En esta seccién generalizaremos
las nociones de elemento primo y elemento irreducible en un anillo conmutativo.

En lo que sigue R serd un anillo conmutativo a menos que se diga lo contrario. Diremos que un
elemento no nulo a € R divide a b € R ssi existe x € R tal que ax = b y y y y en este caso anotamos a|b.
Los elementos a, b € R se dicen asociados si a|b y bla. Notemos que a y b son asociados ssi (a) = (b), y
por ende la relacién a ~ b ssi a es asociado a b es una relacién de equivalencia.
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Observacion 3.3.

» Siu es una unidad en Ry b € R, entonces u(u~'b) = b Es decir, las unidades dividen a todos los
elementos del anillo. Reciprocamente si u # 0 y u divide a todos los elementos del anillo R, entonces
en particular divide a 1, es decir, existe x € R tal que ux = 1, es decir u es una unidad. En resumen,
u # 0 es una unidad en R ssi u|b para todo b €R.

= Siay b son asociados en un dominio D, entonces existen x, y € D tales que ax =b y by = a. Luego
a(xy) = (ax)y = a y por lo tanto xy = 1, es decir ax = b donde x es una unidad. Reciprocamente,
si a = xb con x una unidad, entonces x"'a = b, entonces a|b y bla.

Un elemento ¢ no nulo y no unidad de R se dice irreducible, si ¢ = ab implica que a es unidad o b es
unidad. Si ¢ es irreducible y d = cu con u una unidad, entonces si d = xy, entonces cu = xy, en este caso
¢ = (u"'x)y. Como c es irreducible, se tiene que u'x es unidad o y es unidad, por lo tanto x es unidad o
y es unidad, es decir d es irreducible.

Ejemplo 3.17. El polinomio X2+ 1 es irreducible en R[X ], pero no es irreducible en C[X ], ni tampoco en
Z,[X] pues en Z,[x] se tiene que X? +1= (X + 1)(X +1).

Ejemplo 3.18. Si p es primo en Z entonces p es irreducible en Z, pues si p = ab entonces p|ab, por lo
tanto pla o p|b, sin restriccién, supongamos que p|a, entonces existe x € Z tal que px = a, entonces la
igualdad p = ab se puede escribir como p = pxb, entonces xb = 1, es decir b es unidad.

Ejemplo 3.19. Siz = a+bi € Z[i] definimos N(z) = a®+b? € N. Ademds se puede comprobar ([Ejercicio])
que N(zw) = N(2)N(w) para cada par de elementos z,w € Z[i]. Si z # 0 es una unidad en Z[i], significa
que existe w € Z[i] tal que zw = 1, aplicando N se obtiene:

N(E)Nw)=1

Es decir, N(z) es unidad en Z y N(z) € N, entonces N(z) = 1. Es decir, si 2 = a + bi es unidad, entonces
a? + b? = 1. Entonces los tnicos candidatos a unidades en Z[x] son 1, —1, i y —i y cada uno de ellos es
efectivamente unidad en Z[i], de hecho 1 =1 x 1 = (—-1)(—1) = i(—i).

Ahora, si a es un nimero compuesto en Z, entonces a = fy con 3,y numeros enteros distintos de 1 y —1.
Entonces 8 y y no son unidades en Z[i] entonces a no es irreducible en Z[i]. Sin embargo, hay primos en
Z que no son irreducibles en Z[i], por ejemplo 2 = (1 +i)(1—i) y tanto 1 +i como 1—i no son unidades
de Z[i]. Sea p un primo impar, de la forma 4n+ 3 para cierto n € N, y supongamos p = zw, con z,w € Z[i],
entonces p? = N(z)N(w), entonces puede pasar que N(z) =N(w)=p oN(z) =p? yN(w) = 1. Si N(z) = p,
entonces si z = a + bi, se tiene que a® + b% = p, entonces sin restriccién podemos suponer a impar y b par,
en ese caso:

(2t +1)*+(2k)*=p

42 +4t+1+4k>=4n+3
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4t% + 4t +4k* = 4n + 2

Pero 4 divide al lado izquierdo de la igualdad, pero no al lado derecho de la igualdad, por lo tanto suponer
N(z) = p nos lleva a una contradiccién, entonces N(z) = p? y N(w) = 1. Es decir, w es unidad en Z[i]. Es
decir, si p es un primo impar de la forma 4n + 3 es irreducible en Z[i].

En cambio si p es un primo impar de la forma 4n + 1 para cierto entero n, entonces p no es irreducible en
Z[i]. [Ejercicio]

Si p es un elemento no nulo y no unidad de R, diremos que p es primo si cada vez que p divide a un
producto entonces divide a uno de los factores. Dicho de otro modo, cuando p|ab entonces pla o p|b.

Notemos que si p es primo en D, un dominio y tenemos que p = ab, entonces plab y por lo tanto
pla o p|b. Sin restricciéon supongamos que p|a. Como a|p, entonces existe u una unidad tal que a = pu de
manera que p = ab = pub. Como D es dominio, se tiene que 1 = ub, es decir b es unidad y p es irreducible.
Es decir, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 3.4. En un dominio de integridad todo elemento primo es irreducible.

Proposicion 3.5. Sea D un dominioy a € D.

1. aes primo ssi (a) es un ideal primo distinto de {0}.

2. a es irreducible ssi (a) es maximal entre ideales principales y es distinto de {0}.
En particular, si D es DIP, a es irreducible ssi (a) es maximal.

Demostracién. Para probar 1. basta notar que bc € (a) ssi albc, y que a es no nulo y no unidad ssi
(a) # {0}, D.

Para probar 2., asumamos que a es irreducible y sea (b) un ideal principal que contiene a (a), de
manera que a = xb para cierto x € D. Luego b es una unidad (y entonces (b) = D) o x es una unidad (y
entonces (b) = (a)). Luego (a) es maximal entre ideales principales, y ademads no es {0} pues a es no nulo.
Reciprocamente, si {0} # (a) es maximal entre ideales principales, entonces la igualdad a = bc implica
que (a) € (b), y por lo tanto (b) = D (y entonces b es una unidad) o (b) = (a) (y entonces b es asociado a
a ya que D es dominio). Notando que (a) # D, {0} concluimos que a es irreducible. O

Corolario 3.2. En un DIP D un elemento c es irreducible ssi es primo.

Demostracion. La primalidad de (c) implica que es irreducible en cualquier dominio por la proposicién
Reciprocamente, consideremos c irreducible en D, de manera que (c) es maximal y por lo tanto un
ideal primo (y es no nulo pues c # 0). Luego ¢ también es primo. O

Ejemplo 3.20. Como Z[i] es un DIP [Ejercicio], y como 17 no es irreducible en Z[i], de hecho
17=(4+1)(4—1)

y tanto 4 +i como 4 + i no son unidades en Z[i], por lo tanto 17 no es primo en Z[i].



3.3. DIVISIBILIDAD EN ANILLOS 63

Observacion 3.4. En un teorema anterior demostramos que todo ideal propio en un anillo conmutativo
estd contenido en un ideal maximal. Consideremos un DIP D y d € D no nulo y no unidad, entonces existe
un ideal maximal (c) (con c irreducible) en D que contiene a (d). Es decir, si d # 0 no es unidad y D es un
DIP, existe un elemento irreducible en D que divide a d. En particular si K es un cuerpo y p(x) € K[x] es
un polinomio de grado mayor o igual a 1, entonces existe un polinomio irreducible en K[x] que divide a

p(x).

Ejemplo 3.21. Si K es un cuerpo, un polinomio p(X) € K[X] es irreducible si no se puede escribir en
la forma p(X) = q(X)r(X) con q(X) y r(X) polinomios de grado mayor que cero. Es decir, si p(X) es
irreducible y p(X) = q(X)r(X) entonces q(X) o r(X) son elementos de K. Si p(X) es irreducible en K[X]
entonces F = K[X]/p(X) es un cuerpo pues (p(X)) es maximal. Si p(X) es un polinomio de grado n en
K[X], dado f(X) € K[X] eXisten q(X) y r(X) polnomios en K[X] tales que f(X) = p(X)q(X) + r(X) donde
deg(r(X)) < deg(p(X)). Pero p(X)q(X) € (p(X)) por lo tanto f(X) + (p(X)) = r(X) + (p(X)). Es decir, toda
clase en K[X]/(p(X)) tiene un representante de grado menor que deg(p(X)) = n. Concluimos que

F={ag+a X +aX?*+---+a,_1 X" 1+ (p(X)); q; €K}.

Los elementos de la forma a, + (p(X)) forman un subcuerpo de F que es isomorfo a K. Abusando del
lenguaje a ese subcuerpo lo llamaremos K. Por lo tanto p(X) € K[X] puede ser considerado de manera
natural en F[X]. Definamos a = X + (p(X)) € F y notemos que p(a) = p(X) + (p(X)) = (p(X)). Es decir, a
es raiz de p(X) en F. En conclusion, si p(X) es un polinomio irreducible en K[X] con K cuerpo, entonces
existe un cuerpo F tal que F contiene una copia isomorfa de K y p(X) tiene al menos una raiz en F. La
observacién anterior muestra que podemos encontrar tal cuerpo incluso si p(X) no es irreducible, pues
podemos considerar algtn factor irreducible de p(X).

Diremos que un dominio D verifica la condicion de ideales principales ascendentes si para cada cadena
ascendente de ideales principales

(a1) S (a) -~ C(a)c---CD
es estacionaria, es decir existe un m € N tal que (a,) = (a,,) para todo n > m.
Lema 3.1. Si D es DIP, entonces D verifica la condicion de ideales principales ascendentes.

Demostracién. Consideremos una cadena de ideales (a;) € (ay) € --- € (a,) € ... en D. Definamos [ =
Ui>1(a;) y notemos que I es ideal: en efecto, como 0 € (a;) C I se tiene que 0 € (a;) € I y si ademads
a,b €Iyd e D, entonces existen k; y k, tal que a € (ar,) y b € (ai,). Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que (ai,) € (ai,), de manera que a — b,ra € (A,). Como D es DIP, entonces I = (c) para cierto
c €1y existe n € N tal que ¢ € (a,). Luego I = (a,) y por ende (a;) = (a,) Vk > n. O

Un dominio D se llama un dominio de factorizacion tinica, escrito DFU, si cada elemento a no nulo y
no unidad de D se puede escribir como a = c;cyc3- - ¢py, con ¢; irreducible y si ademds a = cycyc3--- ¢, =
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dd,ds---d,, conc; y d]- irreducibles, implica que n = m y que existe o € 3, tal que c; es asociado a d(iy-
Esta definicidon generaliza las propiedades de Z que resultan del teorema fundamental de la aritmética.
El proximo lema servira para probar que muchos ejemplos conocidos (y en particular, K[x] cuando K es
cuerpo) son DFU.

Lema 3.2. En un DFU todo elemento irreducible es primo.

Demostracién. Sea D un DFU y r € D un irreducible. Supongamos que r divide a un producto ab, luego
r debe ser asociado a uno de los irreducibles de la descomposicion en irreducibles de a o de b pues D es
DFU. Concluimos que r divide aa o a b. O

Teorema 3.9. Todo DIP es un DFU.

Demostracion. Sea D un DIP y sea & el conjunto de elementos no nulos y no unidades de D que no
se pueden escribir en la forma c;cyc3---c, con ¢; irreducibles. En particular los elementos de % no son
irreducibles. Probaremos que suponer & no vacio nos lleva a una contradiccion.

Tomemos a € . Como a no es unidad, entonces existe un elemento c, irreducible en D que divide a
a (por la observacién [3.4)), de manera que a = c,x, con x, € D*.

Notemos que x, esta unicamente determinado por c,, y que x, no es irreducible pues si lo fuese,
entonces a no estaria en .. Si x, fuese unidad, entonces a seria asociado a un irreducible y por lo tanto a
seria irreducible, pero no lo es. Por lo tanto x, no es irreducible y no es unidad. Si x, fuese un producto de
irreducibles, entonces a seria un producto de irreducibles, pero no lo es. Luego x, estd en & y (a) € (x,).
Si (a) = (x,), entonces existiria una unidad u tal que a = ux,, como D es dominio, se tendria que c, = u,
pero c, es irreducible, y por definicion c, no es unidad, entonces (a) C (x,).

Como x, € &, se tiene que existe c,_irreducible y x, € & tal que (a) C (x,) C (x, ), luego podria-
mos contruir inductivamente una cadena estrictamente ascendente de ideales de D, lo que contradice el
teorema anterior. Por lo tanto . = @, es decir, todo elemento no nulo y no unidad se escribe en la forma
€1CyC3 -+ ¢, con ¢; irreducibles para cada i € [n].

Probemos la unicidad por induccién en n, el minimo nimero de factores irreducibles en alguna fac-
torizacién de a € D. Si n = 0, entonces a es una unidad y la igualdad r = bc para algun irreducible b
implica que b también es una unidad, de modo que obtenemos una contradiccién. Si n > 1, entonces las
igualdades

'=Pi1---Pn=491---9m

donde los p;,q; son irreducibles y m > n implican que p, divide a algun g; (ya que es primo por el lema
3.2)). Luego p, es asociado a algtin g; y cancelando p; de ambos lados de la ecuacién [3.3} nos reducimos
a la hipoétesis inductiva. O

Sean a, b en R un anillo conmutativo, diremos que ¢ es un mdximo comun divisor de a y b, y anotamos
mcd(a, b) o simplemente (a, b) si se cumplen las dos siguientes condiciones:
1. cla y cl|b.
2. dla y d|b entonces d|c.
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Estas condiciones se pueden refrasear como
1. (a),(b) S (c).
2. Si(a),(b) € (d), entonces (c) € (d).
Si 1 es un maximo comun divisor entre a y b, entonces decimos que a y b son relativamente primos.

Observacion 3.5. Sic y d son med entre a y b en R, entonces c|d y d|c. Es decir, ¢ y d son asociados. Si R
es un dominio, entonces existe u unidad tal que ¢ = du.

Proposicion 3.6. Si a,b € D un DIP, entonces existe el mcd entre a y b. Ademds cualquier mdximo comun
divisor entre a y b se escribe en la forma ma + nb para ciertos m,n € D.

Demostracion. Consideremos el ideal (a)+(b) en D. Como D es un DIP, existe ¢ € D tal que (a)+(b) = (¢c).
Dado que a € (a) + (b) = (¢) se tiene que c|a y del mismo modo c|b. Ademds existen m,n € D tales que
¢ =ma+nb y por lo tanto si d divide a a y a b, entonces divide a c = ma+nb. Por lo tanto ¢ es un maximo
comun divisor entre a y b. Reciprocamente, si d es un maximo comun divisor de ay by c = ma+nb es el
mcd del parrafo anterior, entonces existe u unidad en D tal que d = cu = (um)a + (un)b. O

Proposicion 3.7. Si a,b € D un DFU, entonces existe el mcd entre ay b.

Demostracion. Sia =0y b # 0 entonces b es un mcd entre a y b. Si ambos son nulos, entonces 0 es un
mcd entre a y b. Si uno de ellos es unidad, entonces la unidad es un mcd entre ambos.

Si a y b no son unidades ni cero, entonces existen c; irreducibles tales que a = ¢}’ cy%cy’ - cp" Y

b= cllcgch3 . c,/f” con los ¢; irreducibles y los a;, #; nimeros naturales posiblemente nulos. Afirmamos

que ¢ =c]'ch?c}?--- )" con y; = min{a;, B;} es un med entre a y b. Es claro que c divide aay b, ysid es
divisor comun de a y b con factorizacién en irreducibles rf ! ...rlf *, tenemos que cada r; debe dividir a a
y b, y (como cada r; es primo por el lema entonces cada r; divide a algun p;. Por lo tanto cada r; es
asociado a algun p;. Notando que si pfv divide a p!'u donde u,v € D no son multiplos de r; implica que

k < n, concluimos que los exponentes de los p; en d son menores o iguales a y;. Luego d divideac. [

Notemos que el teorema anterior también muestra que para cualquier subconjunto A de un DFU existe
el med de A (donde definimos el med de un conjunto arbitrario de la manera natural).

Finalizamos esta seccion con una definicion que generaliza la nocion de un algoritmo de division.
Un dominio D se dice dominio euclideo si existe una norma N sobre D (en este contexto, una funcién
N:D — N que verifica N(0) = 0) tal que para cada par a,b € D con b # 0 existen q,r € D tales que
a=qb+ryr=0o0N(r)<N(b). En particular, replicando las demostraciones del capitulo |1| obtenemos
un algoritmo de Euclides en D para computar el med de cualquier par de elementos y expresarlo como
combinacién lineal de éstos. Veamos que los dominios euclideos poseen buenas propiedades.

Proposicién 3.8. Todo dominio euclideo es un DIP.

Demostracion. Sea D un dominio euclideo e I un ideal de D. Sea b € I de norma minimal en I y tomemos
a € I arbitrario. Luego existen g, r tales que a =bg+r conr =00 N(r) < N(b). Como r =a—bq €1, si
N(r) < N(b) obtenemos una contradicciéon con la minimalidad de N(b) sobre I, y concluimos que r =0y
bla. Por lo tanto I = (a). O
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3.4. Polinomios

En esta seccién estudiaremos el anillo de polinomios a coeficientes en un anillo conmutativo R.
Definamos el anillo de polinomios en una variable sobre R, escrito R[X ], como el conjunto de sucesiones
de soporte finito en R, esto es, el conjunto de todos los elementos de la forma (ag,a;,as, as,...,a,_1,a,...)
con a; € R para cada i € N y tal que existe m € N que verifica a,, = 0 para todo n > m. Dotemos a R[X] la
suma coordenada a coordenada
(a)); + (b); = (a; + by);

y la multiplicaciéon dada por la convolucion de sucesiones, es decir
(a;);i(b); = (c);

donde para cada n € N se define ¢, = >} agb, = 2. a;b;. Por ejemplo,

i+j=n
o = agbg
1= aob]_ + a]_bo

Cy = aobz + a1b1 + a0b2

La multiplicacién esta bien definida: si (a;); y (b;); son tales que a; = 0 para cada k > ny b, = 0 para
cada k > m, entonces ¢, = a,b,, y ademas ¢, = 0 para todo k > n + m. A partir de las propiedades
correspondientes en R, es directo ver que R[X ] es un anillo conmutativo con neutro aditivo (0,0,0,...) y
neutro multiplicativo (1,0,0,...). Mds atin podemos definir 1 : R — R[X ] por ¢(r) = (r,0,0,0,...) y resulta
ser un monomorfismo de anillos. Abusando de la notacién, denotaremos a las imagenes 1(r) por r.

Por otra parte, si denotamos por X a la sucesién (0,1,0,0,...), entonces

X?=(0,0,1,0,0,0,...),
Xx®=(0,0,0,1,0,0,...),
X*=(0,0,0,0,1,0,...),

y en general, si n € N entonces X" = (§,,;);- A partir de lo anterior obtenemos que si p = (q;); y m € N tal
que a; = 0, para cada k > m, entonces podemos escribir

p= a0(60i)i + a1(51i)i +...+ am(5mi)i =dy + CllX + a2X2 +---+ Clme.

A cada elemento p € R[X] le llamamos polinomio y también lo anotamos como p(X). Si p = (a;);en
no es el polinomio nulo, entonces hay algiin nimero natural n tal que a,, # 0. Al mayor entero n tal que
a, # 0 se le llama el grado del polinomio p, y lo anotamos por grad(p(X)) o deg(p(X)). Definimos el grado
del polinomio nulo como —o0. Si p(X) = ZZ:O a,X* no es el polinomio nulo y tiene grado n, entonces al
elemento a, de R se le llama el coeficiente lider de p(X). Si el coeficiente lider de un polinomio no nulo es
1, entonces decimos que el polinomio es mdnico. A veces se escribe [X"]p(X) para denotar al coeficiente
que acompaiia a X" en p(X).
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Proposicion 3.9. Sea R un anillo conmutativo y p(X),q(X) € R[X].

1. grad(p(X) + q(X)) < mdx{grad(p(X)), grad(q(X))}.
2. grad(p(X)q(X)) < grad(p(X)) + grad(q(X)) con igualdad si R es un dominio.

Demostracién. Sean p(X) = > _,a;X y q(X) = D, biX* donde n = grad(p(X)) y m = grad(q(X)). Para

probar 1. notemos que
max{n,m}

pCO+qC) = > (ax+bx*
k=0
donde q; =0 cuando k > n y b; =0 cuando k > m. La desigualdad cuando p(X) o q(X) es nulo es directa.
Para probar 2. notemos que la definicién de p(X)q(X) implica que el grado de p(X)q(X) es a lo mas
n+ m, con igualdad ssi el coeficiente a,b,, # 0. La desigualdad cuando p(X) o q(X) es nulo nuevamente
es directa. O

Definimos también las series de Laurent a coeficientes en R como
R(X)={f:Z—R;FkeZ Vj<k f(j)=0}
y las series formales a coeficientes en R como
RI[IX]1={f eR((X)); f(j)=0Vj <O}

Es decir, las series formales son basicamente polinomios de grado infinito y las series de Laurent son series
formales donde permitimos una cantidad finita de términos del tipo a_ X con k € N. Dotamos a ambos
conjuntos de la suma componente a componente y la multiplicacion dada por (ay ) - (bx)ix = (cx)x donde
=, jez Qk—jbj- Al igual que antes se verifica que la multiplicacién esta bien definida. Es claro que los
polinomios se incluyen de manera natural en las series formales, y usaremos la misma notacién que antes
para escribir una serie formal como sumas de monomios.

Definimos el orden de una serie formal p(X) = Zkzo a;X*, escrito ord(p(X)), como el minimo entero
k tal que a; # 0, 0 oo si p(X) es nulo. De manera analoga se demuestran propiedades similares a las del
grado: si p(X),q(X) € R((X)), entonces

1. ord(p(X) + q(X)) = min{ord(p(X)), ord(q(X))}.

2. ord(p(X)q(X)) = ord(p(X)) + ord(q(X)) con igualdad cuando R es un dominio.
La siguiente proposicién caracteriza las unidades de R((X)):

Proposicion 3.10. Sea R un dominio. Luego p(X) = Zkzo a;X* € R((X)) es unidad ssi Qord(p(x)) L0 €s en R.

Demostracién. Notemos que p(X) € R((X)) es unidad ssi h(X) = x°M4PED)p(x) lo es (pues los X* tienen
inversos X% en R((X))), y que si escribimos h(X) = D k>0 bkx* entonces by = Aord(p(x))- Lu€go podemos
reducirnos al caso en que p(X) € R[[X ]y ord(p(X)) =0.

Notemos primero que p(X) € R[[X]] no puede tener un inverso en R((X))\R[[X]], pues como R es
dominio tenemos que si p(X) es invertible entonces

0 = ord(1) = ord(p(X)) + ord(p(X) 1) = ord(p(X)™}).
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Si ay es una unidad en R, tratemos de construir un inverso de p(X) en R[[X]]: si g(X) = Zkzo b X* e R[[X]
es tal que

k
PO = > jbxk =1,

k>0 j=0

. - L k
entonces igualando los coeficientes de ambos lados de la ecuacién obtenemos que Y. =0 aj—jb; = 61k

para cada k € N. Si q, es invertible en R, entonces podemos despejar los by como by = ay' y by =
—a,’ Zle a;para k > 1.

Reciprocamente, la ecuacion muestra que cuando a, no es unidad en R entonces la ecuacién
apby =1 no se puede resolver para b, y por lo tanto p(X) no tiene inverso en R[[X]]. O

En particular, si K es un cuerpo entonces K((X)) también lo es.
En lo que sigue, nos restringiremos a trabajar con polinomios.

Proposicion 3.11. D es un dominio siy solo si D[X] es un dominio, y en tal caso las unidades de D[X] son
las unidades de D.

Demostracion. Si D[X] es un dominio, la copia de D en D[X] también lo es. Reciprocamente, si D es un
dominio, entonces la igualdad deg(p(X)q(X)) = deg(p(X)) + deg(q(X)) muestra que p(X)q(X) no puede
ser nulo sin que p(X) o q(X) lo sea.

Por otro lado, es claro que si d € D es unidad entonces también lo es en D[ X ]. Ahora supongamos que
p(X) es invertible en D[X ]y sea p~—1(X) su inverso, entonces

0 = deg(1) = deg(p(X)p ' (X)) = deg(p(X)) + deg(p~ (X))
Por lo tanto deg(p(X)) = 0 = deg(p ' (X)), es decir p(X) € D y su inverso también est4 en D. O

Sea a € R. La evaluacion en a es el morfismo de anillos v,: R[X] — R definida por ¢ ,(p(X)) =
>0 axa® donde p(X) = Y. axX*. También escribimos p(a) = v,(p(X)) y llamamos funcién polinomial
asociada a p(X) a la funcién de R en si mismo dada por a — p(a). Si p(X) € R[X]y a € R es tal que
p(a) =0, decimos que a es una raiz de p(X).

Ejemplo 3.22.

» Consideremos el polinomio p(X) = X2 + X en Zg[X]. Notemos que su funcién polinomial asociada
es tal que p(0) = p(5) = p(2) = p(3) =0y p(1) = p(4) = 2. Luego este polinomio de grado 2 tiene 4
raices.

» En Zg[X] los polinomios 1+ 2X y 1+ 3X son polinomios de grado 1 cuyo producto es también un
polinomio de grado 1. Los polinomios 2 +2X?2 y 3X +3X* son polinomios no nulos cuyo producto es
el polinomio nulo.

= Sip es primo, el pequefio teorema de Fermat (ver el ejemplo muestra que para cada x € Z, se
cumple que x” = x. Luego el polinomio p(X) = X? —X € Z,[X] tiene asociada la funcién nula, pese
a no ser el polinomio nulo.
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Uno de los resultados mds importantes del anillo de polinomios sobre un cuerpo es la existencia un
algoritmo de division. Si el anillo R no es cuerpo también existe una algoritmo de la divisiéon pero cuando
el coeficiente lider del divisor d(X) es invertible. El enunciado preciso es como sigue:

Teorema 3.10 (Algoritmo de la divisiéon). Sea R un anillo conmutativo y p(X),d(X) € R[X] tal que el
coeficiente lider de d(X) es una unidad en R. Entonces existen tinicos polinomios q(X) y r(X) tales que p(X) =
d(X)q(X)+ r(X) con grad(r(X)) < grad(d(X)).

Demostracién. Veamos la unicidad: si
p(X) =d(X)q(X) +r(X) = d(X)q'(X) + r'(X)
y r(X) # 0 # r'(X) con grad(r(X)) < grad(d(X)) y grad(r'(X)) < grad(d(X)), entonces
d(X)(@(X)—q' (X)) = r'(X) — r(X).

Como el coeficiente lider de d(X) no es un divisor de cero, entonces si ¢(X)—q’(X) no es el polinomio nulo,
se tiene que grad(d(X)(q(X)—q’(X))) = grad(d(X))+grad((q(X)—q’(X))) = grad(d(X)), pero por otra parte
si /(X)) —r(X) no es el polinomio nulo grad(r’'(X) — r(X)) < max{grad(r’'(X)), grad(r(X))} < grad(d(X)) y
obtenemos una contradiccién.

Ahora la existencia: notemos primero que d(X) es no nulo, pues su coeficiente lider es una unidad.
Si grad(d(X)) > grad(p(X)), entonces basta tomar q(X) = 0 y r(X) = p(X). Consideremos el caso p(X)
no nulo y grad(d(X)) < grad(p(X)). Haremos induccién sobre el grado de p. Si grad(p) = 0, entonces
grad(d(X)) < grad(p(X)) implica que grad(d(X)) = 0. Por lo tanto p(X) y d(X) son elementos de R no nulos
y d(X) es unidad en R. Luego p(X) = d(X)(d(X) 'p(X)) + 0 y basta tomar q(X) = d(X) 'p(X) y r(X) = 0.
Supongamos que la propiedad es cierta para todo polinomio p(X) = ZZ:O a; X" de grado menor o igual a
ny divisor d(X) = >, bxX™ con b,, unidad, a, # 0 y m < n. El polinomio (a,b,'X""™)d(X) tiene grado
n 'y coeficiente lider a,, al igual que p(X), y por lo tanto al hacer la resta p(X)—(a, b;lX "~™)d(X) se obtiene
un polinomio de grado menor que n, o el polinomio nulo. Si p(X)— (anbn:lX Md(X) = 0, entonces basta
tomar q(X) = anbng "Myr=0.8ipX)-— (anbn_llX ""™M)d(X) es un polinomio de grado menor que n y
no nulo, entonces la hip6tesis inductiva entrega la existencia de ¢’(X) y r(X) con grad(r(X)) < grad(d (X))
tales que:

p(X)—(a,b'X"™d(X) = d(X)q'(X) + r(X),

es decir
p(X) =dX)(q'(X) +a,b,'X"™) + r(X).

Tomando q(X) = q'(X) + a,b,'X"™ obtenemos lo que queriamos probar. O

Corolario 3.3 (Teorema del Resto). Si R es un anillo conmutativo y p(X) € R[X]y a € R, entonces existe
q(X) tal que p(X) = (X — a)q(X) + p(a).
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Demostracion. Si p(X) =0, entonces basta tomar r(X) = 0 = g(X). Si p(X) no es el polinomio nulo, por el
teorema anterior podemos tomar d(X) = (X — a), cuyo coeficiente lider es 1, y tenemos que existe q(X)
y r(X) tales que p(X) = q(X)(X — a) + r(X) donde el grado de r(X) es menor que 1 = grad((X — a)), es
decir, r(X) € R. Considerando la funcién polinomial asociada a p y evaluando en «a se tiene que p(a) =
g(a)(a—a)+r(X) =r(X), lo que termina la demostracion. d

Corolario 3.4. SiR es un anillo conmutativo, entonces a € R es raiz de p(X), si y solo si existe q(X) € R[X]
tal que p(X) = q(X)(X — a).

Observacién 3.6. En el caso del polinomio p(X) = X2 + X en Z¢[X] del ejemplo notamos que
tiene como raices 0,2,3 y 5, y si factorizamos p(X) = X(X + 1) = X(X —5). En esta descomposicion se
ven claramente las raices 0 y 5, pero por ningun lado se ven las raices 2 y 3. Esto podria hacer pensar
que el corolario anterior es falso, pero no hay problema alguno. La razén es que X(X + 1) = X(X —5)
no es la tnica forma de descomponer p(X) en Zg¢[X]. Otra forma de descomponer X2 + X € Z¢[X] es
X?+X =(X—-2)X+3)=(X—2)(X—3) y aqui vemos que p(X) tiene raices 2 y 3. Si R es un cuerpo,
entonces esta situacion no ocurrird en R[X ], es decir, la descomposicién en R[X ] es Unica en algin sentido
que describiremos mas adelante.

El préximo resultado usa fuertemente el que D sea un dominio, de modo que su conclusion no aplica
al polinomio de la observacién anterior.

Corolario 3.5. Si D es un dominio y n € N, entonces un polinomio de grado n en D[X] tiene a lo mds n raices
distintas en D.

Demostracion. Sean {aj,a,,as,...,} € D las raices distintas de p(X), un polinomio en D[X] de grado
n. Notemos que en particular no es el polinomio nulo. Definamos m = |{a;}| < oo. Por el corolario
anterior se tiene que existe q;(X) € D[X] tal que p(X) = ¢;(X)(X — a;), y evaluando en a, se tiene que
0=p(ay) =q;(ay)(a;—a;). Como a,—a; # 0y D es un dominio, se tiene que q,(a,) = 0. Nuevamente el
corolario anterior se tiene que existe q,(X) tal que q;(X) = q2(X)(X —a,) y por lo tanto p(X) = q(X)(X —
a,)(X — a;). Evaluando la igualdad anterior en a; se tiene que 0 = p(a3) = qy(as)(as —ay)(as; —a;), y
como (as—ay)(as—a;) # 0y D es un dominio, se tiene que g,(a;) = 0. Continuando inductivamente este
argumento, se tiene que para cada k < m existe q;(X) tal que

pP(X) = (X)X — o )X — 1) - (X — a)(X — ay).
Como p(X) no es el polinomio nulo, tampoco lo es q,(X), y dado que D es dominio tenemos que
n = deg(p(X)) = deg(qx (X)X — )X — 1) - (X —ax)(X — 1))

=deg(q (X)) +k = k.

Concluimos que m < n, es decir, el numero de raices distintas de un polinomio es menor o igual al grado
del polinomio. O
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Observacion 3.7. Si D es un dominio infinito, entonces el tinico polinomio que tiene a todos los elementos
de D como raices es el polinomio nulo. Mas generalmente, si dos polinomios p(X) y q(X) son tales que sus
funciones polinomiales coinciden, entonces el polinomio P(X) = p(X) — q(X) tiene a todos los elementos
de D como raices. Por lo tanto P(X) es el polinomio nulo y p(X) = q(X) como polinomios.

Teorema 3.11 (Algoritmo de la divisién en un cuerpo K). Sea K un cuerpo y p(X),d(X) € K[X] tal que
d(X) es no nulo. Entonces existen tinicos polinomios q(X) y r(X) tales que

pX) =dX)q(X)+r(X)
con grad(r(X)) < grad(d(X)). En particular; K[X] es un dominio euclideo, un DIP y un DFU.

Ejemplo 3.23. Consideremos el anillo de polinomios con coefientes en R y el ideal I generado por el
polinomio ¢(X) = X2 + 1. Supongamos que J = (p(X)) es un ideal que contiene a I. Como I C J, en
particular X2 + 1 € J, es decir, existe q(X) tal que X2+ 1 = p(X)q(X) y luego deg(p(X) + deg(q(X)) = 2.
Luego el grado de p(X) es 0,1 o 2.

Si el grado de p(X) es cero, entonces p(X) = p es un elemento no nulo de R y concluimos que
J = (p) =R[X]. Si el grado de p(X) es 2, entonces gq(X) es un elemento no nulo de R, entonces g(X) = q
es invertible en K[X ], entonces X2 + 1 = q(p(X)) si y solo si 71 (X2 + 1) = p(X), es decir p(X) €1, es decir
J =1. Si deg(p(X)) = 1, digamos p(X) = aX + b con a # 0, entonces —b/a seria una raiz de X2 + 1 en R,
lo cual es falso. Por lo tanto si I € J, entonces J = I o J = R[X]. Es decir, I = (X? + 1) es un ideal maximal
en R[X].

Por lo tanto el cuociente R[X]/I es un cuerpo. El ejemplo muestra que

R[X]/I={aX +b+ (X?>+1); a,b €R}.
Ademas notamos que (aX +b)+I1+(cX +d)+I=(a+c)X +(b+d)+1ypor otro lado

(aX 4+ b)(cX +d) =acX?+(ad + bc)X + bd + I
=ac(X?+1—-1)+(ad + bc)X + bd +1
=(ad + bc)X + (bd —ac) + 1.

Por lo tanto es directo ver que el morfismo ¢ : R[X]/I — C definido por ¢(aX + b+ 1) = ai + b es un
isomorfismo de cuerpos, pues es claramente sobreyectiva y ademds ai + b = 0 implica que b =a =0 (ya
que son reales), lo que muestra que ¢ es inyectiva.

Terminemos esta seccidn con una herramienta importante para el estudio de extensiones de cuerpos.
Definimos la derivada formal de un polinomio p(X) = >3} axX k como p(X) = Do kax k. Es directo
ver que cuando ¢ € Ry p(X),q(X) € R[X] entonces (cp(X) + q(X)) = cp(X) +q(X)', y en el préximo
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capitulo veremos que esto dice que (-)’: R[X] — R[X] es un morfismo de R-médulos. Por otro lado, si
m € N entonces

n

X"p(X)) = (Z aka+m) = (k +m)axktm1
k=1

k=0

n n
= ka XXM+ maxkxm!
k=1 k=1
n

n
=X"> kap X+ mxm! Z a Xk =X"(pX)) +X™YpX)
k=1 k=1

de modo que por linealidad podemos concluir que para cada par p(X),q(X) € R[X] se verifica la regla de
Leibniz (p(X)q(X)) = p(X)'q(X) + p(X)q(X)'. Esta propiedad y una induccién corta muestran que para
cada a €R, m € N se tiene que (X —a)™ = m(X —a)™ !, y mds generalmente p(X)™ = mp(X)™ ! cuando
p(X) €eR[X].

Diremos que a € R es una raiz multiple de p(X) si p(X) = (X —a)™q(X) con m > 2 y q(X) € R[X].
Si a no es raiz de q(X) diremos que a es una raiz de multiplicidad m. Notemos que si lo anterior ocurre,
entonces p(X) = (X —a)™q(X) +m(X —a)™q(X) y luego a también es raiz de p(X)’. Reciprocamente, si
a es raiz de p(X) y p(X)’, entonces derivando p(X) = (X —a)q(X) tenemos que q(X) = p(X) — (X —a)q(X)’
y a es raiz de q(X). Luego a es raiz multiple de p(X). Hemos demostrado el siguiente resultado.

Proposicion 3.12. a €R es raiz multiple de p(X) € R[X] ssi a es raiz de p(X) y p(X)'.

En particular, si R es un dominio y med(p(X), p(X)’) = 1 entonces p(X) no tiene raices multiples en
cualquier cuerpo que contenga a R.

3.5. Polinomios sobre un DFU

En esta seccidn estudiaremos propiedades del anillo de polinomios sobre un DFU y en particular la
irreducibilidad de estos polinomios. En lo que sigue D siempre denotard un DFU.

SipX) = ZZ:O a;X* € D[X], entonces definimos el contenido de p(X) como c(p) = med({ay, ..., a,}),
que existe pues D es DFU. Notemos que el contenido estd definido salvo por la multiplicaciéon de una
unidad. Si escribimos d = c(p), entonces a; = da; para ciertos a; € D y obtenemos la descomposicién
p(X) = dp’(X) donde p'(X) = >.;_,a;X" tiene contenido 1. Un polinomio cuyo contenido es una unidad
se dice primitivo. Luego para cada polinomio se puede factorizar p(X) = c¢(p)p’(X) con p’(X) primitivo.
Mas atn, si p(X) = eh(X) cone € D y h(X) = ZZZO b, X! primitivo, entonces a; = eb; y ademds c(p) =
mcd({eb,,...,eb,}), que es asociado a emcd({by,...,b,}) =e.

Teorema 3.12 (Lema de Gauss). El producto de polinomios primitivos también es primitivo.
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Demostracion. Sea D un DFU y p(X),q(X) € D[X] primitivos tales que p(X)q(X) no lo es. Escribamos
d = c(p(X)q(X)) y tomemos p un divisor primo de d. Notemos que p no divide a p(X) ni a q(X) pero
si a su producto. Consideremos ahora el dominio de integridad D = D/(p) y definamos el morfismo
2 : D[X]— D[X] como la reduccién mddulo p de cada coeficiente, es decir

Y (Zn: aka> = Z n(a)x*

k=0 k=0

donde 7 es la proyeccién candnica a D. Luego y(p(X))y(g(X)) = ¥ ((p(X)g(X)) = 0 ya que d divide a
p(X)g(X), pero tanto v (p(X)) como 2(g(X)) son no nulos. Obtenemos una contradiccién con que D es
dominio y concluimos que p(X)q(X) debe ser primitivo. O

Ahora notemos que si p(X) € Q(D)[X] es no nulo, podemos encontrar b € D tal que bp(X) =
h(X) € D[X] (tomando b como el mcd de los denominadores de los coeficientes de p(X) por ejem-
plo). Luego podemos escribir p(X) = c(h(X))/bh’(X) con h’(X) primitivo. Si tenemos dos factorizaciones
p(X) = Bq(X) = B’'q'(X) con B,B’ € Q(D) y q(X),q'(X) € D[X] primitivos, entonces podemos escribir
B=a/byp’ =d /b cona,a’ €Dyb,b’ €D* de manera que ab’q(X) = a’bq’(X). Como q(X) y q’(X) son
primitivos, ab’ = c(ab’q(X)) es asociado a a’b = c(a’bq’(X)), y obtenemos que 8 y B’ difieren por mul-
tiplicacion por una unidad de D. Concluimos que para cada p(X) € Q(D)[X] no nulo podemos encontrar
p €Q(D)yq(X) e D[X] primitivo tales que p(X) = q(X) y B es tinico salvo unidad de D. Llamamos a tal
p el contenido de p(X).

Observacion 3.8. Sean p(X),q(X) € D[X] primitivos y asociados en Q(D), es decir existe 6 € Q(D) no nulo
tal que p(X) = 6q(X). Escribiendo 6 = a/b con a, b € D* obtenemos que bp(X) = aq(X). Como p(X),q(X)
son primitivos, tenemos que a y b son asociados en D[X ] y por ende existe u € D* tal que 6 =a/b =u. Es
decir, en realidad p(X) y q(X) son asociados en D.

Proposicion 3.13. Sea p(X) € D[X] de grado positivo. p(X) es irreducible en D[X] ssi es primitivo y es
irreducible en Q(D)[X].

Demostracién. Probemos la implicancia =: notemos que tal p(X) debe ser primitivo, pues en caso con-
trario existiria p € D primo (y entonces irreducible en D) que dividiria a p(X), y como p también seria
irreducible en D[X] obtendriamos una contradicciéon con que p(X) tiene grado positivo. Ahora suponga-
mos que p(X) es reducible en Q(D)[X], digamos p(X) = a(X)b(X) con a(X),b(X) € Q(D)[X] de grado
positivo. Descompongamos a(X) = aa’(X) y b(X) = Bb’'(X) con a, 8 € Q(D) y a’(X), b’(X) € D[X] primi-
tivos. El lema de Gauss muestra que a’(X)b’(X) es primitivo, y la igualdad p(X) = afa’(X)b’(X) implica
que p(X) y a’(X)b’(X) son asociados en Q(D). La observacién anterior implica que son asociados en D, es
decir que existe u € D* tal que p(X) = ua’(X)b’(X), lo que contradice la irreducibilidad de p(X) en D[X].

Ahora <: supongamos que podemos factorizar p(X) = q(X)h(X) con q(X),h(X) € D[X]. Como p(X) es
irreducible en Q(D)[X], sin pérdida de generalidad podemos suponer que q(X) es una unidad en Q(D)[X],
es decir, ¢(X) = q € Q(D)*. Notemos que q = q(X) € D, y debe ser una unidad pues p(X) es primitivo.
Luego p(X) es irreducible en D[X]. O
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Teorema 3.13. Un anillo conmutativo R es DFU ssi R[X ] es DFU.

Demostracién. Si R[X] es DFU, entonces cada r € R* se puede factorizar inicamente (salvo unidades de
R[X1], es decir, unidades de R) como irreducibles de R[X ] de grado 0, es decir, irreducibles de R. Concluimos
notando que R también debe ser dominio porque R[X] lo es.

Reciprocamente, supongamos que R es un DFU. Como R es dominio, R[X] también lo es. Sea p(X) €
R[X] de grado positivo y notemos que sin pérdida de generalidad podemos tomar p(X) primitivo, pues si
no, la escritura p(X) = ¢(p(X))p(X) donde p(X) es primitivo permite concluir el caso general. Ahora como
Q(R)[X] es un DFU (pues es DIP), p(X) se puede escribir como producto de irreducibles p;(X),..., pr(X)
en Q(R)[X]. Cada p;(X) se puede descomponer como p;(X) = B;h;(X) donde h;(X) € R[X] es primitivo y
B; = c(p;(X)) € Q(R), y sigue por el lema de Gauss que p(X) = [ [; f;h(X) con h(X) € R[X] primitivo. La
observacic')nmuestra que [ [; B; € R y entonces podemos escribir p(X) = uhy(X)---h(X) conu € R*y
los h;(X) primitivos e irreducibles en R[X].

Finalmente, la escritura es Unica: si p;(X)- - pr(X) = q¢;(X) - - - q,,(X) donde los p;,q; € R[X] son irredu-
cibles en R[X ], entonces k = m y cada p; es asociado a q; en Q(R)[X] (salvo un reordenamiento de indices),
pues Q(R)[X] es un DFU vy los p;,q; también son irreducibles en Q(R)[X] por la proposiciéon anterior. La
observacién [3.8 muestra que los p;, g; son asociados en R. Concluimos que R[X ] es DFU. O

Ejemplo 3.24. Dado n € N y un anillo conmutativo R, definimos inductivamente el anillo de polinomios
en n variables a coeficientes en R por R[X;,...,X,] = R[X;,...,X,—1][X,]. Si I es un conjunto de indices
arbitrario, definimos el anillo de polinomios en |I| variables a coeficientes en R como

RIX,....X; ]

con la suma y el producto natural. El resultado anterior muestra que todos estos anillos son DFU si R lo
es.

Proposicion 3.14 (Criterio de Eisenstein). Sea D un DFU. Si p(X) = ZZ:O a;X* € D[X] tiene grado n y
p € D es irreducible tal que p no divide a a,, p divide a a; parai=0,1,...,n—1Yy p? no divide a a,, entonces
p(X) es irreducible en Q(D)[X].

Demostracién. Como p no divide a a,, tenemos que p no divide a c(p), luego escribiendo p(X) = c(p)p’(X)
con p'(X) = >_, a;X* € D[X] primitivo vemos que p no divide a a/, p divide a a] parai=0,1,...,n—1
y p* no divide a a, vemos que p no divide a a, p divide a a/ para i = 0,1,...,n—1y p? no divide
a a;. Como c(p) es una unidad en Q(D)[X], basta demostrar que p’(X) es irreducible en Q(D)[X] y la
proposicion anterior muestra que basta demostrar que lo es en D[X].

Supongamos entonces que p’'(X) = g(X)h(X) con g(X) = D _, &k X* y h(X) = X _, hiX* polinomios
en D[X] de grado r,s > 1 respectivamente. Como a, = gohy ¥ plag, entonces sin pérdida de generalidad
podemos suponer que p|g,. Notemos que como p* no divide a a;, entonces p no divide a hy. Si p dividiera
a todos los coeficientes de g(X), entonces p dividiria a todos los coeficientes de p’(X), lo que no es cierto.
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Definamos entonces k como el menor entero positivo tal que g; no es divisible por p. Como

a;i = grho + gk—1h1 + gk—2ha + -+ + gohy

divisible por p

y como p divide a a;, entonces p divide a g, o a hy y obtenemos una contradiccién. Luego p’(X) es
irreducible en D[X]y p(X) lo es en Q(D)[X]. d

Ejemplo 3.25. Sip € Z es primo y n > 1, el polinomio X" —p es irreducible en Q[X] y en Z[X].

3.6. Ejercicios

Ejercicio 3.1.
a) Sea R un anillo y e un idempotente para la multiplicaciéon que conmuta con todos los elementos de
R (decimos que e es un idempotente central). Muestre que R = eR x (1 —e)R.
b) Pruebe que un anillo booleano finito es isomorfo a Z, x ... x Z,.

Ejercicio 3.2. Sea R un anillo. Un elemento u € R se dice nilpotente si existe n € N tal que u" = 0.
a) Muestre que R no tiene nilpotentes ssi a2 =0 = a = 0 para todo a € R (y en particular cualquier
dominio no tiene nilpotentes).
b) Asumamos que R es conmutativo. Muestre que si u € R es nilpotente, entonces 1+ u es una unidad
y concluya que la suma de un nilpotente con una unidad es una unidad.

Ejercicio 3.3. SiR es un anillo no unitario, verifique que (Z xR, +,~) es un anillo unitario donde definimos
+ como la suma por coordenadas y (m,a)-(n, b) = (mn,na + nb + ab), y que R es isomorfo a un subanillo
de Z x R.

Ejercicio 3.4. Sea X un conjunto no vacio y consideremos el anillo (#(X), A,N).
a) Muestre que Z(X) es DIP ssi X es finito, y que para cada A C X se tiene que X = Z(A) x 2 (A°).
b) Un filtro es una coleccion & C #(X) tal que:
1. 0¢ 7.
2. paratodoA,Be #,ANBe Z.
3. paratodoAe FyCDA CeZ.
Dado & C #(X), definimos I(F) = {AC X;A° € Z}. Muestre que Z es un filtro ssi I(Z) es un ideal

propio.
c) Concluya que todo filtro puede ser extendido a un ultrafiltro (es decir, un filtro maximal para la
inclusién).
Ejercicio 3.5. Sean m,...,m; enteros coprimos entre si y a;,...,a; enteros cualquiera. Definamos m =

my...my y m; =m/m; para i € [k]. Muestre cémo calcular eficientemente t;, el inverso médulo m; de m;,
y pruebe que la solucién del sistema de congruencias

x=a; médmy, ..., x =q;, mod my
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— / / 7
es x =a;tymj + -+ qtpm; mod m.

Ejercicio 3.6. Sea R un anillo conmutativo.

a) Muestre que los elementos nilpotentes de R forman un ideal y encuentre un contraejemplo para esta
afirmacion cuando R no es conmutativo. Este ideal se llama el nilradical de R y se denota 91(R).

b) Muestre que 91(R) = ﬂpespec(m p donde Spec(R) (el espectro primo de R) es el conjunto de todos los
ideales primos de R.
Indicacion: para la inclusién hacia la izquierda, tome un x € R no nilpotente y considere el conjunto
{I cR;Iidealy x" ¢ 1VYn > 0}.

c) Definimos el radical de Jacobson como la intersecciéon de todos los ideales maximales de R y lo
denotamos R(R). Muestre que x € R(R) ssi 1 + xy es invertible para cada y €R.

d) Encuentre el radical de Jacobson de Z,, en funcién de la factorizacién prima de n.

Ejercicio 3.7. Sea R un anillo conmutativo e I C R un ideal cualquiera. Definimos el radical de I co-
mo rad(I) = {r € R;r" € I para algin n € N}. Muestre que rad(I) es un ideal que contiene a I, y que
(rad(1))/I = N(R/I).

Ejercicio 3.8. Un anillo conmutativo R se dice Noetheriano si cualquier cadena ascendente de ideales (no
necesariamente principales) es estacionaria. Muestre que las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. R es Noetheriano.

2. Todo ideal de R es finitamente generado.

3. Toda coleccidn no vacia de ideales de R tiene elemento maximal respecto a la inclusién.

Ejercicio 3.9. Un anillo R se dice Artiniano si cualquier cadena descendente de ideales es estacionaria.
Consideremos un anillo R Artiniano. Pruebe que:

a) SiR es dominio, entonces también es cuerpo.

b) SiR es conmutativo, entonces todo ideal primo es maximal.

Ejercicio 3.10. Sea D un dominio de integridad.
a) Suponga que D satisface la condicidn de ideales principales ascendentes. Pruebe que todo x € D no
nulo y no unidad se puede escribir como x = c;¢; - ¢, donde ; es irreducible para i € [n, ].
b) Muestre que si D es DFU, D satisface la condicion de ideales principales ascendentes.
c) Muestre que D es DFU ssi satisface la condicidn de ideales principales ascendentes y todo elemento
irreducible es primo.

Ejercicio 3.11. Sea R un anillo. Para cada E C R definimos V(E) C Spec(R) (ver el ejercicio como el
conjunto de todos los ideales primos que contienen a E. Muestre que:
a) SiI es el ideal generado por E, entonces V(E) = V(I) = V(rad(1)).
b) SiI yJ son ideales, entonces V(IJ) =V(INJ)=V(I)UV(J). Generalice esto para un nimero finito
de ideales.
¢) Dada una coleccién de ideales (I;);cs, entonces | J,c, V(I3) = V(D5 12), donde D, I es el
ideal generado por | J,c, I5-
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d) v(0)=Spec(R)y V(R) =40.
Lo anterior prueba que la coleccién {V(E)}cr es la coleccidn de cerrados de un espacio topoldgico. La
topologia resultante se llama topologia de Zariski.

Ejercicio 3.12. Sea R un anillo. Muestre que:
a) R es cuerpo ssi R[X] es DIP.
b) SiR es conmutativo, (X) es ideal primo en R[X] ssi R es un dominio.
c) SiR es conmutativo, (X) es ideal maximal en R[X] ssi R es cuerpo.
d) SiR es conmutativo y p es un ideal primo, entonces p[X] (los polinomios con coeficientes en p) es
un ideal primo de R[X] ¢Es verdad que si m es maximal en R, entonces m[X ] es maximal en R[X ]?

Ejercicio 3.13. Si A es un anillo conmutativoy f = ay+ a;X +---+a, X" € A[X], demuestre que f es una
unidad en A[X] ssi a, es una unidad en Ay ay,- -, a, son nilpotentes.

Indicacion: si by+b;X +---+b,X" es el inverso de f puede probarse por induccién en r que a’*'b,, . =0
lo que implica que a, es nilpotente (no olvide que la suma de una unidad con un nilpotente es unidad).

Fjercicio 3.14. a) Sea D un DFU, y sea q € Q(D) raiz de un polinomio a,,X™ + a,,_;X™* +--- + a,
donde los a; € Zy m > 1. Escriba ¢ =c/d con r,d € D y mecd(c, d). Muestre que c|ay y d|a,,.
b) Sea K un cuerpo y p(X) € K[X] un polinomio tal que grad(p(X)) < 3. Muestre que p(X) es irreducible
en K[X] ssi no tiene raices en K.

Ejercicio 3.15. Sea R un dominio.
a) Pruebe que si p(X), g(X) € R[X] y definimos la composicién (p o g)(X) € R[X] de la manera natural,
entonces (p o g)'(X) = (p’ o g)(X)g'(X).
b) Sea R(X) = Q(R[X]) el cuerpo de funciones racionales a coeficientes en R. Muestre que la derivada
en R(X) dada por

(p(X))’ _ PX)a(x)—p(X)q'X)
q(X) q(X)?
esta bien definida, es lineal y coincide con la derivada en R[X].

Ahora supondremos que F es un cuerpo de caracteristica 0.
¢) Dado a € F y p(X) € F[X], muestre que se cumple la férmula de Taylor

PP

o K-

p(X)=
k=0

para cada n > grad(p(X)).
d) Recordemos que a € R es raiz multiple de p(X) € R[X] ssi p(a) = p’(a) = 0. Generalice este test para
detectar raices de grado m € N.

Ejercicio 3.16. Muestre que cualquier funcién de un cuerpo finito en si mismo es polinomial.

Ejercicio 3.17. Sea R un anillo conmutativo, n € Ny A€ M,(R).
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a) Pruebe que det(A") = det(A) y concluya que det es multilineal en las columnas.
b) Denotemos por A(i|j) a la matriz en M,_;(R) que consiste en A sin la fila i ni la columna j. Pruebe la
férmula de Laplace:

n n

det(A) = D (—1)""A; , det(A(i[r)) = Y (~1)"*/A; det(A(1I}))

i=1 j=1

para cada l,r € [n].

¢) Definamos la adjunta de A como la matriz adj(A) € M,(R) dada por adj(A); ; = (—1)"* det(A(ji)).
Muestre que adj(A)A = Aadj(A) = det(A)I,,.

d) Concluya que A es invertible en M, (R) ssi det(A) es invertible en R, y que la ecuacién AB =1 implica
que BA=1 para B € M, (R).

Ejercicio 3.18. Considere el anillo de enteros gaussianos Z[i]. Para z € C definimos N(z) = 23.
a) Muestre que N(zw) = N(z)N(w) para cualquier par de complejos z y w.
b) Muestre que si z,w € Z[i] y w # 0, entonces existen q,r € Z[i] tales que z =wq+r y N(r) < N(w)/2.
Indicacion: aproxime z/w.

Ejercicio 3.19. Sea D un dominio de integridad provisto de una funcién 6 : D — N tal que:
1. 6(a)=0ssia=0.
2. 6(ab)=6(a)d(b) para todo a,b € D.
3. &6(a+ b) < max{6(a),5(b)} para todo a,b € D.
4. Para cada a,b € D con b # 0 existen q y r tales que a = bq+ry 6(r) < 6(b).
Demuestre que D es un cuerpo o D = K[X] con K un cuerpo.
Indicacidon: Muestre que los elementos b de D que cumplen §(b) = 1 son invertibles.

Ejercicio 3.20. Sea I un conjunto no vacio de indices dotado de un orden parcial < y para cada i €I sea
A; un grupo abeliano aditivo. Supongamos que I es un conjunto dirigido (es decir que para cada i,j € I
existe un k € I tal que i, j < k) y que para cada par de indices i, j con i < j existe un mapa p;;: A; — A; tal
que:
" pjk°pij = pir cuando i < j < k.
» p;; =idy, paracadai€l.
Sea B la unién disjunto de los A;, y definamos la relacién ~ sobre B por a ~ b ssi existe un k con i,j < k
tal que p;(a) = pj(b) donde a € A;, b €A;.
a) Muestre que ~ es relacion de equivalencia sobre B. El conjunto cociente se llama limite directo o
inductivo del sistema dirigido {A;} y se escribe li_n}Ai. Para abreviar, denotemos A = h'_r)nAl- yxe€Ala
clase de x € B.
b) Pruebe que la proyeccion candnica p;: A; — A definida por p;(a) = a es inyectiva si cada p;; lo es.
¢) Supongamos que cada p;; es un morfismo de grupos. Muestre que si a € A;, b € B; entonces la
operacién @+ b = p;(a) +p ix(b) (donde k es cualquier indice tal que i, j < k estd bien definida).
Concluya que los mapas p; son morfismos.
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d)

e)

Supogamos que los A; son anillos conmutativos con unidad y los p;; son morfismos de anillos unita-
rios. Defina una estructura de anillo conmutativo con unidad sobre A de tal manera que los p; sean
morfismos de anillos.

Bajo las hipétesis de ¢), pruebe que el limite directo posee la siguiente propiedad universal: si C es
un grupo abeliano tal que para cada i € I existe un morfismo 1); : A; — C que verifica 1); = ;0 p;;,
entonces existe un unico morfismo 1: A — C tal que 1 o p; = p; para cada i. Concluya que el limite
directo de los {A;} es Unico salvo isomorfismo.

Sea I la coleccion de intervalos abiertos U = (a, b) de la recta real que contienen a un real fijo p.
Ordenemos I por inclusion reversa (U < V ssi V C U) de tal manera que (I,<) sea un conjunto
dirigido. Para cada W € I sea Ay, el anillo de funciones continuas en U a valores reales, y para
V C U definamos los mapeos de restriccion pyy: Ay = Ay por f — f|,. SeaA= li_r)nAU. Muestre que
los pyy son morfismos de anillos y que los p;: Uy, — A son sobreyectivos y no inyectivos. A se llama
el anillo de gérmenes de funciones continuas en p.

Ejercicio 3.21. Sean I un conjunto de indices parcialmente ordenado y A; un grupo para cada i € I.
Supongamos que tenemos para cada par i < j un mapa uj;: A; — A; tal que:

Wji © Ukj = Ux; cuando i < j < k.
ui; =id,, para cadai€l.

Sea P el subconjunto de elementos (a;);¢; del producto directo [ [; A; tales que u;;(a;) = a; cuando i < j. El
conjunto P se llama el limite inverso o proyectivo del sistema {A;}, y se escribe h(_mAi. De ahora en adelante
asumiremos que los u;; son morfismos de grupos.

a)
b)
)

d)

e)

Muestre que P <[ [;A;.

Supongamos que I = N y definamos u;: P — A; la proyeccién en la i-ésima componente. Muestre
que cada y; es sobreyectiva si cada u;; lo es. Luego cada A; es un grupo cociente de P.
Supongamos que los A; son anillos conmutativos con unidad y los u;; son morfismos de anillos
unitarios. Defina una estructura de anillo conmutativo con unidad sobre A de tal manera que los y;
sean morfismos de anillos.

Muestre que el limite inverso posee la siguiente propiedad universal: si D es un grupo tal que para
cada i € I existe un morfismo 7: D — A; que verifica 7; = uj; o ; cuando i < j, entonces existe un
Unico morfismo 7: D — P tal que u; o m = 7t; para cada i. Concluya que el limite directo de los A; es
Unico salvo isomorfismo.

Sean p primo, I =N, A; = Z/piZ y sean uj; los mapeos de proyeccién natural uj;: a méd pl—a
mdd p'. El limite inverso Z, = 11m Z./p'Z se llama anillo de enteros p-ddicos.

i. Muestre que cada elemento de Z, se puede escribir de manera tinica como una suma formal
infinita by + byp + byp? +. donde cada b; € {0,1,...,p—1}. Concluya que Z, tiene cardinal c.
Indicacion: Escriba un residuo y luego describa los mapas u;;.

ii. Pruebe que Z, es un dominio de integridad que contiene una copia de los enteros.

iii. Pruebe que by + byp +... es una unidad en Z, ssi b, # 0.
iv. Pruebe que el tinico ideal maximal de Z, es pZy que Z,/pZ, = Z/pZ (donde p = 0+1p +0p2+
0p3 +...). Muestre que todo ideal no trivial de Z, es de la forma p"Z, con n € N.
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v. Muestre que si a; # 0 mdd p entonces hay un elemento a = (a;) € Z, que verifica aﬁ.’ =1
méd p’ y uji(a;) = a; para todo j. Deduzca que Z, contiene p — 1 raices (p — 1)-ésimas de la
unidad distintas.



Capitulo 4

Modulos

4.1. Definiciones y ejemplos basicos

Consideremos un anillo R y (M, +) un grupo abeliano y supongamos que existe una funcién (llamada
ponderacion) de Rx M en M, denotada por yuxtaposicion (r,m) — rm tal que para cadar,r’ €R, m,m’ € M
se tiene que

1. r+r' Y m=rm+r'm.
2. r(m+m’)=rm+rm’.
3. r(r'm) = (rr’)m.

4. Im=m.

Entonces diremos que M es un R-mddulo izquierdo o simplemente un R-mddulo. De forma andloga,
si tenemos una funcién de M x R en M que satisface el mismo tipo de propiedades, podemos definir R-
modulos derechos. Esta definicién extiende la idea de espacio vectorial a estructuras donde los escalares
provienen de un anillo cualquiera. Podemos pensar a un mddulo como una accién de R en un grupo
abeliano M. Por abuso de lenguaje denotaremos al neutro aditivo de M y al neutro aditivo de R por 0.

A una suma Y., r;u; donde {r;}; SRy {y;}; S M se llama una combinacidn lineal del conjunto {u;};.
Si {u;}; € M es tal que el tnico conjunto {r;}; € R que verifica

n

Zrl-ul- =0

i=1
es el conjunto {r;} = {0}, entonces diremos que {u;} es linealmente independiente, o L.i.
Observacion 4.1. Sea M un R-mddulo. Entonces se cumple para cada r € R, m € M que
= r0=0.
s Om=0.

s (—1)m=—m.
a (—r)m=—(rm)=r(—m).

81
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o (—r)(—m)=rm.

SiR es un anillo conmutativo, una R-dlgebra es un R-médulo M donde M es un anillo cuyo producto -
satisface r(m-n) = (rm)-n=m-(rn) paracadar € Ry m,n € M.

Ejemplo 4.1.

» Si G es un grupo abeliano, podemos dotarlo de una estructura de Z-modulo definiendo la multipli-
cacién escalar como (k,g) € Z x G — kg € G de la manera que lo hicimos en el capitulo

= Si G es un grupo abeliano, entonces R = End(G) = {n : G — G 7 es morfismo de grupos} es un anillo
con la suma f + g : G — G definida por (f + g)(x) = f(x)+ g(x) y como producto la composiciéon de
funciones. Entonces G es un R-mddulo definiendo para cada f en R y para cada n € G el producto
por escalar fn = f(n). Reciprocamente si M es un D-mddulo para cierto anillo D, entonces para
cada d € D definimos u;: M — M por uy(m) = dm. Cada u, es un morfismo de grupos abelianos y
ademas Uy o Uy = Uqq, €s decir {uy; d € D} es un subanillo del anillo de endomorfismos de M.

= Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y T: V — V una funcién lineal. Entonces podemos
considerar a V como un K[X]-médulo: si p(X) = >.;_, a,X* € K[X], definimos p(T) = 3,;_,a,T*
donde T° = I la funcién identidad y T* es la composicién To T o T---o T k veces, la cual es una
funcion lineal de V en V. Luego si p(X) € K[X]y v € V definimos la multiplicacién p(X)v = p(T)(v),
y entonces dotamos a V de una estructura de K[X ]-médulo.
Reciprocamente, si V es un K[X]-moédulo entonces definiendo K como los polinomios de grado 0
unioén el polinomio nulo, V satisface los axiomas de espacio vectorial sobre K. Ademas si considera-
mos la accion del polinomio X sobre V, se tiene que la funcién T: V — V definida por T(v) = Xv ve-
rifica que T(v+v) =X(v+v) =Xv+Xv = T(v)+T(v') y ademds T(kv) = X (kv) = (Xk)v = k(Xv) =
kT(v) para cada v,v' € Vy k €K y por ende T es una funcidn lineal. Entonces p(X)v = p(T)v.
Es decir, todo K[X]-mddulo se pude considerar como V un espacio vectorial sobre K y una funcién
lineal destacada T: V — V y donde la multiplicacion escalar esta definida por p(X)v como p(T)(v).
A este modulo definido por el par (k, T) lo denotamos como M.

= Si R es un anillo y A es un subanillo de R, entonces podemos considerar R como un A-médulo
considerando la multiplicacién escalar como la propia multiplicacion de R. En particular, cuando A
y R son cuerpos tenemos que R se puede considerar como un espacio vectorial sobre A. En este caso
decimos que R es una extension del cuerpo A, y a la dimensién dim,(R) se le llama el grado de la
extension y se anota [R : A] = dimy R. Por ejemplo [C: R] =2,y [R: Q] = co.

Si M es un R-médulo y N es un subgrupo (abeliano) de (M, +) que es cerrado bajo la accién de R, es
decir, para cada r e Ry n € N se cumple que rn € N, entonces N se llama un R-submddulo de M. Una
manera rapida de verificar que N es un submddulo de M es ver que rn+n’ € N paratodor eRyn,n’ €N
y que N # {0}. Notemos que los submddulos de los espacios vectoriales son los subespacios vectoriales, y
los submddulos de un anillo R (visto como un R-mddulo sobre si mismo) son los ideales de éste.

Dado un subconjunto X de un R-médulo M, definimos el submddulo generado por X al submddulo

n
N = {Zliui; n €N, AiERyuiEX}
k=0
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que corresponde al menor submédulo de M que contiene a X. Si m € M entonces ({m}) lo denotamos
por (m) y le llamamos el submédulo generado por m, o submddulo ciclico generado por m. Es directo ver
que Rm = (m). Si X es un conjunto finito y (X) = M, entonces diremos que M es un mddulo finitamente
generado o de tipo finito sobre R.

Cuando M y M’ son R-mddulos, decimos que una funcién n: M — M’ es un morfismo de médulos, o
una funcion R-lineal si verifica que para cadam,m’ € M yr €R

1. n(m+m’) = n(m) +n(m’).

2. n(rm) =rn(m).
La condicion 1. dice que n es un morfismo de grupos. Es claro que ker(n) e im(n) son submédulos de M
y M’ respectivamente.

Ejemplo 4.2. Las funciones Z-lineales entre dos grupos abelianos son simplemente los morfismos de
grupos. Por otro lado, si V es un espacio vectorial sobre K y T una funcién lineal de V en si mismo, las
funciones K[X ]-lineales de M, en si mismo son las funciones lineales (en el sentido clasico) que conmutan
conT.

Observacién 4.2. Sin: M — M’ es un morfismo de R-mdédulos y si {A;}7_; SRy {ut};_, S M entonces

] (Z Akuk) = Z A (ug)-
k=1 k=1

Si M es un R-médulo y N es un submédulo de M, entonces podemos definir el grupo abeliano cuociente
M /N y ademds podemos hacer actuar R en las clases laterales de manera natural por r(m+N)=rm+N.
Para ver que esta multiplicacién escalar estd bien definida, notemos que m + N = m’ + N quiere decir
que existe n € N tal que m’ = m +n, entonces r(m’ + N) =rm’+ N =r(m+n)+N = rm+rn+N, pero
como rn € N se tiene que r(m’+N) = r(m+N). Esta ponderacién satisface todas las condiciones para que
M/N sea un R-mddulo. Se llama el mddulo cuociente entre M y N. Definimos como siempre la proyeccion
canonica por ny: M — M/N por ny(m)=m+N.

Teorema 4.1 (Teorema del factor). Sea u: M — M’ una funcién lineal entre R-mddulos y L un submddulo
de M que estd contenido en el kernel de u. Entonces existe una tnica funcién lineal u: M/L — M’ tal que
u = wo m;. Es decir, hay una tnica funcién u que hace que el siguiente diagrama conmute.

Ademds, im(u) = im(u) y ker(u) = ker(u)/L.

Demostracion. Idéntica a la demostracion del teorema en un contexto de grupos, notando que el morfismo
de grupos entregado por el teorema es también un morfismo de mddulos. O
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Corolario 4.1 (Primer teorema del isomorfismo). Si u: M — M’ es R-lineal, entonces M / ker(u) = im(u).

Demostracién. Al considerar la funcién gi: M — im(u) definida por fi(m) = u(m), que es un epimorfismo,
y L =ker(u) =K en el teorema del factor, se tiene que i es un isomorfismo.

M —E s im(u)

W L

M/K

O]

Ejemplo 4.3. Sea M un moddulo sobre un anillo conmutativo R y m € M. Consideremos el epimorfismo
f: R — (m) definido por f(r) = rm. El kernel de f es el aniquilador de m y se denota Ann(m) = {r €
R rm = 0} y es un submddulo de R, es decir, es un ideal de R. Por el primer teorema del isomorfismo
tenemos que R/Ann(m) = (m).

Corolario 4.2 (Segundo teorema del isomorfismo). Si N, L son submddulos de un un R-médulo M, entonces
N/(NNL)=Z(N+L)/L.

Demostracion. Idéntica a la demostracién del teorema en un contexto de grupos, notando que el isomor-
fismo de grupos considerado también es morfismo de médulos. O

Corolario 4.3 (Tercer teorema del isomorfismo). Si N, L son R—submddulos de un un R-modulo M,y L €N
entonces (M/L)/(N/L)= M/N.

Demostracion. Consideremos la proyeccidén canonica uy: M — M/N, la cual es epiyectiva. Como L C
ker(u) entonces existe una tnica funcién lineal 7}, tal que el diagrama conmuta:

ML)M/N

M/L
Tal 7y, es epiyectiva pues 7y lo es. Ahora bien, el kernel de m}; es el conjunto N/L, entonces existe un
tnico morfismo 7y, que hace que el diagrama inferior conmute:

TN

M > M/N

L Ty
\L o T N
N

M/L T/L> (M/L)/(N/L)
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/ : : 7 ;4 ./ : " s 4 : :
Como 7, es epiyectiva, 7y, también lo es, y como ker(piy ) es N/L se tiene que m), también es inyectiva.
O

Si M es un R-médulo y N, L son submdédulos de M tales que N+L =M y NNL = {0}, entonces decimos
que M es la suma directa de N y L y anotamos M =N @ L.

Ejemplo 4.4. Consideremos la funcién lineal T : R? — R? definida por T(x,y) = (x —y,x + y) y conside-
remos R? como un R[X] médulo del modo que mostramos antes, esto es p(X)v = p(T)v. Por ejemplo, si
p(X) = X2, entonces p(X)(1,0) = T(T(1,0)) = T(1,1) = (0,2). Tomemos ahora q(X) = X2 —2X + 2, luego
q(X)(1,0) = T?(1,0)—2T(1,0) +2(1,0) = (0,2) — 2(1,1) + (2,0) = (0,0). Es decir, existe un elemento no
nulo r del anillo R = R[X], en nuestro caso r = X?—2X +2 y un elemento no nulo m € M = R?, en nuestro
caso m = (1,0), tal que rm = 0. De hecho, para todo v € R? se tiene que r(X)v = 0.

Los polinomios que aniquilan a todo R? no son poco comunes: si E es un espacio vectorial sobre un
cuerpo K y de dimensién n € N, y le damos la estructura de un K[X ]-médulo tomando una funcién lineal
T: E — E, entonces el conjunto S = {T*; k € N} es linealmente dependiente en L(E, E), el espacio vectorial
de funciones lineales de E en si mismo (pues éste tiene dimensién n?). Una combinacién lineal no trivial
de elementos en S que es igual al morfismo nulo define un polinomio p(X) € K[X]* tal que p(X)v =0
para todo v € E.

Si M es un R-mddulo y m € M es tal que existe 0 # r € R para el cual rm = 0, entonces decimos que m
es un elemento de torsion. Si en un mddulo 0 es el inico elemento de torsion, entonces M se dice libre de
torsion. , y si los elementos de torsién son todo M diremos que M es de torsion. Por ejemplo, un espacio
vectorial sobre un cuerpo K es libre de torsidn, y en el ejemplo anterior se ve que cualquier K[X ]-médulo
(en un espacio vectorial de dimensidn finita) es de torsién. El conjunto de todos los elementos de torsion
de M se denota por T(M) o tor(M). Cuando DR es un dominio, tenemos que dados m,m’ € tor(M) existen
r,r’ € R* tal que rm = r'm’ = 0. Tomemos q € R cualquiera y definamos d = rr’ # 0 (pues D es dominio)
de modo que d(gm +m’) = qr'(rm) + r(r’'m’) = 0. Luego tor(M) es un submddulo de M cuando R es
dominio. Es claro también que u(tor(M)) € tor(M’) cuando u: M — M’ es R-lineal.

Ejemplo 4.5. Si G es un grupo abeliano finito de orden m € N, el teorema de Lagrange asegura que
mg = 0 para cada g € G, de modo que G es un Z-moddulo de torsidn, y en particular lo podemos ver como
un Z,,-médulo. Si G es tal que existe un primo p que verifica pg = 0 para todo g € G, entonces de la
misma manera G es un Z,-espacio vectorial.

Ahora veremos el analogo en mddulos de la suma directa interior de grupos y la suma directa de
espacios vectoriales: dados un conjunto arbitrario de indices I y para cada i € I un R-médulo M;, definimos
el producto directo de los M; como el R-médulo [ [..; M; dotado de la suma y ponderaci6én por escalares
componente a componente. Definimos también la suma directa externa de los M; como

@Mi ={(a;)ies € l_[Mi : a; = 0 salvo finitos indices}
iel iel

dotado de las operaciones heredadas de [ [;; M;.

i€l
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Igual que en el contexto de grupos, decimos que un R-mdédulo M es la suma directa interna de una
familia de submédulos {M;};¢; si

1. El conjunto | J;.; M; genera M.

2. Para cada j €I se tiene que M; N (Ul# M;) = {0}.
Notemos que la condicién 2 es equivalente a que si Y., _, x; = 0 con los x; € M;,, entonces cada x; =0, y
esto es equivalente a su vez a que la igualdad Y,;_, x; = >;_, ¥ (donde cada x;, y; € M;,) implica que
X, = yi para cada k. Como antes, la suma directa externa e interna solo difieren en su nombre.

Proposicion 4.1. M es la suma directa interna de los M; ssi M = @;c; M,

Demostracién. La implicancia < es directa. Para la otra implicancia, basta notar que la funcién ¢ : @,c; M,
M definida por ¥ ((x;);e;) = D.;c; X: €std bien definida (pues hay finito términos no nulos en cada (x;);c;)
y es epiyectiva por la condicion 1 de la definicion de suma directa interna. La condicion 2 muestra que
también es inyectiva. O

4.2. Modulos Libres

Sea M un R-moédulo. Decimos que un subconjunto {u;};c; de M es una R-base o simplemente una base
de M sobre R si cumple que
1. {u;}; es generador de M.
2. {u;}; es linealmente independiente.
Si M tiene una base de tamafio n, decimos que M es un R-mdédulo libre de rango n. Es facil ver que
para cualquier conjunto I de indices, ;c;R es un R-médulo libre con base {e;};¢;. El siguiente teorema
muestra que es el tinico salvo isomorfismo.

Teorema 4.2. Si M es un R-mddulo libre con base B € M, entonces M = @, R. En particular, R" es el tinico
R-médulo libre de rango n salvo isomorfismo.

Demostracion. Basta notar que M es la suma directa interna de los moédulos ciclicos {Rb},cp, pues éstos
generan M y ademds si Y., rp by = 0 con cada r; €R, by € B, entonces la independencia lineal muestra
que r = 0 para cada k y luego r b, = 0. Notemos que un modulo libre no puede tener elementos de
torsion salvo el 0, y por lo tanto Rb = R/Ann(b) =R, y podemos usar la proposicién [4.1|para concluir. [

Proposicién 4.2. Sea R un anillo, M un R-médulo y B un subconjunto de M. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes.

1. Bes base de M.

2. Para cada m € M existe un uinico (ry)pep € PpepR tal que m =Y, g rpb.

3. Para cada R-médulo N y funcién f : B — N, existe una tinica funcién f : M — N tal que f | s =1

Demostracion. La equivalencia 1 = 2 es directa por la proposicion anterior. La implicancia 2 = 3 sigue de
notar que tal funcién f esta definida por su valor en todo B (pues éste genera a M) y podemos extenderla
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por linealidad a todo M (pues cada elemento en M se escribe de manera tinica como combinacién lineal
de B) para obtener una funcién R-lineal. La implicancia 3 = 2 es un ejercicio. O

Corolario 4.4. Todo R-mddulo es isomorfo al cociente de un modulo libre.

Demostracion. Sea M un R-modulo cualquiera y tomemos B =M y F = @, R. La funciébn ¢: F - M
definida por y((r)) = D.pep I'pb €s un morfismo epiyectivo de médulos, y por lo tanto M = F/ker(v)).
Concluimos notando que F es libre. O

El siguiente teorema dice que definir rango para un moédulo libre sobre un anillo conmutativo R es
una buena definicién, es decir, si un médulo libre sobre R tiene una base con n elementos y otra base con
m elementos, entonces n = m.

Teorema 4.3. Si R es un anillo conmutativo y M es un R-mddulo libre donde B = {x1,X5,X3,...,X,} ¥
C={Y1,Y2Y3,--->Ym} son R-bases de M, entonces n = m.

Antes de dar la demostraciéon del teorema, necesitaremos algunos resultados de matrices. Si R es
un anillo cualquiera, entonces M,,,,,(R) denota el R-mdédulo de todas las matrices de n x m donde la
poneracion es el escalamiento habitual de una matriz, esto es r(a;;) = (ra;;). Si A = (fij) € Mpxn ¥
C = (cij) € M,»q, entonces la matrix P = (p;;) € My, se define como aquella matriz que en su entrada ij
tiene el valor

n
Pij :Zfikckj-
k=1

Esa multiplicacion satisface A(B+cC) = AB+cAC siA € M, ¥y B, C € M,,,,. También se cumple (A+cB)C =
AC +cBC siA,B € My, y C € M. En el caso n = m, escribimos M,,,, = M,(R) y resulta que es una R-
algebra con el producto matricial recién definido. M, (R) también es un anillo cuyo neutro multiplicativo
es la matriz identidad I,,, aquella que tiene 1 en cada posicién de la diagonal y todos los otros coeficientes
son cero. Si A= (a;;) € My, € i € [n] entonces la i-ésima fila de A lo podemos considerar como un vector
(ai1, a2, am) €R™.

Sea R conmutativo. Una funcién d: M,(R) — R se dice multilineal si es lineal en cada fila y alternada
si cuando A tiene dos filas iguales, entonces d(A) = 0. Dada o € &, y A € M,(R), definimos la matriz A,
como la matriz cuya i-ésima fila es la fila o(i)-ésima de A.

Proposicion 4.3. Sea d: M, (R) — R multilineal alternada, A € M,(A) y T € %.,, una transposicién. Entonces
d(A)=—d(A,).

Demostracién. Consideremos la matriz C que tiene las mismas filas que A, salvo que la fila i y la fila j
son reemplazadas por la suma de la fila i con la fila j. Entonces C tiene dos filas iguales de manera que
d(C) =0, pero por multilinealidad se tiene que

d(C) =d(A;) +d(Az) +d(A) +d(A;)
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donde A, tiene las mismas filas que A salvo que en la fila j tiene a la fila i, y la matriz A, tiene las mismas
filas que A salvo que en la fila i tiene a la fila j. Luego d(A;) =d(A;,) =0,y

0=4d(C) = d(A;) + d(A,) + d(A) + d(B) = d(A) + d(A,).
0

Observacion 4.3. Reciprocamente, si R es un anillo conmutativo de caracteristica distintade 2y d: M,(R) —
R es multilineal tal que cuando A € M,(R) y T € &, es una transposicion se tiene que d(A,) = —d(A) en-
tonces d es alternada.

Como toda permutacion es un producto de transposiciones, deducimos el siguiente corolario.
Corolario 4.5. Sea d: M, (R) — R multilineal alternada, A€ M, (A) y o € %,,. Entonces d(A,) = sgn(o)d(A).
El siguiente teorema define la funcidon determinante.
Teorema 4.4. Existe una tinica funcion d: M,(R) — R que es multilineal alternada y tal que d(I,,) = 1.

Demostracion. Denotemos por A = (fi, fo, ..., f,) la matriz cuya i—ésima fila es f; € R".Con esta notacién
la matriz identidad es (ej,e,,...e,), donde {e;} es la base candnica de R". Volviendo a A tenemos que
fi = aj1e1 + ajzey + -+ + ajne,, para ciertos a;; €R. Si d es mutilineal alternada, entonces al aplicard aA'y
usar la multilinealidad se obtiene

d(A) = Z arp(ylaf(2) " Anfmyd(esyer2)  erm)
feln)in)

donde f recorre el conjunto de las funciones de [n] en si mismo. Pero d(esyesa) emy) =0, si f(i) =
f(j) con i # j, entonces

d(A) = Z a15(1)20(2) " * Ano(n)d(€s(1)€0(2) " * o (n))

o€,

pero por el corolario anterior

d(A) = Z Sgn(0)01a(1)aza(2) T ana(n)d(elez “r-e3).
OEL,
Entonces si tal funcién del teorema existe, necesariamente queda definida por la ecuacién anterior.
Verifiquemos que nuestra funcion d satisface las condiciones del teorema. Primero notemos que escri-
biendo I, = (a; ;); je[n] tenemos que si g%, es tal que o(k) # k para algun valor de k € [n], entonces
Aoy = 0y por lo tanto a;4(1)d20(2) ** * Ano(n) = 0. Luego el tnico sumando no nulo es a;4(1)d20(2) ** * Ano(n) =
1 cuando o = (1), y sigue que d(I,,) = 1.
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Veamos que es multilineal: sea A € M, (R) tal que su i-ésima fila es

(xi1, Xi25 0005 Xin) + Vi1, Yigs -5 Yi1)

y las otras filas de A son (xjq, Xjs, . .., Xj,). Entonces

jn

d(A) = Z sgn(0)x15(1)X20(2) " * * (Xio(i) T CYio() " Ano(n)

o€EL,

= Z sgn(0)x15(1)X20(2) - (Xi(i)) " Ano(n)

S

+ Z Sgn(o-)xla(l)XZG(Z) Tt (Cyicr(i)) *Apo(n)

[ SI

= Z sgn(0)X15(1)X20(2) " ** Xio(i) " * Ano(n)

oEL,

+c Z sgn(0)X15(1)X20(2) " * Yio(i) """ Ano(n)

o€,

=d(B)+cd(C)

donde B tiene las mismas filas de A, salvo que en la fila i tiene al vector (x;;, X;, - .., X;,) ¥ la matriz C tiene
las mismas filas que A salvo que en la fila i tiene al vector (y;1, Y2, .-, Yin)- Por lo tanto d es multilineal.

Ahora bien, supongamos que n > 2 (el teorema en el caso n = 1 es directo) y consideremos la per-
mutacion T = (12) € %,,. Observemos que si k > 3, entonces o(k) = o7(k) y que si o recorre todo %,
entonces también lo hace o 7. Luego si A € M,,(R) es arbitraria, tenemos que

d(Ar) = Z Sgn(aT)alor(l)QZGT(Z)aSGT(B) *Auot(n)

OEL,

= Z sg0(0 7)a15(2)020(1)430(3) " * Ano(n)

oEX,

= Z sgn(0)(—1)a25(1)10(2)a30(3) * ** Ano(n)

[oS)I
= Z Sgn(a)aZG(l)ald(Z)a30(3) *Apo(n)
OEL,

= —d(A).

Entonces si permutamos las dos primeras filas de una matriz, la funcién d cambia el signo. La de-
mostracion para el caso 7 = (ij) es idéntica a la anterior. Por lo tanto d es la tnica funcién multilineal
alternada de M, (R) a R tal que d(I,,) = 1. O
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A tal funcién se le llama el determinante y como hemos visto, es la inica multilineal alternada que tal
que d(I,) = 1. La denotaremos por det(A).

Observacion 4.4. Si D es una matriz diagonal de M, (R), es decir si D = (d;;), entonces la fila i-ésima de
D es d;;e; donde e; es el i—ésimo vector de la base candnica, y como det es multilineal, se tiene que

det(D) = H?:ldii det(In) = H?:ldii'
En particular, si en una matriz diagonal D existe d;; = 0 para algun i € [n] se tiene que det(D) = 0.
Proposicidn 4.4. Toda funcién multilineal alternada d : M,,(R) — R es un multiplo escalar del determinante.

Demostracion. La demostracién anterior prueba que cualquier funcién multilineal alternada d: M,,(R) —» R
esta totalmente determinada por su accidon en la base candnica, es decir, en d(e,e,,...,¢e,). De hecho
cualquier funcién multilineal alternada es de la forma

d(A) = Z sgn(0)a15(1)q20(2)30(3) * ** Ano(n)d (€1, €2, €3, - - -, €n)-

oEL,

Escribiendo a d(eq, ey, es3,...,¢e,) =r, tenemos que

d(A) =r Z sgn(0)a15(1)A20(2)30(3) * * * Ano(n) = T det(A).

oEX,

Teorema 4.5. Si A, B € M,,(R) entonces det(BA) = det(B) det(A).

Demostracion. Probemos primero que la funciéon X € M,,(R) — d(X) = det(XA) € R es multilineal alterna-
da: sea A € M, (R) y notemos que si B tiene en la fila i al vector (x;1, Xjg, ..., Xin) + c¢(¥i1, Yio,---»>Yin) Y €N
la fila j # i al vector (xjq, X;3, ..., X;,) entonces

d(B) = det(BA) = det((B; + cB,)A) = det(B;A) + c det(B,A).

donde B, es la matriz que tiene las mismas filas que B salvo que en la fila i tiene al vector (x;;, X;5, ..., X;,)
y la matriz B, tiene las mismas filas que B salvo que en la fila i tiene al vector (y;;, ¥i2,---»Yin), Por lo
tanto d es una funcién multilineal.

Por otra parte, consideremos la matriz B = (b;;) y la matriz BA = (¢;;) donde el coeficiente ¢;; es
Zzzl b;ray;. Entonces la fila 1 de BA es Zzzl b1kax1 que corresponde a la fila 2 de B34, y la fila 2 de BA
es la fila 1 de B(;2)A. El resto de las filas de BA y de B(;2)A coinciden. Por lo tanto BA 'y B;,A son iguales

salvo que las filas 1 y 2 estdn permutadas y entonces

d(By,) = det(B;,A) = —det(BA) = d(B).
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Luego d es multilineal alternada.
Por lo tanto existe r € R tal que d(X) = r det(X) entonces evaluando en X = I, se tiene que

d(I,) =det(A)=rdet(l,)=r
y por lo tanto r = det(A). Concluimos que

det(BA) = d(B) = r det(B) = det(A) det(B) = det(B) det(A).

Corolario 4.6. Si A,B € M, (R), entonces det(AB) = det(BA).

Ahora, estamos en condiciones de demostrar el Teorema |4.3

Demostracion. Supondremos que m # n y sin restriccion supondremos que m < n. Cada elemento de B se
escribe como combinacion lineal de C y viceversa, es decir

X; :Zbijyl', Vjel[n],

i=1

Reemplazando se tiene

m
Ys :Z Crsber e

Como B y C son bases, tenemos que la tnica combinacién lineal de elementos de B que produce a
Xi=D_oAiX;esA;=0sij#iyA; =1,ylomismo ocurre con los elementos de C. Entonces

m

m
Z bijcri = chibij = Oy, 4.1
i=1

i=1

n m

Z Crsbyr = Z byrCrs = 045 (4.2)
r=1

r=1
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Definamos las matrices B y C en M,,(R) por

[ bll b12 bln \
B = bml bm2 bmn
0 0 e 0 ’
\ 0 0O --- 0 }
C11 C1m 0 0
Ca Com 0 0
C= .
€y Cyy O - O

Las ecuaciones [4.1]y[4.2] se pueden escribir como

1

n»

BC = _ =1

1

CB = ( Im Omx(n—m) )
O(n—m)xm O(n—m)x(n—m)
Por lo tanto det(BC) = 1 y det(CB) = 0 (por la observacion |4.4)) y como det(BC) = det(CB) obtenemos
una contradiccién. Concluimos que n = m. O

Observacion 4.5. Una demostracién mas corta de lo anterior es como sigue: sea R un anillo conmutativo
y n,m € N tal que R" = R™ como R-médulos. Sea M € M,,,.,(R) la matriz que representa el isomorfismo 7
que lleva a R" en R™, y N € M,,,,,(R) la matriz asociada a !, de manera que MN = idgm y NM = idgn.
Reduciendo los coeficientes de M y N mddulo I, un ideal maximal de R, obtenemos dos matrices M €
M,,xn(R/T) Yy N € M,,,n,(R/I) que cumplen las mismas ecuaciones que M y N. Como R/I es un cuerpo, la
teoria usual de la dimensién muestra que n = m.

4.3. Mddulos finitamente generados sobre un DIP

En esta seccién estudiaremos los médulos finitamente generados sobre un DIP con el fin de demostrar
teoremas profundos sobre grupos abelianos finitamente generados (es decir, los Z-mddulos finitamente
generados) y sobre la forma candnica de Jordan una transformacioén lineal T de un espacio vectorial de
dimensiodn finita en si mismo.
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Teorema 4.6. Sea D un DIPy D" el mddulo libre de rango n. Entonces todo submddulo N de D" es libre y de
rango m con m < n.

Demostracion. Si N = {0} no hay nada que probar. Supondremos entonces que N # {0}.

Haremos induccién en n. Si n = 1, entonces todo submdédulo N de D! = D es un ideal de D. Como D
es un DIP existe d € D* tal que N = (d) # {0}. Por definiciéon d genera N, y si Ad = 0 entonces A = 0 pues
D es dominio. Luego {d} es una base de N sobre D, por lo tanto N es un submoédulo libre de rango 1.

Supongamos que el resultado es cierto para DX con k < n y consideremos en D" un submédulo N. Con-
sideremos ademas el submoédulo K de D™ generado por {e,,...,e,}. K es un mddulo libre con {e,,...,e,}
como base, y por el Teorema K =~ p"™ ! Si N C K concluimos por hipétesis inductiva. Basta entonces
ver el caso N Z K.

SiN¢ZK,seal ={d € D; de; +y €N para cierto y € K}. Como 0 € NNK tenemos que Oe; +0 €N y
por lotanto 0 €. Sid;e; + y; € N ydye; +y, €N con y;,y, €K, entonces

die+y; +dye; +y, =(d; +dy)e; +(y; +y2) EN.

Como K es submddulo, y; + y, € K y por lo tanto, d; +d, € I. Ademas, si r € D, entonces rde; +ry €Ny
ry € K. Por lo tanto, I es ideal de D. Como todo elemento de D" es de la forma de; + y con y € K y existe
x € N tal que x ¢ K, entonces también existe d € D no nulo e y € K tal que x = de; + y, en particular
I # {0}. Como D es un DIP e I es no trivial, existe ¢ € D no nulo tal que I = (c). Sea f; =ce; +y; €N con
y1 €KyseaL =KnNN, que es submddulo de K. Por hipédtesis inductiva, L es submodulo libre de K con
base {vi,v,,...,v;} dondes <n—1.

Afirmamos que {f;, vy, V,,...,V} es base de N. En efecto, sea x € N. Luego existe b €I e y € K tal que
x =be; +y. Como b €I =(c), podemos escribir b = k;c para cierto k; € D. Entonces

x =kice;+y
=ki(ces +y1)—kiyr ty
=kifi +(y—kiy1)

y notando que y;,y € K tenemos que y —k;y; € K. Por otra parte, x —k;f; € N pues x y k;f; estan en N.
Como x —k, f; =y —k,y;, deducimos que y —k;y; € N y en consecuencia, y —k,y; € NNK. Por lo tanto,
existen Ay, A,,..., A, € D tales que

y_klyl = A,]_V]_ +A2V2 +“'+A’SVS

y remplazando,

X = k1f1 + }\.11/1 + ).21/2 +--- 4+ ASVS.

Entonces todo elemento de N es combinacion lineal de elementos de {f;,v;,...,V}.
Supongamos ahora que

klfl +A,1V1 +.”+2'5v5 =0 (*)
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Esto equivale a
klcel + kl.)’l + Alvl +---+ }'SVS = 0,

y notando que k;y; + A,v; +--- + A,v, € K podemos escribirlo en la base {e,,--- ,e,}, es decir, existen
N9, M3,--.,MN, €D tales que

kiyi+Aqvy + -+ Ay = mgeg + n3es + - mpep.

Por lo tanto,
kice; +mqey +n3ez+---+mnue, =0

y ya que {e,,---,e,} es base, n; = 0 = kyc para cada i. Como ¢ # 0 y D es dominio, entonces k; = 0.
Reemplazando en (%), obtenemos que

Alvl +sz2+---+lsvs=0

y concluimos que A; = 0 para cadai =2,...,s pues {v,...,v,} es base de L. Luego {f;,v1,...,v} esli.y
por ende es una base de N de tamafio s+1. Como s < n—1, entonces s+1 < n y concluimos el teorema. [

Lema 4.1. Si M es libre de rango my N es libre de rango n sobre un dominio R, entonces M &N es un mddulo
libre de rango m + n.

Demostracion. Sea {xq,xs,...,X,,} base de M y {y;, ¥2,...,¥,} base de N. Afirmamos que

{(Xl,O), (XZ) 0): ) (Xm, 0): (Oa yl): (Oa y2): (RN (O)yn)}

es base de M @ N: en efecto, sea (x,y) € M & N. Entonces

(x,y) = (Z aixi:Z/jiyi> = Zai(xi)o) +Zﬂi(0, ¥i)-
i=1 =1 i=1 =1

Supongamos que .- A;(x;,0) + Z};l n;(0, ;) = 0, y examinando la igualdad por componentes vemos

que
m n
Zlixi =0 vy Zmyj =0
i=1 j=1
y por lo tanto A; =0,n; = 0 para cada i € [m], j € [n]. O

Teorema 4.1. Sea R un DIP, M un R-mddulo libre de rango n y N # {0} un submddulo de M. Entonces
existe una base {y,,...,y,} de M tal que {a;y;,a>Y>,...,a, Y} €s base de N para ciertos a; € R\ {0} que
verifican a;|a; sii < j.
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Demostracién. Sea N € M un R-submédulo y ¢ : M — R un morfismo de médulos. Entonces ¢(N) es un
submaddulo de R visto como un R-méddulo, es decir, ¢(N) es un ideal de R. Como R es un DIP, se tiene
que ¢(N) = (ag) para cierto a4 € R. Definamos entonces Q = {(ay); ¢ : M - R R-lineal}. Notemos que
{0} € Q (pues corresponde al morfismo nulo) y por lo tanto £ es no vacio. Por otra parte, la proyeccion

TR M — R
n
214X

donde {x;}!_, es base de M, es un R-morfismo de médulos. Como N # {0}, existe i € [n] tal que 7;(N) # 0
y entonces existen elementos distintos de {0} en €.

Si (ag,) € (ag,) € --(ay,) € (ag, ) S -+ es una cadena ascendente de ideales principales de Q, el
Teorema asegura que esta cadena es estacionaria y por lo tanto existe n € N tal que (ay, ) = (ag ) para
todo k > 0, de manera que (ag ) es cota superior de la cadena. El lema de Zorn muestra la existencia de
un elemento maximal de Q. Denotemos (ag) = (a;) a tal elemento, es decir, (az) = (a;) = ¢(N). Como
a; € ¢(N), entonces tenemos que existe y € N tal que a; = ¢(y), y como (a;) es maximal y Q tiene
elementos distintos de (0), deducimos que a; # 0 y también y # 0.

Sea n: M — R un morfismo de médulos cualquiera y sea (d) = (a;, n(y)). Notemos que a;,n(y) € (d) y
por lo tanto d|a;,n(y) y ademas d = rya; +r,m(y) para ciertos ry, r, € R. Definamos el morfismo u: M — R
por u =ry¢ +ryn. Se tiene que

w(y)=ri¢(y)+ryn(y) =ria; +ryn(y)=d

de modo que d € u(N) y entonces (d) € u(N). Como (a;) € (d) € uw(N) y (a;) es maximal en (, se tiene
que (a;) = (d) = w(lN). Por lo tanto a; es asociado a d y como d|n(y), sigue que a;|n(y). Es decir, para
toda n: M — R R-lineal, a; divide a n(y). En particular, a,|r;(y) para todo i € [n]. Es decir, para cada i
existe b; € R tal que a; b; = 7;(y) y entonces podemos escribir y = a;b;x; + a;byxg + -+ +a; b, x,.

Sea y; = ZLl b;x;, de modo que a,y; = 2?21 arbix; = y. Pero ay = ¢(y) = ¢p(a1y1) = a1 (y1) y
como a; # 0 y R es dominio, obtenemos que ¢(y;) = 1. Afirmamos que M = Ry; ® ker(¢): en efecto, si
x € M podemos escribir x = ¢ (x)y; + (x — ¢(x)y;) y calculamos

P(x—p(x)y1) = ¢ (x) = ¢ (x)¢(y1) = ¢(x)(1 = ¢ (y1)) = 0.

Por lo tanto x — ¢(x)y; € ker(¢) y ¢(x)y; € Ry;, es decir M = Ry; + ker(¢). Ahora si x € Ry; Nnker(¢),
entonces existe r € R tal que x =ry; y ¢(ry;) = 0=r¢(y;) = r de manera que x = 0. Concluimos que
efectivamente M = Ry, @ ker(¢).

Afirmamos también que N = Ra;y; @ (N nker(¢)): en efecto, cuando x € N podemos descomponer
x=¢(x)y;+(x—¢(x)y;). Comox e Ny ¢: M — R es morfismo, ¢ (x) € ¢p(N) = (a;) y luego ¢(x) = b,a;
para algun b, €R. Por lo tanto,

¢(x))’1 = bxalyl = bxy €Ry CN,
de donde sigue que x — ¢ (x)y; € N nker(¢) (pues ¢(y;) =1). Entonces
N =Ry +ker(¢p)NN =Ra,y; + (ker(¢p)NN).
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Por otra parte, si ra;y; = x € Ra;y; NN Nker(¢), entonces ¢(ra;y;) =0 =ra,¢(y;) =ra,. Por lo tanto,
ra; = 0. Como a; # 0 y R es dominio, r = 0. Luego x = 0 y sigue que N =Ra;y; ® (N Nnker(¢)).
Ahora como ¢(y;) =1, se tiene que ¢(ry,) =r para todo r € R. Por lo tanto, la funcién

¢lry,: Ry1 — R
ry; = r

es un isomorfismo. Entonces ry; # 0 para cada r no nulo, de modo que Ry, tiene a {y;} como base. Luego
podemos escribir M = Ry; @ ker(¢), y si M tiene rango n entonces el rango de ker(¢) es n — 1. Hagamos
induccion en n: si n = 1, entonces M = Ry; y entonces cualquier submédulo tiene rango 1 o 0, es decir
N = Rz para cierto z € N o bien N = {0}, pero estamos suponiendo N # {0} . Notando que a;y; # O
obtenemos que N = Ra, y; por la descomposicion del parrafo anterior.

Si el resultado es cierto para todo M con rango(M) < n—1, entonces M = Ry; ® ker(¢) donde ker(¢)
tiene rango n — 1. Por la hipoétesis inductiva, ker(¢) tiene una base {y,,...,y,} tal que ker(¢p) NN es un
submddulo de ker(¢) con base {byy,,..., b, Ynm}, donde m < ny by|bs|by|---|b,,. Como la suma es directa,
{¥1,...,y,} esbase de M y {a;y1,bsY5,..., b, Ym} €s base de N. Definamos el morfismo

(UM M — R
n
Zizl oy = aptay

Notemos que ¥(a;y;) = a; € ¥(N). Por maximalidad de a; en Q se tiene que (a;) = ¥(N), por lo tanto
W(byy,) € ¥(N) = (a;) y por ende a;|¥(b,y,) = b,y. Luego la induccién esta completa. O

Pese a que el resultado anterior usa el axioma de eleccion y resulta fundamental en la demostracién del
proximo teorema, los corolarios mencionados al principio del capitulo (sobre grupos abelianos finitamente
generados y formas de Jordan de funciones lineales en espacios vectoriales de dimension finita) se pueden
probar de manera elemental, es decir, sin recurrir al lema de Zorn.

Teorema 4.2 (Teorema fundamental de descomposicién de mddulos finitamente generados sobre un
DIP). Sea R un DIP y M un R-mddulo finitamente generado. Entonces
1. M es isomorfo a una suma directa de médulos ciclicos. Mdas precisamente,

M=R"®R/(a;) ®R/(az) ®--- ®R/(a;)

para algun entero r > 0 y elementos no nulos a;,a,,...,qa,, € R, que no son unidades y satisfacen
ailazlas|---lay,.

2. M es libre de torsion ssi M es libre.

3. En la descomposicién en moédulos ciclicos que da 1., se cumple que

tor(M) =R/(a;) ®R/(az) ®---®R/(a,)

En particular, M es de torsion ssi r =0, y en este caso (a,,) = Ann(M).
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Demostracion. Demostramos la parte 1, pues las partes 2 y 3 siguen facilmente de ésta (notando que el
aniquilador del R-médulo R/(b) es exactamente (b)). Sea

n = min{|A|; A es conjunto generador de M}

y sea {xj,...,X,} un conjunto generador de ese cardinal. Definamos el morfismo epiyectivo
T R" - M
n
(ay,...,a,) = D X

de manera que R"/ker(n) = M y ker(7) es un submodulo de R". El Teorema [4.1| asegura la existencia de
una base {yi,...,y,} de R" tal que ker(r) tiene base {a;y1,...,a,Ym} cOn m < ny a;lay]---la,,. Por lo
tanto,

M = (Ry, ®Ry, ® - ®Ry,)/(Ra;y1 ®Rayy, ® -+ RapYy,)-

Definamos ahora el morfismo

n: Ry;®Ry;®---®Ry, — R/(a)®R/(a)®---®R/(ay)®R"™
r1y1+r2y2+'“+rnyn = (rl+(a1):r2+(a2)3---3rm+(am)7rm+1"'-:rn)

Yy notemos que

ker(n) ={riy;+ - +ry,; ri€(ay),rp€(ay),....,rm € (@p), rme1 =0,..., 7, =0}
= Ralyl @Razyz D--- @Ramym.

Luego
(Ry; ®Ry, ®---®Ry,)/(Ra;y; ®Rayy,; ® - ®Ra,,y,) ER" " ®R/(a;) ®R/(ay) ® - ®R/(ay,).

Si a es unidad se cumple que R/(a) = {0}. Entonces podemos sacar esos cuocientes del médulo
R™ ®R/(a;) ®R/(ay) ® --- ® R/(a,,) y considerar s6lo aquellos a; que no son unidades. Esto termina
la demostracion. ]

Los a; del teorema anterior se llaman factores invariantes de M.

Observacion Sea a € R, R un DIP. Entonces como R es un DFU, existen p,,...,p, primos tales que a =
pfl .+-py’ con a; €N, a; # 0. Entonces la funcién

n: R/(@ — R/(p;")®R/(py>)®---®R/(p;")
x+(@) - (x+(7"),x+(Py>),....,x+(p;"))

es un isomorfismo por el Teorema del Resto Chino.
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Teorema 4.3 (Teorema fundamental de descomposicién de médulos finitamente generados sobre un DIP:
segunda version). Sea R un DIP y sea M un R-mddulo finitamente generado. Entonces M es isomorfo a
un maédulo de la forma

M =R ®R/(p;")®R/(p,") & ®R/(p}")

donder >0y pf‘" son potencias positivas de elementos primos de R.

Demostracion. Resultado inmediato del teorema anterior y la observacién anterior. O

Las potencias p?" del teorema anterior se llaman divisores elementales de M.

Teorema 4.4. Sea R un DIP y M # {0} un R-mddulo finitamente generado y de torsién con (a) su ani-

quilador. Suponga que a = p?lpgz---pfr y sea N; = {x € M; p?ix = 0} para i € [r]. Entonces N; es un

submddulo de M cuyo aniquilador es piai y es el submddulo de M de todos los elementos aniquilados por
alguna potencia de p,;. Ademas, se tiene la descomposicion

M:Nl ®N2®N3®"‘®Nr.
Demostracion. Resulta inmediato del teorema anterior. O

Los submodulos N; del teorema anterior se llaman las componentes p;-primarias de M.

Lema 4.2. Sea R un DIP y p primo en R. Sea F =R/(p).
1. Si M =R’, entonces M/pM = F"
2. Si M =R/(a) con a no nulo en R, entonces

~) F siplaenR
M/pM_{{O} siptaenR
3. Sea M =R/(a;) ®---®R/(a,) donde cada a; es divisibles por p. Entonces M /pM = F¥,

Observacion 4.6. pM = {pm|m € M}. 0 € pM y si pm, pm’ € pM, entonces pm + pm’ = p(m+m’) € pM.
Por lo tanto, pm+pm’ € pM. Sir € Ry pm € pM, entonces r(pm) = (rp)m = (pr)m = p(rm) € pM. Luego,
pM es subméddulo de M.

Demostracion. Para la parte 1, definamos el epimorfismo
¢ R" - (R/p)
(1, x2,..0,%,) = (X1 +(p),x2+(p),..., x, +(p))
. Ademas,
ker(¢) = {(x1,x2,...,x,) €R"; x; € (p)}

= {(a1p5a2pz"'1arp)€Rn; a; ER}
=pM.
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Por lo tanto R"/pM = (R/p)", de donde sigue que M/pM = (R/p)" =F".
Para la parte 2, notemos que

p(R/(a)) =pM ={p(r +(a)); r €R} ={pr +(a); r €R} = ((p) + (a))/(a).

Sip | a, entonces (p)+(a) = (p). Luego p(R/(a)) = pM = (p)/(a) y por lo tanto M /pM = (R/(a))/((p)/(a)) =
R/(p) =F. Sip+ta, entonces (p) + (a) =R pues (p) es maximal. Sigue que p(R/(a)) = pM =R/(a), y luego
M/pM = (R/(a))/(R/(a)) = {0}.

Para la parte 3, notemos que pM = (p)/(a;) ® (p)/(a)®---®(p)/(ax), y por lo tanto el tercer teorema
de isomorfismo implica que

M/pM = (R/(a1))/((p)/(a1)) ® (R/(az))/((p)/(az)) ®--- & (R/(ax))/((p)/(ar))
Z“FoFo®---0F=F".

O

El siguiente teorema muestra que los factores invariantes y los divisores elementales (cada uno por
separado) forman un sistema completo de invariantes en la clase de médulos que estamos considerando,
y que tiene sentido hablar de los factores invariantes y los divisores elementales (salvo unidades) de un
madulo.

Teorema 4.5 (Teorema fundamental de descomposicion de modulos finitamente generados sobre un DIP: unicidad).
Dos R-mdédulos finitamente generados M; y M, son isomorfos ssi tienen el mismo rango libre y los
mismos factores invariantes (salvo unidades).
2. Dos R-médulos finitamente generados M; y M, son isomorfos ssi tienen el mismo rango libre y los
mismos divisores elementales (salvo unidades).

Demostracion. La implicancia < de las afirmaciones 1 y 2 es directa.

Probamos la implicancia = en 2: supongamos que ¢: M; — M, es isomorfismo y sea tor(M;) el
submédulo de torsién de cada M;. Es claro que ¢(tor(M;)) C tor(M,), y considerar ¢! en vez de ¢
permite concluir que ¢ (tor(M;)) = tor(M,), es decir tor(M;) = tor(M,). De aqui sigue que

R = M, /tor(M;) = M,/ tor(M,) =R,

de manera que r; = r, pues R es conmutativo.

Entonces nos podemos reducir al caso en que M; y M, son de torsién. Sea (a) € R el aniquilador de
M, y M, (los dos aniquiladores coinciden ya que M; y M, son isomorfos) y escribamos a = p;“ ...py" la
descomposicién prima de a. Dado p € R, definamos N;(p) = {m € M;; p*m = 0 para algun a € N}. Sea
m € N;(p), de manera que ¢(m) € Nyo(p) = {m € M,; p*m = 0 para algun a € N} ya que ¢(p*m) =0 =
p®¢(m). Concluimos que ¢(N;(p)) € N,(p) y andlogamente ¢~ (N,(p)) S N;(p). Luego N;(p) = Ny(p)
para cada p €R, y del Teorema [4.4|sigue que

M; = Ny(p1) @ N1(po) ® --- @ Ny (p,)
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y
My = Ny(p1) @ Ny(py) @ --- ® No(p,)

con N;(p;) = N,(p;) para todo i € [r]. Luego basta probar la implicancia para el caso M; = M, con
aniquilador comun p*. Haremos induccion sobre a. Si a = 0, entonces p* =1y M; = {0} = M,, y no hay
nada que hacer.

Supongamos el resultado cierto para cualquier M; = M, mddulos de torsién finitamente generados
sobre R con aniquiladores p* con k < a. Sean M; y M, R-médulos de torsién finitamente generados con
aniquilador p*. Supongamos que los divisores elementales de M; son

a

p)""p’palipazi!""ps

m veces

con2<a; <ay,<---<a,,esdecir, M; ZR/(p)®---®R/(p) ®R/(p™)®---®R/(p*), lo que implica que
pM;=2(De()e---e(1)oR/(p* V@ ---®R/(p™!) con divisores elementales p*1—1 p%~1 . p%~l,
Andlogamente, M, tiene divisores elementales

p,...,p,pﬁl,pﬁz,...,pﬁf
——

nveces

con 2 < By < By, < --- < B, y entonces pM, tiene divisores elementales pf1=1 pf2=1 . pP=1 Como
M; = M, entonces pM; = pM, y el aniquilador de pM; es p* !, lo mismo que para M,. La hipétesis
inductiva implica que los divisores elementales de pM; y pM, son los mismos (salvo unidades).

Por lo tanto s = t y ademas

pht=pa~ly, = (PP = (4™
pPrt = poly, = (pP1) = (p=1)
pﬁt—l — pat—lut = (pﬁt—l) — (pat—l).

Luego (pP) = (p*) para todo i € [t], de donde sigue que B; = a; para cada i. Por tltimo, la parte 3. del
lema anterior muestra que
M;/pMy ZF™ M, /pMy = F",

Como M; = M, y pM; = pM, (bajo el mismo isomorfismo), entonces M;/pM; = M,/pM, = F"*s = Fm+s,
Por lo tanto n = m y concluimos que M; y M, tienen los mismos divisores elementales. Esto termina la
demostracion de la parte 2.

Ahora la parte 1: notemos que a,,, el tltimo de los factores invariantes de M, es el producto de las
potencias maximas de los divisores elementales p; de M;. Lo mismo ocurre con M,: si b, es el ultimo
de los factores invariantes de M,, entonces b, es el producto de las potencias maximas de los divisores
elementales p; de M,, que son los mismos de M, por la parte 2. Luego a,, = b,. Del mismo modo, a,,_;
es el producto de las potencias maximas de los p; una vez sacados las potencias de a,, y asi en adelante.
Luego los factores invariantes de M; y M, son los mismos si M; = M,. O
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Corolario 4.6. Sea G un grupo abeliano finitamente generado. Entonces
GEL ©Lpy Ly, ® &Ly,

con my | my | --- | m, naturales mayores que 1.

En particular, si G es finito con n = |G| = p" -

(073 . ey .
1! -+p.* la descomposicion prima de |G|, tenemos que

Gy ®Lip, @+ DLy

con my | my | --- | m, y ademds m;m,---m, = n. El grupo G también se puede descomponer de manera
Unica como
GEZ &G, d-- &Gy

donde |G;|=p"y
G; = Zpl[ﬁ(l,i) SRR Zpl(f(li,i)

para ciertos naturales (i, j) > 2 tales que >, (i, ) = a; para cada j € [k].
En ambos casos, los enteros m; y (i, j) determinan a G salvo isomorfismo.

Observacion 4.7. Sea G un grupo abeliano finitoy n = |G| = p‘lx teos p;:" la descomposicion prima de |G]|.
= La condiciéon m; | m, para cada i € [r] del corolario anterior muestra que cada divisor primo de
n = |G| debe dividir a m,. En particular, si n es libre de cuadrados entonces el unico grupo abeliano
de orden n salvo isomorfismos es Z,,.
= Dado s € N, sea p(s) el nimero de particiones de s, es decir, el nimero de soluciones enteras de

n+---+n.=s;ny=ny=---2n,>0,reN.

Las listas {ﬂi,j}ie[zj] para j € [k] determinan univocamente a un grupo abeliano de orden n, y la
cantidad de listas de este tipo (para un j fijo) es p(a;). Luego la cantidad de grupos abelianos de
orden n es p(a;)---p(ag).

= Las componentes p;-primarias de un grupo abeliano finito G son los p;-subgrupos de Sylow de éste.
Luego G es isomorfo al producto de sus subgrupos de Sylow.

Ejemplo 4.6. Sea G un grupo abeliano de orden 180. Entonces |G| = 2% -32-5 y por lo tanto, m, es
divisible por 2 - 3 - 5. Esto nos da cuatro posibilidades,

m,=2%-32.5 m,=22.3.5 m,=2-3>.5 m,=2-3-5

» Sim, =22.32.5, entonces G = Zg,, el grupo ciclico de orden 180.
» Sim, =22.3.5, entonces m,_; = 3 y por lo tanto G = Z3 & Zg,.
» Sim,=2-32-5, entonces m,_; =2y por lo tanto G = Z, & Zgy,.
= Sim,=2-3-5, entonces m,_; =2-3 y por lo tanto G = Z¢ & Zs,.
En términos de divisores elementales, |G| = 180 = 22 - 32 . 5. Tenemos los siguientes casos:
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» 22 admite una descomposicién del exponente de la forma 2 o bien 1+ 1.
» 32 admite una descomposicién del exponente de la forma 2 o bien 1+ 1.
= 5 admite una descomposiciéon del exponente de la forma 1.

En una tabla:

Potencias | Descomposicidon del exponente Grupos
22 261+1 Ty 6 Loy ® 7,
32 261+1 Zo O Ly ® Zs
5 1 Zs

Con los grupos de tltima columna armamos todas las combinaciones posibles tomando uno de cada fila.
De esa forma recuperamos los factores invariantes:

Grupos Factores invariantes
Ty ® Tg ® s = Zgo 22.32.5
Ly ® T ® Ly ® ZLg = Zg ® Zgy 22.3.5y3
Ly ® Ly ® Tog ® T = Loy @ Loy 2:-32.5y2
Doy ® Ty ® Ty ® Zg ® s = L ® Loy 2:3-5y2-3

Corolario 4.7. Si V es un espacio vectorial sobre K de dimension n € Ny T: V — V es lineal, entonces existen
unicos polinomios monicos p;(X) € K[X] tales que

VEZK[X]/(p1(X)) & K[X]/(pn(X))

como K[X]-modulosy p1(X) | - -+ | p,(X). El polinomio p,,(X) genera el aniquilador de V, y cada K[X]/(p;(X))
es invariante bajo T.

Decimos que el polinomio p,,(X) del corolario anterior es el polinomio minimal de T. Definimos tam-
bién el polinomio caracteristico de T como det(XI —A), donde A es cualquier matriz que representa a T.
Es facil ver que esta definicion no depende de la eleccién de una base de V para representar T. Notemos
que el polinomio caracteristico siempre tiene grado n. Diremos también que el morfismo T del corolario
anterior (y por extension, cualquier matriz A € M, (K) que represente a T al elegir una base) es ciclico si
V es un moédulo ciclico.

Observacion 4.8. Supongamos que V = K[X]/p(X) con grad(p(X)) = n (es decir, que T es ciclico). Si
q(X) € K[X], entonces existen s(X) y t(X) tales que q(X) = p(X)t(X) +s(X), con grad(s(X)) < grad(p(X)).
Luego s(X) + (p(X)) = q(X) + p(X), pues q(X) —s(X) = p(X)t(X) € (p(X)). Por lo tanto,

K[X]/p(X) = {s(X) + (p(X)) ; grad(s(X)) < n}
={ag+ X +...+a,1 X"+ (p(X)); a; €K}



4.3. MODULOS FINITAMENTE GENERADOS SOBRE UN DIP 103

Por lo tanto {1,X. ,ﬁ, ...,X" 1} es base de K[X]/(p(X)) como K-espacio vectorial (la distincién es impor-
tante: K[X](p(X)) es ciclico como K[X ]-mddulo).
¢Como actda la multiplicacién de X (es decir, la composicion por T en V) en esta base?

X-1=X
X-X=X2
X 'Xn_]' =ﬁ= _an_an_]' _an_zXn_Z_"'_al.)_{_a()T,

y por lo tanto existe {v;,...,v,} base en V tal que

TV] =Yy
TV2 =V3
Tv,_1 =V,

Tv,=—agvy ++ -+ +—a,_1Vy,.

Luego la matriz de T en esta base % es

00 0 0 —q
100 0 —a
. | 010 0 —a
[Tlz=] 0 0 1 0 —a; |=Gw
000 -+ 1 —a,,

y se le llama la matriz companiera de p(X). Es un ejercicio ver que el polinomio caracteristico de T en este
caso es justamente p(X) (basta calcular det(XI — [T]ﬁ)), y obtenemos que el polinomio caracteristico y el
minimal de T son el mismo.

SiV=K[X]/(p1(X)) @ K[X]/(p2(X)) @ --- @ K[X]/(pp(X)) tal que py(X) | po(X) | -+ | pn(X), entonces
como la suma de mddulos ciclicos es directa, podemos usar lo anterior para encontrar una base % de V
tal que la matriz asociada a T en esta base es

Cpxy O o - 0
0 Cpey 0 - 0
(riz= ¢ 0 Cuewy - 0

0 0 0 o Gy x)
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Esta representacién matricial de T (que es unica y determina univocamente a T) se llama la forma normal
de Frobenius de T, o la forma candnica racional de T. De ésta se lee que el polinomio caracteristico
de T corresponde a p;(X)---p,,(X) de manera que el polinomio minimal siempre divide al polinomio
caracteristico y por lo tanto tienen las mismas raices en K. Deducimos el teorema de Cayley-Hamilton: el
polinomio caracteristico de T anulaa T.

Observacion 4.9. Dos matrices A, B € M, (K) son semejantes si existe P € M, (K) invertible tal que B =
PAP~!. Notemos que dos matrices A,B € M,(K) son semejantes ssiA=[T]% yB=[T]E conT:V -V
lineal donde B y ¥ son bases de V.

Dos matrices A, B de la forma

Cc C

pP1 q1
A= CPz B= CCIz
CPn | an
conpy|pyl---1pnyqilqal---1qn, son semejantes ssi g = py.

Ejemplo 4.7. Sea T: R® — R3 cuyo polinomio caracteristico es (X + 1)(X2+1) = X + X2 + X + 1. Como
los factores primos del polinomio caracteristico de T y los factores primos del polinomio minimal son los
mismos se tiene que el polinomio caracteristico de T es (X + 1)(X2 + 1). Por lo tanto,

0 0 -1
Cxsnz+n=| 1 0 =1 |=[T]Z
01 -1

con cierta base %.

Ejemplo 4.8. Si T : R* — R* y el polinomio minimal de T es (X + 1)(X2 + 1), entonces el caracteristico es
(X +1)2(X? +1). Por lo tanto, R* 2 R[X]/(X + 1) @ R[X]/(X + 1)(X + 1)? y se tiene

-1/0 0 0
0|0 0 —1
B _
[T = 01 0 —1
00 1 —1

Observacion 4.10. Si V = K[X]/(p1(X)) @ K[X]/(p2(X)) & --- ® K[X]/(p,(X)), sean {rl.ai(X)}l-e[t] sus di-
visores elementales. Se tiene que rf (X )rg 2(X)-+-r"(X) = pn(X) para ciertos naturales a; > 1, y que los
r; son polinomios irreducibles. Supongamos que cada r;(X) es de grado 1, es decir, existen f3; € K tales
que r;(X) = (X — ;). Como todos los r;(X) dividen al polinomio caracteristico de T, esta condicién es
equivalente a decir que K contiene los valores propios de T. Entonces

VEK[X]/(X— A oKX/ (X —A)2 @ @ K[X]/(X — A,),
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con los A; no necesariamente distintos entre si.
Analicemos primero el caso cuando V = K[X]/(X—A)*. Consideremos {1,X—2A,(X—1)?,...,(X—A)"1}
base de V como K-espacio vectorial. Tenemos que

X-1=X—A+2A
X X—A)=X —2AX = AX =) + (X — 1)

X-X =)= A -+ X - )
XX = = AX =)+ (K= )F = AX - ),

Tomando la base en el orden inverso 8 = {(X — 1)1, (X —A)*72,...,(X —1),1} y de esta forma

A1 00 0
0410 0
, |00 a1 0
[Tlz=] 0 0 0 2 0 =k
0000 -+ A

Esta matriz se llama el bloque de Jordan de tamafno k para el valor propio A. Luego en el caso general
tenemos que V = K[X]/(X =AM @ K[X]/(X —A,)2 @ --- @ K[X]/(X — A,.) y concluimos que

Jaky
ks

[T15 =
ok,
La representacién de T en una matriz de este tipo (que es Unica) se llama forma normal de Jordan de T.
Ejemplo 4.9. Sea T : R® — R3 cuyo polinomio minimal es (X + 1)(X + 2), entonces el caracteristico es

(X +1)%(X +2) o bien (X + 1)(X + 2)2. Los factores invariantes en cada caso, son (X +1) y (X + 1)(X + 2).
En una tabla,

Divisores elementales | Particiones de potencias | Segundo factor invariante
X+1 1 1
X+2 1 0

Por lo tanto, si los divisores elementales son (X + 1), (X +1) y (X + 2), entonces

[T1% =

SO O
o = O
N O O
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y si los divisores elementales son (X + 1), (X +2) y (X +2),

[T1% =

O O
o N O
N O O

Ejemplo 4.10. Sea T : R* —» R* y my(X) = (X —1)(X + 2)?. Entonces el polinomio caracteristico puede
ser cp(X) = (X +1)%(X + 2)? o bien ¢;(X) = (X + 1)(X + 2)°.

En el primer caso, los factores invariantes serian (X + 1) y (X + 1)(X + 2)?, en el segundo caso, serian
(X +2)y (X +1)(X +2)2.

Los divisores elementales en el primer caso serfan (X +2)2, (X + 1) y (X + 1), por lo tanto,

-2 1
0 -2

[T]2 =

-1
y en el segundo caso, los divisores elementales serfan (X +2)2, (X +2) y (X + 1), por lo tanto

1

[T]2 =

4.4. Ejercicios

Ejercicio 4.1. Sea M un R-médulo y N, N, submodulos de M. N, se dice suplemento o complemento de
N; si M = N; & N,. Muestre que si N, es un suplemento de N;, entonces M /N; = N,, y concluya que si N,
y N, son suplementos de Ny, entonces N, = N .

Ejercicio 4.2. Veamos algunos contraejemplos que muestran la diferencia entre espacios vectoriales y
modulos.
a) Sea M = {f: N — Z} el conjunto de sucesiones a valores enteros, dotado de la suma componente
a componente y sea R = {¢: M — M; ¢ morfismo de grupos abelianos} el anillo de endomorfismos
de M. Demuestre que M" = M* (como R-médulos) para todo n, k € N\{0}.
Indicacion: considere ¢4, ¢, € M definidas por ¢1(f ), = fons1 ¥ P2(f )n = fon-
b) Muestre que el ideal (2,x) en Z[x] es un Z[x]-mdédulo que no tiene base.
¢) Encuentre un ejemplo de algin Z-mddulo que posea submoédulos que no admiten suplemento.

Ejercicio 4.3. Sea F un R-mddulo librey f : M — F un epimorfismo de R-mddulos.
a) Pruebe que f posee una seccién, es decir una funcion R-lineal s: F — M tal que f os = idj.
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b) Demuestre que ker(f) € M admite un suplemento isomorfo al médulo libre F.

Ejercicio 4.4. Sea R un anillo, M un R-mddulo y n € N. Sean ¢;,...,¢, R-endomorfismos tales que
D ¢pi=idy ¢;op; =0sii# j. Pruebe que cada ¢; es idempotente y que M =], ¢;(M).

Ejercicio 4.5. Sea D un DIP y definamos el rango de un D-mddulo finitamente generado como su rango
libre. Sea K un R-submédulo de D". Pruebe que rango(D"/K) = n —rango(K) y muestre ademads que si M
es un R-mdédulo finitamente generado y N un R-submdédulo de M, se tiene que N y M /N son finitamente
generados y rango(M) = rango(N) + rango(M /N).

Ejercicio 4.6. Sea R un anillo, M’ , M y M"” R-médulos y

0£>M’£>M£>M”£>O

una secuencia exacta, es decir, im(f;) = ker(f;_,). Determine la veracidad de las siguientes proposiciones.
1. Si M es finitamente generado (f.g.), entonces M” es f.g.
2. SiM’y M"” son f.g. es M f.g.
Determine bajo cuédles de las siguientes hipétesis extra M f.g implica M’ f.g.
1. M es un mdédulo libre.
2. R es un DIP.
3. M es un modulo semisimple (ver ejercicio {4.10).
4. Si existe una funcién u: M” — M tal que f, o u sea la identidad de M.
¢Alguna combinacion de éstas permite concluir?
Indicacion: el punto 4. es equivalente a que M = f,(M’) @ B para algun submddulo B de M.

Ejercicio 4.7. SiR es un anillo, A, By M son R-mddulos, definimos Homg(A, B) := {¢ : A— B/ ¢ es R-lineal}

a) Pruebe que Homg(A, B) es un R-mddulo con la suma y la multiplicacion por escalar definida punto
a punto, es decir, (¢ +)(x) = ¢(x) + Y (x) y (ro)(x) =re(x)

b) Muestre que Homg(A® B, M) = Homg(A, M) @ Homg(B, M)

¢) SiR esconmutativoy M es un R-mddulo libre con rango finito, entonces Homg(M,R) = M. En cierto
sentido, esto es probar que los mddulos libre de rango finito son autoduales.

d) Pruebe que Homg(R, M) = M. ¢{Es necesario asumir que R es conmutativo o que M sea libre? {Qué
pasa si R no es unitario?

Ejercicio 4.8.

a) Sea R un anillo, un R-médulo M se dice simple (o irreducible) si sus tnicos submddulos son 0 y
M. Pruebe que un R-mddulo M es simple si y solo si M = R/I (como R-mo6dulos) con I un ideal
maximal. {Puede I ser un ideal izquierdo en vez de un ideal?

b) Usando el ejercicio anterior pruebe que si R es un anillo conmutativo, entonces el radical de Jacob-
son de R (definido en el ejercicio [3.6) es el ideal que aniquila a todos los R-médulos. ¢Se puede
relajar la condicién de que R sea conmutativo?
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Ejercicio 4.9. Demuestre que si R es un anillo y M es un R-mddulo simple, entonces el anillo de endo-
morfismos Endz(M) es un anillo de division. Este resultado se conoce como el lema de Schur.

Ejercicio 4.10. Decimos que un R-moddulos es semisimple si es que es la suma directa de modulos simples.
Pruebe que un R-modulo es semisimple si y solo si todos sus submddulos son sumandos directos (es decir,
todo submddulo posee complemento).

Indicacion: Si M = @P;; S; (con cada S; simple) y B es un submdédulo, piense en S; = €P,c; S; donde J es
un subconjunto de indices maximal tal que S; NB = @.

Ejercicio 4.11. Clasifique todos los grupos abelianos de orden 72. ¢Para qué numero entre 1 y 72 hay
mas grupos abelianos con ese orden? ¢Hay alguna heuristica para maximizar esta cantidad en general?

Ejercicio 4.12. SeaRun DIP, v;,...,v, €R"yA=(v; | ... | v,) € M, (R) la matriz cuyas columnas son los
v;. Denotemos también M = (v4,...,v,) el submddulo generado por los v;.
a) Pruebe que las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1. Los vectores vy,...,Vv; son lLi.
2. ker(A) = {0} (entendiendo que A es un morfismo de R" en si mismo).
3. Las columnas de B = PAQ son l.i., donde P,Q € M,(R) son invertibles.
4. det(A) #0.
5. M =R".
6. El moédulo cociente R"/M es de torsion.
b) Muestre que si R = Z y los vy,...,v, son Li. en Z", entonces Z"/M es un grupo abeliano finito de

orden |Z" /M| = | det(A)|.
¢) Muestre que si R =K[X] con K un cuerpo y los vy,...v, son Li. sobre K[X]", entonces V =K[x]"/M
es un espacio vectorial sobre K de dimension dimg (V') = grad(det(A)).

Ejercicio 4.13. Dado un anillo R cualquiera, definimos el centro de R como el conjunto de elementos que
conmutan con todo el resto, es decir Z(R) = {a € R; ba = ab Vb € R} y definimos también el conmutante
de a € R como el conjunto de elementos que conmutan con a, esto es C(a) = {b € R; ab = ba}. Fl
biconmutante de a es el conjunto de los elementos que conmutan con todos aquellos que conmutan con a,
es decir B(a) = {b €R; bc =cb Yc € C(a)}. Dado un moédulo M sobre un anillo conmutativo R, escribimos
R, para denotar el subanillo conmutativo de Endz(M) dado por Ry; = {u,; r € R} donde u,: M — M es
la multiplicacion por el escalar r, es decir u,(x) = rx.
En este ejercicio estudiaremos los biconmutantes y conmutantes de una matriz cuadrada a coeficientes

en un cuerpo k.

a) Para A, B € M, (k), muestre que B € C(a) ssi B: M, — M, es un morfismo de k[X ]-modulos.
En vista de lo anterior, estudiemos el anillo Endz(M) donde M es un mddulo finitamente generado sobre
un DIP R.

b) Pruebe que si M es un R-mddulo ciclico, entonces su anillo de endomorfismos estd dado por

Endgz(M) =Ry,.
c¢) 1. Para un médulo cualquiera sobre un anillo conmutativo R, verifique que Ry; € Z(Endz(M)).
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2.

3.

Sea M un médulo f.g. sobre un DIP R. De acuerdo con el teorema fundamental de descomposi-
cién, escribamos M = Rm; & - -- @ Rm, como suma directa de moédulos ciclicos con generadores
m; € M cuyos aniquiladores son los factores invariantes de M. Pruebe que dados i,j € [s] son
i > j, existe un unico endomorfismo E;; € Endg(M) tal que E;j(m,) =0 sip # iy E;;j(m;) = m;.
Muestre que si M es un médulo f.g. sobre un DIP R, entonces Z(Endgz(M)) = Ry,.

d) Dados un cuerpo k y A € M, (k), muestre que las siguientes proposiciones son equivalentes.

e)

1.
. Existe v € k" tal que {v,Av,A",...,A" v} es base de k™.

. El polinomio minimal de A tiene grado n.

. El polinomio minimal y el polinomio caracteristico de A difieren, a lo mds, en un factor —1.

=AW

B

3.

A es ciclica.

Demuestre que si A € M,(k) es una matriz ciclica, entonces su conmutante esta formado por
los polinomios en A, es decir C(A) = k[A] = {p(A4); p(X) € k[X]}.
Determine todas las matrices que conmutan con

01
0 1
e M, (k).
1
0

Demuestre que si A es una matriz cualquiera de M, (k), entonces su biconmutante B(A) = k[A].
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Capitulo 5

Cuerpos

5.1. Extensiones de Cuerpo

Recordemos que todo morfismo entre cuerpos es necesariamente inyectivo, segtin la observacién [3.2]
Luego no tiene sentido hablar de cocientes en este contexto, y deberemos contentarnos con estudiar lo que
ocurre cuando un cuerpo k estd contenido en otro cuerpo K. En tal caso diremos que K es una extension
de k y anotaremos Klk. Si a € K es raiz de un polinomio en k[X ], entonces diremos que a es algebraico
sobre k, o que a es algebraico en K|k. Si todo elemento de K es algebraico sobre k, diremos que K es
algebraico sobre k o que K|k es una extension algebraica. Si a € K y no es algebraico sobre k, diremos que
a es trascendente sobre k. Si una extension K|k no es algebraica diremos que es una extension trascendente.

Ejemplo 5.1. El complejo i es algebraico sobre R, pues satisface X? +1 € R[X]. Como X2 + 1 € Q[X],
entonces i € C también es algebraico sobre Q. Si z = a + bi € C, entonces (X —z)(X —%) = X2 — 2aX +
(a® + b?) € R[X], entonces todo elemento de C satisface un polinomio (irreducible de grado a lo més 2)
en R[X], por lo tanto C|R es una extensién algebraica. Sin embargo, C|Q no es algebraica.

Sea K|k una extensién y k C E C K, con E un cuerpo, entonces diremos que E es un cuerpo intermedio
de la extensién K|k. Si a € K es algebraico sobre k, entonces existe un polinomio p(X) € k[X] tal que
p(a) =0, pero como k C E, entonces k[X] C E[X] por lo tanto p(X) € E[X], es decir, a es algebraico sobre
E. Luego si K|k es algebraica, entonces también K|E es algebraica. Como veremos en la proposicién (5.4
E|k resulta ser algebraica.

Si K|k es una extensién, podemos considerar K como un espacio vectorial sobre k, definiendo la suma
de vectores en K como la suma usual de K y la multiplicacidn escalar como la multiplicacion usual de K. A
la dimensién dim; K le llamaremos el grado de la extensién K|k y anotaremos [K : k] = dim; K. Si [K : k]
es finito diremos que la extensién K|k es finita, en caso contrario diremos que la extension es infinita. Por
ejemplo la extensién C|R es una extensién de grado 2, pues {1,i} es base de C como espacio vectorial
sobre R. Notemos que [K : k] =1 ssi K = k.

Proposicion 5.1. Toda extension finita es algebraica.

111
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Demostracion. Si K|k es una extension finita, digamos [K : k] =ny a € K, entonces el conjunto {1, a, a?,a®

es un conjunto linealmente dependiente sobre k, es decir, existen ag,a;,...,a, € k no todos nulos tales
que
ay+aja+a,a®+---+a,a*=0

por lo tanto el polinomio p(X) = >, _, a;X k estd en k[X]y p(a) =0, es decir, a es algebraico sobre k. [

Ejemplo 5.2. Consideremos un cuerpo k y el anillo de polinomios k[X ], en una variable sobre k. Como
k[X] es un dominio de integridad, entonces podemos considerar el cuerpo de cuocientes de k[X], deno-
tado por k(X) = Q(k[X]), llamado el cuerpo de funciones racionales sobre k. Como k[X] es un espacio
vectorial de dimensién infinita sobre k y k[X] € k(X), entonces k(X)|k es una extensién infinita. Ademas,
X es trascendente sobre k.

Ejemplo 5.3 (Un ejemplo importante). Como vimos en el capitulo |3} si k es un cuerpo y p(X) € k[X]
irreducible, entonces K = k[X]/(p(X)) es un cuerpo que contiene una raiz de p(X) y a (una copia) de k.
Ademas dim; K = n, donde n es el grado del polinomio p(X). Es decir, para todo polinomio irreducible
p(X) € k[X] existe una extension de k que contiene una raiz de p(X). Si p(X) no es irreducible, entonces
p(X) = p1(X)p2(X) -+ p.(X) con p;(X) irreducible en k[X], por lo tanto el cuerpo k[X]/(p;(X)) es un
cuerpo que contiene una raiz de p(X). Luego para todo polinomio de k[X ] (no necesariamente irreducible)
existe una extension de k que tiene una raiz de p(X).

Mads aun, si P = {p;(X), po(X),...,p,(X)} es un conjunto finito de polinomios en k[X], sea q;(X) un
factor irreducible de p;(X) en k[X ] de manera que F; = k[X]/(q;(X)) es un cuerpo que contiene a k y tiene
una raiz de p;(X). Ahora sea q,(X) un factor irreducible de p,(X) en F;[X], entonces F, = F;[X]/(q2(X))
es un cuerpo que contiene una raiz de p,(X) y que contiene a F;. Por lo tanto F, es un cuerpo que contiene
a k y tiene una raiz de p;(X) y una raiz de p,(X). Continuando este proceso inductivamente, podemos
construir un cuerpo F que contiene a k y tiene una raiz para cada polinomio de P.

SiK|ky E,E’ son dos cuerpos intermedios, es decir, k CE C Ky k C E’ C K, entonces ENE’ es un cuerpo
intermedio de la extensién K|k. Mas generalmente, si {F;},cx €s una familia de cuerpos intermedios de
la extensién K|k, entonces

F=(F,

es un cuerpo intermedio de la extension K|k. Si @ # S C K, entonces k(S) denota la interseccién de todos
los cuerpos intermedios de la extensién K|k que contienen a S, es decir

k(S) = ﬂ F
kCFCK
SCF

y es el cuerpo mas pequefio F de la extension K|k tal que S C F. Sigue que si k CE CK y S C E, entonces
k(S) € E. En el caso particular que S = {a;,a,,...a,} es un conjunto finito, a k(S) lo denotamos por

5o

.,a}
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k(aq,a,,...,a,) yen el caso en que S es el singleton {a}, a la extension k(a)|k la llamamos una extension
simple y a a lo llamamos un elemento primitivo de la extensién. Por ejemplo, i pertenece a Cy R(i) = C, de
manera que C|R es una extension simple e i es un elemento primitivo. Mas atin, todo elemento z € C\ R
es un elemento primitivo de la extension C|R.

Ahora clasificaremos las extensiones simples. Como notacién, cuando K|k y L|k son extensiones de
cuerpo y ¢: K — L es un morfismo de cuerpos tal que ¢(a) = a para cada a € k, diremos que ¢ es un
k-morfismo.

Teorema 5.1. Sea K|k una extensiony a € K.
1. Sia algebraico sobre k, entonces existe un tinico polinomio m(X) € k[X ] irreducible y tinico k-isomorfismo
o: k[X]/(m(X)) — k(a) tal que o(X + (m(X))) = a. Ademds [k(a) : k] = grad(m(X)).
2. Si a es trascendente sobre k, entonces existe un unico k-isomorfismo o : k(X) — k(a) tal que o(X) = a.
Ademds la extension k(a)|k es infinita.

Demostracion. Podemos definir la evaluacion ¢ : k[X] — K como ¢(p(X)) = p(a). Esta funcién es un
morfismo de anillos tal que ¢(a) = a para cada a € k'y ¢(X) = a y ademas es tinico con esas propiedades.
A la imagen de ¢ lo denotamos por k[a] € k(a) CK.

Si a es algebraico sobre k, entonces existe p(X) no nulo en k[X ] tal que p(a) = 0. En este caso sea m(X)
de grado positivo minimo en k[X] tal que m(a) = 0, de manera que ker(¢) = (m(X)). Ademas m(X) es
irreducible, pues si no lo fuera contradice el hecho de que m(X) es de grado minimo. Si escogemos m(X)
monico, entonces m(X) es tnico polinomio ménico irreducible tal que m(a) = 0. Por el primer teorema del
isomorfismo k[X]/(m(X)) = k[a] (de hecho es k-isomorfo), y como k[X]/(m(X)) es un cuerpo tenemos
que k[a] también lo es. Notando que k € k[a] C k(a) obtenemos que k[a] = k(a). Es claro que la dimensién
de k[X]/(m(X)) es grad(m(X)).

Por otro lado, si a es trascendente, entonces ker(¢) = {0} y k[X] = k[a] y sigue que k(a) = k(X) =
Q(k[X]) (donde el isomorfismo fija k punto a punto). Como la extensién no es algebraica, obtenemos que
necesariamente es infinita. O

Al polinomio m(X) del teorema anterior se le llama el polinomio irreducible de a sobre k y lo denotamos
por irr, . (X).
Un resultado muy 1til acerca del grado de una extension es el siguiente.

Proposicion 5.2. Si k C L CK es una cadena de cuerpos, entonces [K : k]=[K : L][L : k].

Demostracion. Si[K : L] o [L : k] es infinito, entonces claramente [K : k] es infinito también. Supongamos
entonces que [K: L]=ny[L:k]=m.
Sea {uj,u,,...,u,} base de K sobre L, es decir, para cada x € K existen Unicos a; € L tales que

X =dajuq + asUsy +-- cApUp.

Pero cada a; se escribe de forma tinica como combinacién lineal sobre k de v;,v,,...,v,, una base de L
sobre k, esto es, para cada a; se tiene que existen (inicos) by; € k tales que
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m
a; = blivl + b2iv2 +---+ bmivm = Z bkivk.
k=1

Luego

x= (Z bklvl) up + (Z bkzvk) Uy + -+ (Z bknvk) u, = Z briviu;
k=1 k=1 k=1

ke[m],i€[n]

y por lo tanto B = {viu;; k € [m], i € [n]} es un conjunto generador de K sobre k. Ademas, si

m m m
o=(zb)(2b)(zb)= S b
=1 =1 =1

ke[m],ie[n]

como {u;} es base se tiene que para cada i

m
Z bkivk =0
k=1

y como {v} es base, se tiene que b;; = 0 para cada i, j. Concluimos que B es base de K sobre k, de modo
que dim; K =nm =[K : k]. O

Observacion 5.1. Si K|k es una extensién de grado p primo, entonces cada elemento a € K\k genera
todo K, pues por la proposicion anterior [K : k(a)] divide a p =[K : k] y no es p (de serlo tendriamos que
[k(a):k]=1, es decir a € k) de manera que [K : k(a)] =1.

Proposicién 5.3. K|k es finita ssi K = k(a;, a,, ...,a,) con a; algebraico sobre k para cada i € [n].

Demostracion. Consideremos una extensiéon K|k y {a;,a,,as,...a,} € K un conjunto finito de elementos
algebraicos sobre k. Podemos considerar una cadena de cuerpos intermedios E; = k(a;,a,,...,q;) para
cada i € [n] de modo que

Eg=kCE,CEyCE3C---E,=k(ay,ay,as,...a,).
Por la proposicion anterior vemos que
[En : En—l][En—l : En—z][En—l : En—z] e [El : k] = [En : k]

Como cada extension E;|E;_; es simple y algebraica, entonces E;|E;_; es finita y por lo tanto E, |k es finita.
Reciprocamente, si K|k es finita, digamos [K : k] = n, sea {u;,u,, - -u,} una base de K sobre k de modo
que K = k(uy,u,,...,u,). Como K|k es finita, entonces cada u; es algebraico sobre k. O

Proposicidon 5.4. Sea k C L € K una torre de cuerpos, entonces K|k es algebraica ssi K|L y L|k lo son.
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Demostracion. Supongamos que K|L y L|k son algebraicas. Esto quiere decir que si a € K entonces existe
un polinomio p(X) = ag+ a;X +---a,X™ € L[X] tal que p(a) = 0 donde cada q; es algebraico sobre k, por
lo tanto a es algebraico sobre k(ay,a;,as,...a,) = E Luego E(a)|E es finita y como E|k es finita, entonces
E(a)|k es finita, es decir, como

E(a) =k(a,ay,a;,as,...a,)

tenemos que a es algebraico sobre k. Concluimos notando que la reciproca es directa, y ya fue comentada
al definir extensiones algebraicas. O

Observacion 5.2. Sea K|k es una extension de cuerpos y a y § elementos de K algebraicos sobre k. En-
tonces k(a, 8)|k es una extension finita. Notemos que a+f8 € k(a, f) y que por lo tanto k(a+ )|k es finita.
Luego a + f3 es algebraico sobre k y del mismo modo, a8 es algebraico sobre k y a/f8 es algebraico sobre
k cuando f # 0. Como 0,1 también son algebraicos sobre k, tenemos que el conjunto de los elementos
algebraicos de K sobre k forman un cuerpo. Es decir, el conjunto

F ={a € K; a es algebraico sobre k}

es un cuerpo intermedio de la extension K |k.

5.2. Cuerpos de Descomposicion

Sea k un cuerpo y p(X) un polinomio en k[X]. Un cuerpo K es un cuerpo de descomposicién de p(X)
sobre k si K|k es una extension algebraica, p(X) se descompone como (X —a;)(X —a,)(X —az)---(X —a,)
en K[X]y K = k(a;,a,,as,...a,). Es decir, si E es un cuerpo, k € E € K y p(X) se descompone como
X—a;))X —ay)X—as)---(X —a,) en E[X] entonces E =K.

Ejemplo 5.4. Si K|k es una extension de grado 2, entonces la observacion ?? muestra que la extension
es simple y generada por cualquier elemento a € K\k. Ademas, si p(X) = irr, ;(X) = X* + bX + ¢ € k[X]
entonces (X — a) divide a p(X) en K[X] de manera que p(X) = (X —a)q(X) con g(X) € K[X] de grado
1. Luego p(X) = (X —a)(X — b) € K[X], es decir, K tiene todas las raices de p(X) € k[X]. En resumen, si
K|k es una extension de grado 2 entonces K|k es simple y K = k(a) es el cuerpo de descomposicién de
p(X) = irr, 4 (X) sobre k.

Si suponemos que char(k) # 2, como a es raiz de p(X) = X2 + bX + ¢ € k[X] notemos que la ecuacién
a? + ba + ¢ = 0 se puede escribir como

2 2
(a+é) +c2—b—=O
2 4

Yy entonces vemos que

b\?> b2
(a+—) — —c?%€k.
4
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Notemos que a + b/2 € k implica que a € k lo cual es falso, de modo que a+ b/2 €K\ ky k(a) = k(B)
donde 8 = a+b/2. Luego K = k() con 32 € k. Es decir, si K|k es una extensién de grado 2 con char(k) # 2
entonces K = k() con 32 € k y K es el cuerpo de descomposicién de un polinomio de grado 2 sobre k.

Ejemplo 5.5.

» El cuerpo de los ndmeros complejos es cuerpo de descomposicién de X2 + 1 sobre R, pero C no es
el cuerpo de descomposicién de X2 + 1 sobre Q pues Q(i) = {a + bi € C; a,b € Q} es un cuerpo
estrictamente contenido en C que tiene todas las raices de X2 + 1.

= El cuerpo Q(+2) es cuerpo de descomposicién de X2 — 2 € Q[X] sobre Q. Pero Q(+/2) no es cuerpo
de descomposicién de X® —2 € Q[X] sobre Q : en efecto, sea { = —1/2+ +/3i/2 € C\ R de manera
que {3 =1y por lo tanto todas las raices de X® —2 en C son v2, v2{ y ¥2{~!. Luego el cuerpo de
descomposicién de X° —2 sobre Q es Q(v/2, ). Si Q(v/2,¢) = Q(+/2) significaria que { € Q(v2) C R
lo cual es falso. Luego Q(+/2) no es c.d.d. de X* — 2 sobre Q. Ademds notemos que

[Q(V2,0): Q] =[Q(V2,0) : Q(V2)[Q(V2) : QI.

Como X2 + X + 1 es un polinomio irreducible en Q[X] (si no lo fuese, tendré una raiz en Q, lo cual
es falso) que tiene como raiz a ¢, entonces [Q(v/2,{) : Q(v/2)] es 1 o 2, pero si fuese 1 se tendra
que ¢ € Q(+/2) lo cual es falso. Por lo tanto [Q(v/2,{) : Q(¥/2)] = 2 y ademés [Q(v2) : Q] = 3.
Concluimos que el c.d.d de X? — 3 sobre Q tiene grado 6 = 3! sobre Q.

» Busquemos K C C un cuerpo de descomposicién de p(X) = X3 +X2+X +1 € Q[X] sobre Q. Notamos
que p(X) =X?(X +1)+X +1 = (X2+1)(X + 1) implica que K = Q(i), y entonces [K : Q] = 2 que
es menor que 6 = grad(X® + X2 +X + 1)!. Lo que si es cierto es que el grado de un c.d.d. K de un
polinomio p(X) sobre k no es mayor que grad(p(X))!, y lo probaremos mas adelante.

Pese a toda esta discusion atin no demostramos que un cuerpo de descomposicién de un polinomio
sobre un cuerpo k exista, y es lo que haremos ahora.

Teorema 5.2. Para cualquier cuerpo k y polinomio p(X) € k[X] de grado n > 1 existe K un c.d.d. de p(X)
sobre k tal que [K : k] < n!.

Demostracion. Primero demostraremos que existe un cuerpo E, tal que E|k es extensién y p(X) se descom-
pone en factores lineales en E[X ], para lo cual haremos induccion sobre el grado de p(X). Si grad(p(X)) =
1, entonces p(X) =a(X —b) con a,b € k y a # 0 y tenemos que E = k.

Ahora supongamos que para todo cuerpo F y para todo polinomio q(X) de grado menor que n, existe
un cuerpo E en donde el polinomio q(X) se descompone en factores lineales en E[X], y supongamos
que grad(p(X)) = n en k[X]. Si p(X) se descompone linealmente en k[X], entonces E = k. Si p(X) tiene
grado n y al menos uno de sus factores irreducibles r(X) es de grado mayor o igual a 2, entonces F; =
k[X]/(r(X)) es un cuerpo que contiene a k y a @ una raiz de p(X). Luego en F; podemos descomponer
p(X) =X —a)q(X) con q(X) € F;[X] de grado n— 1, entonces por hipédtesis inductiva, existe un cuerpo E
que contiene a F, (y por tanto contiene a k) y que en F;[X] el polinomio q(X) se descompone en factores
lineales. Concluimos que en E el polinomio p(X) = (X — a)q(X) se descompone en factores lineales.
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Entonces hemos demostrado que para cada cuerpo k y para cada polinomio p(X) en k[X ] existe un cuerpo
E que contiene a k y p(X) se descompone en factores lineales en E[X].

La construccion anterior muestra que si p(X) tiene grado n, la extensién F; = k[X]/(r(X)) tiene grado
< n pues r(X) es un factor de p(X), e inductivamente (usando que grad(q(X)) = n—1) vemos que podemos
encontrar un tal cuerpo E que descompone a p(X) tal que [E : k] < n!. Si {ay,...,a,} € E es el conjunto
de raices de p(X) en E, entonces K = k(a;,...a,) € E implica que [K : k] <[E : k] <n!. O

En general, si p(X) es irreducible en E[X] entonces F; = E[X]/p(X) es un cuerpo que contiene a E
y tiene una raiz de p(X) y ademas [F; : E] = grad(p(X)). Si p(X) no es irreducible, tomemos una factor
irreducible de p(X), digamos g(X), entonces F; = E[X]/(q(X)) es un cuerpo que contiene a E y tiene
una raiz de p(X) y [F; : E] = grad(q(X)) < grad(p(X)). Por otra parte, si E(a)|E es una extension con a
algebraico sobre E y q(X) un polinomio de E[X ] tal que g(a) = 0, entonces irr, ;(X) divide a q(X) y por lo
tanto [E(a) : E] = grad(irr, (X)) < grad(q(X)) = [F; : E].

Demostracion. Si p(X) tiene grado 1 entonces K = k y [K : k] =1 = 1!. Supongamos que el resultado es
cierto para cualquier cuerpo F y para cualquier polinomio de grado menor que n en F[X], y supongamos
que p(X) tiene grado n en k[X]y sea K = k(a;,a,,as,...,a,) un c.d.d. de p(X) sobre k. Por el parrafo
anterior [k(a,) : k] < n, y p(X) = q¢(X)(X — a,) con q(X) € k(a,)[X] de grado n — 1. Por la hipdtesis
inductiva, un c.d.d. de q(X) sobre k(a,) tiene grado a lo mas (n — 1)! sobre k(a). Pero g(X) = (X —
a;)X —ay)---(X —a,_;) en K[X]. Luego k(a,)(a;,as,...,a,_;) es c.d.d. de q(X) sobre k(a,) y entonces
K : k(a,)]<(n—1)y[k(a,): k] <n.Sigue que [K : k] <n!. O

Si o: k — k' es un isomorfismo de cuerpos, entonces podemos considerar & : k[X] — k’[X] definida

por
n n
E(Z aka) = Z o(a)x*
k=0 k=0
el cual es un isomorfismo de anillos y es el tnico tal que ¢(X) = X y o(a) = o(a) para cada a € k.

Denotemos G (p(X)) por p?(X). Notemos que el grado de p(X) es el mismo que el grado de p?(X) y que
p(X) es irreducible en k[X] ssi p?(X) lo es en k'[X].

Teorema 5.3. Sean o: k — k' es un isomorfismo de cuerpos, p(X) irreducible en k[X] y p°(X) como en
el pdrrafo precedente. Sean a una raiz de p(X) en alguna extension de k y 3 una raiz de p°(X) en alguna
extensién de k’. Entonces existe un k-isomorfismo & : k(a) — k() tal que &(a) = B y 6(a) = o(a) para
cada a € k. Es decir; el siguiente diagrama conmuta:

k(a) — K'(B)

k—s0— K
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Demostracion. Por lo visto en el parrafo precedente al teorema tenemos que p“(X) es irreducible en
k’[X] cuyo grado es el mismo que el de p(X). Ademds por teorema se tiene que existe un unico
k-isomorfismo 7: k[X]/(p(X)) — k(a) tal que 7(X + p(X)) = a. Del mismo modo existe un tnico k’-
isomorfismo 7’: k'[X]/(p° (X)) — k() tal que ©'(X + p?) = .

Ahora bien consideremos el isomorfismo o: k[X] — k’[X] definido como en el pérrafo anterior al
teorema, esto es, E(ZZZO aka) = ZZ:O o(a;)X* y recordemos que 5(X) = X y o(a) = o(a) para cada
a € k. Ahora consideremos la proyeccién canénica 7: k'[X] — k’[X]/(p°(X)) definida por n(q(X)) =
q(X)+ (p®¥)) 1a cual es epiyectiva y notemos que n(X) =X + (p° (X)) y n(a’) = @’ para cada a’ € k’. Por lo
tanto ¢ = moa: k[X]— k’'[X]/(p° (X)) es un epimorfismo tal que ¢(X) =X + (p? (X)) y ¢(a) = o(a) para
cada a € k. El kernel de ¢ es el conjunto {q(X) € k[X]/ q° € (p° (X))} = (p(X)). El primer teorema del
isomorfismo muestra que existe un isomorfismo ¢ : k[X1/(p(X)) = K’'[X]/(p® (X)) tal que ¢ (X +(p(X))) =
X+(°X))y q[;(a +p(X)) =o(a) + (p° (X)) para todo a € k. Entonces tomemos

G=1"opor:k(a) > k'(B)
el cual es un isomorfismo, pues es la composicién de tres isomorfismos y
d(@)=1t"opor (a)=7"0 (X +pX))=7'(X +p°(X))=p
y si a € k, entonces
d(@)=1"0dor(a)=1"0d(a+(p(X))) = 7'(c(a) +p°(X)) = o(a)
que es lo que queriamos demostrar. O

En el caso particular en que k = k' y o = id;, tenemos que p?(X) = p(X) y a, 8 son raices de p(X), y
entonces existe un isomorfismo 7: k(a) — k(f) tal que 7(a) = y 7(a) = a para cada a € k, es decir 7 es
un k-isomorfismo. Lo podemos ver en el siguiente diagrama conmutativo:

K@) — K(p)
k /

Generalicemos el teorema anterior al caso en que se quiera extender un isomorfismo, no a k(a) sino
que a todo un cuerpo de descomposicion.

Teorema 5.4. Sean o: k — k’ un isomorfismo de cuerpos, p(X) un polinomio en k[X]y p?(X) como en el
teorema anterior. Sean también K un c.d.d. de p(X) sobre k y K’ un c.d.d. de p°(X) sobre k’. Entonces existe
un isomorfismo 6 : K — K’ tal que 5(a) = o(a) para cada a € k. Es decir, existe 5: K — K’ isomorfismo tal
que el diagrama conmuta:
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=
X

-

L

/

-
.

~
T>

Demostracién. Haremos induccién sobre el grado de p(X). Si grad(p(X)) = 1, entonces K =ky K' =k’ y
& = 0. Si p(X) tiene grado n y se descompone linealmente en k[X], entonces K =k, K' =k’ y & = o. Si
p(X) tiene grado n y tiene algun factor irreducible de grado mayor o igual a 2 y sabemos que el teorema
se cumple para cualquier o: k — k’ isomorfismo y para cualquier f(X) de grado menor que n entonces
sea r(X) € k[X] un factor irreducible de p(X) con grad(r(X)) = 2. Luego r?(X) es un factor irreducible
de p?(X). Sea a € K una raiz de r(X) y B € K’ una raiz de r?(X). Por el teorema anterior existe un
isomorfismo 7: k(a) — k() tal que 7(a) = f y el diagrama conmuta:

k(a) —— K'(B)

kK —s— K

En k(a) podemos descomponer p(X) = (X — a)q(X) con g(X) de grado n—1 y en k’'(3) podemos
descomponer p(X) = (X — )q’(X) donde ¢*(X) = ¢’(X). Sea E el c.d.d. de q(X) sobre k(a) de manera que
k(a) CE CK y ademads E = k(a)(a;,a,,...a,) con los a; raices de q(X). Luego E = k(a,a;,a,,...a,) donde
a,d,,ds,,---a, son raices de p(X), entonces E = K. Del mismo modo K’ es el c.d.d. de q'(X) sobre k’().
Entonces por hipétesis inductiva existe un isomorfismo 6: K — K’ tal que 6(a) = 7(a) = o(a) para cada
a € k. Es decir, podemos extender el diagrama anterior a

L}

/

=
=

—

-

~
=
Q
N/
l"
~
AN
=
Nt/

XA
~

Esto completa la demostracién. O

En el caso particular en que k = k’ y o es la identidad, entonces p?(X) = p(X) y tenemos que K y
K’ son dos cuerpos de descomposicién de p(X) sobre k. El teorema anterior garantiza la existencia de un
k-isomorfismo 6 : K — K’. Dejémoslo escrito como corolario.
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Corolario 5.1. Si k es un cuerpo, p(X) es un polinomio en k[X], K y K’ son cuerpos de descomposicién de
p(X) sobre k, entonces K y K’ son k-isomorfos.

Luego el c.d.d. de un polinomio sobre un cuerpo es tnico salvo isomorfismos, y hablaremos de el
cuerpo de descomposicion de un polinomio sobre un cuerpo.

Teorema 5.5. Para cada p primo y n natural, existe un tnico cuerpo salvo isomorfismos (F,-isomorfismos)
de q = p" elementos.

Demostracion. Sea K es el cuerpo de descomposicién de p(X) = X?—X € F,[X] sobre F,. Entonces el
conjunto E = {a € F; a? = a} de las raices de p(X) en K es un cuerpo pues, como K tiene caracteristica
p (al contener a Zp), a — a? es morfismo. Por lo tanto E = K. Ademas el polinomio X7 — X tendra
exactamente q raices en K = E ssi p(X) no tiene raices multiples, pero p’(X) = —1 € F,[X]y luego p(X)
no tiene raices multiples. Entonces |E| = g = p", es decir, para cada primo p y para cada n natural, existe
un cuerpo con p" elementos. Ademds, si F es un cuerpo con g = p" elementos entonces necesariamente
es de caracteristica p y contiene al cuerpo primo de p elementos, es decir F,, € F. Notemos que F* es un
grupo de g — 1 elementos y por lo tanto para cada a € F* se cumple que a?! = 1, 0 a90a. pero ademds
a = 0 también satisface a? — a. Es decir, todo elemento de F es raiz del polinomio X? — X, de manera
que F es c.d.d. de X9 —X. Podemos concluir recordando que el cuerpo de descomposicién es tinico salvo
isomorfismos. O

Notemos que en general el morfismo de Frobenius a € K — a? € K es un F,-automorfismo cuando K
es finito y tiene caracteristica p, de modo que K¢ = {a?; a € K} =K.

En el teorema anterior usamos el siguiente resultado del capitulo |3 que enunciamos nuevamente por
conveniencia. Notemos que la derivada de un polinomio en k[X] es la misma que si consideramos al
mismo polinomio en K[X] donde K|k es una extensién de cuerpos.

Teorema 5.6. Un polinomio p(X) € k[X] tiene raices multiples en E un c.d.d. de p(X) sobre k si y solo si
p(X) y p’(X) tienen raices comunes.

Ejemplo 5.6. Si p(X) = X° + X3 + 1 entonces p’(X) = 9X8 + 3X? si consideramos a p(X) en Q[X], pero
p’(X) = 0 si consideramos a p(X) € F3[X]. De hecho, p(X) = (X3 + X +1)% e F5[X].

Mas generalmente, si K un cuerpo de caracteristica p tal que KP = K, consideremos p(X) € K[X] tal
que p’(X) = 0. Escribamos

pX)=ag+ ;X" + a1 X2 +azX® +-aq, X

conay #0 paracada ky0<r; <ry <rs<---r, numeros naturales. Entonces como Dg(p(X)) = 0, se
tiene que a,r, = 0 para cada t y como a, # 0 obtenemos que cada r, es un multiplo de p. Escribamos
r, = k,p de manera que

p(X) = ap + a1 X1P + @, X %P + a;X 5P + - 4, XK,



5.3. INMERSIONES Y CLAUSURA ALGEBRAICA 121

Como q; € K = K? podemos encontrar b; € K tal que cada (b;)P = a;, entonces

p(X) = (o) + (b XM1)P + (boX 2 )P + (baX* )P + - + (b, X )P = (q(X))P
donde q(X) = bg + b X" + by X*2 4 by X*s + ... + b, X* € K[X]. Luego p(X) no puede ser irreducible.

5.3. Inmersiones y Clausura Algebraica

Si k y K son cuerpos y 0: k — K un morfismo de anillos, entonces ¢ es un monomorfismo. A tal
monomorfismo también le llamaremos inmersion de k en K. Si L|k es una extenson de cuerpos 7: L — K
tal que 7(a) = o(a) para cada a € k diremos que 7 es una inmersién que extiende a o, y también diremos
que T es una inmersion que va sobre o.

=~

N

=

En el caso particular en que K|k es una extension y o es la inclusién, tenemos que 7 es un k-
monomorfismo. En tal caso diremos que 7 extiende a la inclusiéon y que 7 va sobre k.

=~

N

K

=

A continuacién presentamos el primer resultado referente a inmersiones.

Teorema 5.7. Sea K|k una extension algebraica y o : K — K una inmersion que va sobre k, entonces o es un
k-automorfismo.

=

N

s

Demostracion. Basta demostrar que o es epiyectivo, pues ya sabemos que es un k-monomorfismo.

Sea a € K, como K|k es algebraico podemos tomar p(X) = irr, ;(X) = >, _, X k el polinomio irreduci-
ble de a en k[X ]. Dado que p(a) = >, _, a,a® = 0, aplicando o se tiene que Do a,o(a)k =0 pues o(q;) =
a; € k. Por lo tanto o transforma raices de p(X) en raices de p(X). Entonces si X = {a = a;,a,,as,...,a,} es
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el conjunto de las raices de p(X) en K, la funcién ¢ : X — X definida por ¢(X) = o(X) esta bien definida y
es inyectiva, ya que o lo es. Como X es finito, se tiene que o es biyectiva, y por lo tanto existe a; €X C K
tal que o(a;) = o(a;) = a; = a. Es decir, a € o(K) y concluimos que K = o(K), que es lo que querfamos
probar. O

Consideremos ahora una inmersion ¢ : k — E y a € K algebraico, con K|k una extension y p(X) =
irr, x(X), consideremos p?(X) € E[X], como en el teorema . En realidad p?(X) € k’[X], donde k’ es
el cuerpo o(k) C E que es isomorfo a k, entonces para cada b € E raiz de p°(X) existe un isomorfismo
& : k(a) — k’(b) por teorema , tal que 6(a) = by 6(a) =0o(a), Va € k. Por lo tanto 7, : k(a) — E
definida por 7,(X) = o(x) es un monomorfismo tal que t(a) =by 7(a) =o(a), Va € k. Es decir, 7, es
una inmersién de k(a) a E que extiende a o y manda a a b. Ademas si 7 : k(a) — E es una inmersién que

n n

va sobre o, entonces si p(X) = ZakX k. con a; € k, entonces 0 = Z aia® aplicando 7 se tiene que

k=0 k=0
0=>r(a)r(a) = o(a)r(@) = p’(r(a))
k=0 k=0

es decir 7(a) = b con b raiz de p?(X). Pero 7}, : k(a) — E es una inmersién sobre o y 7,(a) = b. ¢Sera
que T = 7,? Recordemos que como a es algebraico sobre k, entonces k(a) = k[a], entonces si ¢ € k(a)
entonces existen finitos ¢, € k tal que
n
c= Z ckak
k=0

entonces
n

(0)= Y t(e)(t(@) = olc )bk
k=0

k=0

y del mismo modo
n

HOEDWRACH CHACHEDIICHLE

k=0 k=0
es decir T = 7,. Entonces tenemos el siguiente teorema:
Teorema 5.8. Sea K|k una extension y o: k — E una inmersion y a € K algebraico sobre k. Si p(X) =

irr, x(X), entonces para cada raiz b € E de p?(X) existe una tinica inmersién 7y : k(a) — E que extiende a o
y Tp(a) = b. Ademds toda extension t: k(a) — E de o es igual a T, para cierto b raiz de p° en E.

Observacion 5.3. En el caso particular en que K = E'y o es la inclusién, a € K y p(X) = irr, 4 (X), entonces
p?(X) = p(X). Entonces existen tantas inmersiones T sobre k como raices distintas de p(X) hay en K.
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k(a) —> K

Un cuerpo K se dice algebraicamente cerrado si todo polinomio p(X) € K[X] de grado mayor o igual a
1 tiene raices en K. De hecho, si K es algebraicamente cerrado, entonces K tiene todas las raices de todos
los polinomios de grado mayor o igual a 1 en K[X]. La siguiente proposicién permite definir de varias
maneras esta nocion

Proposicidon 5.5. Sea K un cuerpo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. K es algebraicamente cerrado.
2. K no admite extensiones algebraicas salvo la trivial.
3. Todo polinomio irreducible p(X) € K[X] tiene grado 1.
4. Todo polinomio p(X) € K[X] de grado positivo se descompone en factores lineales en K[ X].

Demostracion. La equivalencia 3 <= 4 es directa pues K[X] es un DFU, y la equivalencia 1 < 4
también lo es ya que a € K es raiz de p(X) € K[X] ssi (X —a) divide a p(X) en K[X]. Veamos que 1 < 2:
si K es algebraicamente cerrado y F|K es una extension algebraica, entonces para cada a € F, K tiene
todas las raices de irr, ;(X) € K[X]. Es decir, a € K, y luego F = K. Reciprocamente, sea K es un cuerpo
que no admite extensiones algebraicas salvo la trivial. Dado p(X) € K[X ], recordemos si E es el c.d.d. de
p(X) sobre K, entonces E|K es finita y por lo tanto algebraica. Luego E = K y K contiene todas las raices
de p(X). d

Observacion 5.4. Si K = {ay,...,a,} es un cuerpo finito, entonces el polinomio

p(X)=1+] [ —a) eKx]
k=1

es tal que p(a) = 1 para cada a € K y por lo tanto p(X) no tiene raices en K. Es decir, de existir cuerpos
algebraicamente cerrados, estos son infinitos.

Si k es un cuerpo, k es un cuerpo algebraicamente cerrado y k|k una extensién algebraica, entonces
diremos que k es una clausura algebraica de k.

Observacion 5.5. Sea K|k algebraica tal que todo polinomio de grado mayor o igual a 1 en k[X] tiene
raices en K, de manera que todo polinomio de grado mayor o igual a 1 en k[X] tiene todas sus raices en
K. Consideremos F|K una extension algebraica y notemos que F|k también es una extension algebraica.
Si a € F, entonces a satisface un polinomio p(X) € k[X], pero K contiene todas las raices de p(X), es decir
a € K. Por lo tanto F = K. Es decir, K no admite extensiones algebraicas salvo él mismo y por lo tanto K
es algebraicamente cerrado. Es decir K es una clausura algebraica de k.
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Ahora sea K|k una extensién y K algebraicamente cerrado. Definamos

k = {a € K; a es algebraico sobre k}.

Es claro que k es un cuerpo y k|k es una extensién algebraica. Ahora sea p(X) un polinomio en k[X] de
grado mayor o igual a 1. Como K es alg. cerrado, tomemos todas las raices de p(X) en K, pero todas esas
rafces son algebraicas sobre k y entonces estan en k. Por lo tanto k es un cuerpo algebraico sobre k y tiene
todas las raices de todos los polinomios de grado mayor o igual a 1 en k[X], y por el parrafo anterior
concluimos que k es una clausura algebraica de k.

Para que todas estas observaciones no queden en el vacio tenemos que demostrar que las clausuras
algebraicas existen, y lo haremos a continuacién. Ademds demostraremos que las clausuras algebraicas
son unicas, salvo isomorfismos. Antes de eso probemos el siguiente corolario del teorema|5.8

Corolario 5.2. Si K|k es una extension algebraica y o: k — L es una inmersion con L alg.cerrado, entonces
existe una inmersion 6 : K — L sobre o. Si ademds K es alg. cerrado y L es algebraico sobre o(k), entonces &
es isomorfismo.

Demostracion. SeaA= {(F,u);k CF €K, u: F — L inmersién que va sobre ¢}. Notemos primero que A no
es vacio pues (k, o) € A. Definamos un orden parcial en A por (Fy, ;) < (Fy, up) ssi Fy © Fy y (U2)jp, = -
Tomemos una cadena 6 = {(F;, )} rcr €n (4, <)y definamos

E=|JF,.

AEA

Es directo ver que E es un cuerpo intermedio de la extension K |k. Definamos u: E — L por u(a) = u;(a)
si a € F,, que esta bien definida ya que los A estdn bien ordenados. Como para todo A € A se tiene que
(up)x = o, entonces uy, = o. Luego (E,u) esta en Ay es cota superior de 6. Por el lema de Zorn, existe
un elemento maximal de A.

Sea (F, &) elemento maximal de A. Si F esta contenido propiamente en K, tomemos a € K \ F. Por el
teorema [5.3| existe una extensiéon de & de K(a) a L pues a es algebraico sobre K y L contiene las raices
de p° donde p(X) = irr, ;(X). Esto contradice la maximalidad de (F, &), y concluimos que K =F y & es la
extension que buscabamos.

L)L

Ahora bien, notemos que o(k) € &6(K) € L, y si K es algebraicamente cerrado, entonces G(K) es
algebraicamente cerrado. Como L es algebraico sobre o(k), entonces L es algebraico sobre 6(K), pero
un cuerpo algebraicamente cerrado no admite extensiones algebraicas salvo la trivial, y por lo tanto
6(K) = L. Es decir, & es un isomorfismo que extiende a o. O
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Consideremos el caso particular en que K y k son clausuras algebraicas de k, esto es K y k son _alge-
braicamente cerrados y tanto K|k como k|k son algebraicas. En el teorema anterior tomemos L =k 'y o
como la inclusién ¢: k — k, de manera que o(k) = k y L = k es algebraico sobre o (k) = k. Luego existe
&: K — k isomorfismo que extiende a t, es decir, es k-isomorfismo. Hemos probado el siguiente corolario,
y entonces podemos hablar de la clausura algebraica de un cuerpo.

Corolario 5.3. Dos clausuras algebraicas de k son k-isomorfas.

Ahora demostremos la existencia. Para ello construyamos un anillo de polinomios con un numero
cualquiera de variables sobre el cuerpo k. Ya vimos una construccion de este tipo en el capitulo |3} y ahora
daremos otra. Consideremos k un cuerpo y S = {X; },ca un conjunto no vacio al cual llamaremos conjunto
de variables. Definamos los monomios como

Z ={u: A = N; u de soporte finito}

es decir, si u € Z entonces S, = {4 € A; u(A) # 0} es finito. Definamos una suma en % punto a punto,
es decir (u + n)(A) = u(A) + n(A). Esta suma esta bien definida, es asociativa, conmutativa y tiene como
neutro a la funcién identicamente nula. Si u € Z, entonces el conjunto S, = {14, A,,...,A,} es finito, y
consideremos las variables asociadas a esos elementos X, ,X,,,...X, enS. Definimos la palabra X* (que
p(A1) 5 u(Az)
Xll 1 XAZ 2/,

representa a u) como X" = -X Z(A"). Si u es la funciéon nula entonces X* lo denotamos por

1y en ese caso escribimos X? = 1. Sea [S] = Z el conjunto de todas las palabras X", entonces definimos
k[S] como el espacio vectorial sobre k con base [S]. Equivalentemente, k[S] es el conjunto de funciones
¢ : [S]— k de soporte finito.

Si definimos una multiplicacién en [S] por X*X* = X#** podemos extender el producto de [S] a k[S]
para obtener una estructura de anillo conmutativo sobre k[S]. Consideremos el monomorfismo ¢: k —
k[S] por a — al de modo que (k) es una copia isomorfa de k en k[S]. Ademas, para cada A € A
consideremos u; € & tal que u, =1y 0 en todo el resto de A. Denotaremos este X** como X,.

Teorema 5.9. Si k es un cuerpo, entonces existe una clausura algebraica de k.

Demostracion. Basta con construir una extension K|k tal que K sea algebraicamente cerrado, pues la
observaciéon E 5/ muestra que k = {a € K; a algebraico sobre k} es una clausura algebraica de k.

Sea A el conjunto de todos los polinomios de grado mayor o igual a 1 en k[X]. Consideremos S =
{X;}1ea un conjunto de variables y el anillo R = k[S] como en el parrafo anterior. Sea f(X) € k[X],
entonces podemos considerar el polinomio f(X) € R. Sea I el ideal generado por {f(X(); f € A} enR.
Por definiciéon I # {0}.

Afirmamos que I tampoco es todo R. Efectivamente, si I = R entonces 1 € I y existen finitos f; € Ay
finitos g; en R tales que

811X 5) + 8afo(Xp,) + 83fs(Xp) + -+ gufu(Xf ) =1 (5.1

Denotemos cada X, por X;. Como cada g; involucra solo un ntimero finito de variables, entonces en la
relacion[5.1| participa un conjunto finito de variables {X1,Xo, ..., X, Xn11,Xn42s - - -» Xnam}- S€a E el cuerpo
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de descomposicién de f(X) = f1(X)f5(X)--- f,,(X) sobre k y sea a; una raiz de f;(X) en E. Reemplazando
en[5.1]X; por q; para i € [n] y X,;x = 0 para k € [m], la ecuacién se reduce a 1 =0 en E lo cual es una
contradiccion. Luego {0} # I #R.

Sea M ideal maximal que contiene a I. Entonces F; = R/M es un cuerpo que contiene a una copia de
k y tal que cada polinomio p(X) € k[X] de grado mayor o igual a 1 tiene una raiz X, + M € F;. Repitiendo
la construccién anterior para F; e iterando, obtenemos una cadena de cuerpos

k=F0§F1nggFg...anan+1§...

tal que cada polinomio de grado mayor o igual a 1 sobre F,, tiene raices en F,,; y ademads cada F,, contiene

a k. Sea
K=|]JF,

neN

y notemos que es un cuerpo que contiene a k tal que para cada polinomio p(X) € K[X] existe n € N
tal que p(X) € F,[X], y por lo tanto tiene una raiz en F,,; € K. Es decir, K|k es una extensién y K es
algebraicamente cerrado. O]

Ejemplo 5.7. Sea Q la clausura algebraica de Q. Si n € N, entonces el criterio de Eisenstein muestra que
p(X) = X" — 2 es irreducible. Sea a,, una raiz de p(X) en Q y notemos que [Q : Q] > [Q(a,) : Q] = n.
Como esto ocurre para todo n natural, entonces Q|Q es una extensién algebraica infinita. Ademas Q es
numerable y por lo tanto R|Q es trascendente.

5.4. Extensiones Galoisianas

En este apartado estudiaremos extensiones Galosianas finitas. Esto es una extension K|k finita (por lo
tanto algebraica) que es normal y separable. La normalidad tiene que ver con que K es c.d.d. de algun
polinomio y la separabilidad tiene que ver con que las raices de los polinomios irreducibles de k[X] que
tienen raices en K no tengan raices multiples. Partamos definiendo separabilidad.

5.4.1. Extensiones Separables

Sea k un cuerpo. Un polinomio irreducible p(X) € k[X] se dice separable si no tiene raices multiples
en la clausura algebraica de k. Un polinomio p(X) € k[X] se dice separable si los factores irreducibles de
p(X) son separables. Ahora sea K|k una extension y a € K algebraico sobre k. Diremos que a es separable
sobre k si irr, ;(X) = p(X) es separable en k[X]. Lo anterior es equivalente a decir que a satisface un
polinomio separable en k[X]. Una extension algebraica K|k se dice separable si todo elemento de K es
separable sobre k.

Observacion 5.6. Sea k un cuerpo de caracteristica O y K|k una extension algebraica. Sea a € K y
p(X) = irry x(X), vale recordar que p(X) es el polinomio de grado minimo moénico en k[X ], tal que p(a) = 0.
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Si p(X) no es separable, entonces existe una raiz b (en la clausura algebraica k de k) de p(X) que es
multiple. Notemos en tal caso su derivada p’(X) tiene a b como raiz, pero p’(X) es un polinomio no
nulo de grado menor que el grado de p(X) que anula a b lo cual es una contradiccién. Por lo tanto a es
separable sobre k, es decir, toda extension algebraica sobre un cuerpo de caracteristica cero es separable.

Vimos también en un ejemplo anterior, que si K es un cuerpo de caracteristica p, con p primo y
K = KP, entonces todo polinomio irreducible de K[X] es separable. Luego toda extensidn algebraica de K
es separable. En particular, si K es finito de caracteristica p, entonces K = KP, y toda extension algebraica
de un cuerpo finito es separable. Luego F,|F, es separable cuando q = p".

Observacion 5.7. Sea K|k es una extension algebraica y separable, y sea k € F € K un cuerpo intermedio.
Sia € F C K entonces irra, k(X) es separable pues K|k es separable. Entonces F |k es separable. Si a € K
entonces irr, p(X) divide a irr,  (X), y como irr, ;(X) es separable, entonces irr, ;(X) también lo es. Por lo
tanto K|F también es separable. El reciproco es un ejercicio.

Ejemplo 5.8. Sea k un cuerpo y K = k(X) el cuerpo de las funciones racionales sobre k. Si (p(X)/q(X))? =
X con p(X) y q(X) polinomios no nulos en k[X], entonces p?(X) = Xq?(X) y el grado de p?(X) es a
la vez par e impar, por lo tanto X no es un cuadrado en K. Sea p(Z) = Z?2 —X € K[Z] de modo que
p(Z) es irreducible en K[Z] pues tiene grado 2 y no tiene raices en K, luego F = K[z]/(p(2)) es un
cuerpo, [F : K] = 2 y hay un elemento a en F tal que a? = X. Por lo tanto en F el polinomio p(Z) se
descompone como p(Z) = (Z —a)(Z + a). Si k tiene caracteristica 2, entonces p(Z) se descompone como
(Z—a)(Z +a)=(Z —a)? € F pues en este caso se cumple que —a = a, y por lo tanto se tiene que F|K no
es separable.

Es facil generalizar el argumento anterior: si K es un cuerpo de caracteristica p y contiene un elemento
a que no es una p-ésima potencia (por ejemplo X en si K = k(X)), entonces el polinomio p(X) =X? —a es
irreducible, pero en un c.d.d. de p(X) tenemos que X? —a = (X — a)? donde «a es tal que @ = a. Luego K
no es separable.

5.4.2. Extensiones Normales

Ya definimos el c.d.d. de un polinomio p(X) en k[X] esto es un cuerpo K que contiene a k, contiene
a todas las raices de p(X) y ademas si k € E C K tal que E contiene a todas las raices de p(X), entonces
E =K. Es decir, K = k(ay,a,," - ,a,), donde {q;}!"_; es el conjunto de todas las raices de p(X).

Sea ahora una familia de polinomios & = {f;(X)};ex C k[X] de grado mayor o igual a 1y sea k la
clausura algebraica de k. Sea S C k el conjunto de todas las raices de los polinomios de F en k, entonces
a k(S) le llamamos c.d.d de Z sobre k. Si k C E C K, y E contiene todas las raices de los polinomios de Z,
entonces K = E.

Observacion 5.8. La clausura algebraica de k es un c.d.d. Dos c.d.d de una misma familia de polinomios
sobre k son isomorfos.

El siguiente teorema permite definir extension normal de una forma cémoda.
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Teorema 5.10. Sea K|k algebraica. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:
1. K es c.d.d. de una familia de polinomios irreducibles de k[X].
2. Todo polinomio irreducible p(X) que tiene una raiz en K, se descompone linealmente en K[X].
3. Si k es una clausura algebraica de k que contiene a k y o: K — k una inmersion sobre k, entonces
o(K)=K.

Demostracién. Probemos 2 = 1: Sea & la familia de polinomios irreducibles en k[X ] que tienen raices en
K. Entonces K contiene todas las raices de &. Sea S el conjunto de raices de los polinomios de & en K y
sea E = k(S). Tenemos que k € E C K. Si E # K, entonces existe a € K \ E. Como K|k es algebraico, existe
un polinomio irreducible p(X) € k[X] tal que p(a) = 0, luego p(X) € & ya € S C E. Entonces K = E, el
c.d.d. de Z.

3 = 2: Sea p(X) € k[X] un polinomio irreducible que tiene una raiz en K, sin restriccién podemos
suponer que p(X) es monico. Sea a € K una de esas raices de p(X) en K y sean {a; = a,a,,as---,a,} todas
las raices de p(X) en K, la clausura algebraica de K. Como K|k es algebraica, entonces K también es la
clausura algebraica de k. El teorema |5.3| muestra que existe una inmersion t,,: K — K sobre k tal que
Tq,(a) = a,. Como a € K, por hipétesis tenemos que a, = 7,4, (a) € K. Del mismo modo a; € K para cada
k € [n]. Luego en K[X] el polinomio p(X) se descompone en factores lineales.

1= 3: Sea 0: K — k un k-monomorfismo y escribamos k(X) = K, donde X es el conjunto de raices
de una familia de polinomios & en k[X]. Probemos primero que o(K) C K, para eso basta demostrar que
o(X) € X. Sea a € X, entonces existe polinomio p(X) € & tal que p(a) = 0. Si p(X) = Z?:O b;X’ con
b; € k, entonces

n n n
o(0)=0=0 (Z bjaf) =>o(b))(o(@Y = Y b(c(@).
j=0 j=0 j=0
Luego o(a) es raiz de p(X) y o(a) € X, es decir, oc(K) CK.
Sea 0 : K — K definida por 6 (x) = o(x) (es solo la restriccién en el conjunto de llegada) y notemos que
es una inmersion sobre k. Como K|k es algebraica, y por el teorema 5.7| se tiene que ¢ es automorfismo,
por lo tanto o(K) =0 (K) =K. O

Una extensién algebraica K|k que satisface alguna (entonces todas) de las condiciones del teorema
anterior, se llama normal. En particular el cuerpo de descomposicion de un polinomio irreducible es
normal.

Observacion 5.9. Si K|k es una extensidon y K es el c.d.d. de un polinomio sobre k, entonces K es el c.d.d.
de la familia de polinomios irreducibles que dividen a p(X) y por lo tanto K|k es normal. En particular
IF,|F, es normal cuando q = p" con p un primo y n un natural.

Ejemplo 5.9.
= Si K|k es una extension de grado 2, entonces K = k(a) donde a satisface un polinomio de grado 2
en k[X]. Sea p(X) tal polinomio, entonces p(X) en K[X] se descompone como p(X) = (X — a)q(X)
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con q(X) de grado 1 en K[X]. Digamos que g(X) =aX + b cona#0ya,b <K, entonces b/a es raiz
de g(X) en K, y luego K es el c.d.d de p(X). Por lo tanto toda extension de grado 2 es normal.

» Si K = Q(+/2), entonces K|Q no es normal, pues X* — 2 es irreducible en Q[X] que tiene una rafz
en K pero no tiene a la raiz v/2i. Sin embargo, [K : Q(v2)] = 2, por lo tanto K|Q(+/2) es normal y
como Q(+/2)|Q es una extensién de grado 2, entonces también es normal.

—1 3i

» Sea K = Q(+/2),¢) donde ¢ = By + % es tal que {3 = 1. Entonces K|Q es normal pues K es el
c.d.d de X3 —1 = p(X) en Q[X], el cual es irreducible (ya que no tiene raices en Q). Notemos que
F = Q(+/2) es un cuerpo intermedio de K|Q tal que la extensién F|Q no es normal.

Observacion 5.10. Si K|k es normal, entonces K = k(X) donde X son las soluciones de una familia
Z = {fa},er de polinomios irreducibles en k[X]. Sea F un cuerpo tal que k € F C K, entonces F(X) =K
y sea & el conjunto de los divisores irreducibles de elementos de & en F[X]. Entonces F(X) =K es c.d.d
de la familia & de polinomios irreducibles sobre F. Luego K|F es normal. Pero por el ejemplo anterior no
es cierto, en general, que F|k es normal.

5.4.3. Grupo de Galois de una extension

Si K es un cuerpo, entonces el conjunto de todos los automorfismos de K es un grupo (con la compo-
sicién), al cual lo denotamos por Aut(K). Es directo ver que

Aut(K)={o: K - K; o es morfismo, y o(K) =K}.

Observacion 5.11. Si k es un cuerpo primo, esto es k no tiene subcuerpos propios, entonces k = Q o
k =T, dependiendo si k es de caracteristica cero, o es de caracteristica p, con p primo. Si o: k — k es un
morfismo (por lo tanto monomorfismo), entonces o (k) es un cuerpo y por lo tanto o (k) = k. Luego si k es
primo, todo morfismo o: k — k es automorfismo. Ademas, si K|k es una extension, es facil ver que todo
morfismo o: K — K fija punto a punto a k (como en el ejemplo[3.10), y en particular todo morfismo de k
en si mismo es la identidad. Es decir, Aut(k) = End(k) = {id}.

Sea K|k una extension de cuerpos, podemos definir el grupo Aut(K|k) también denotado por Gal(K|k)
o simplemente G(K|k), como el subgrupo de Aut(K) tal que deja fijo punto a punto a los elementos de k,
es decir, el subgrupo de k-automorfismos. A tal grupo se le llama el grupo de Galois de la extension K|k.
Tenemos que

Aut(K k) = Gal(K|k) = {o € Aut(K); o(a) =a Ya € k}.
Segun la observacion anterior, se tiene que si k es primo, entonces Aut(K |k) = Aut(K).

Ejemplo 5.10.
= Consideremos la extension R|Q y recordemos que esta extension es infinita. En el ejemplo (3.11)) del
capitulo de anillos, vimos que el inico automorfismo de R es la identidad. Entonces Gal(R|Q) = {id}
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» SiK =Q(v2,+v/3)yk=Q, entonces Gal(K|k) = Aut(K). Como K = {a+bv2+c+/3+d+6; a,b,c,d €

Q}, tenemos que para conocer un elemento o de Gal(K|k) basta conocer el valor de o(+/2), de
o(+/3) yde o(v6). Pero o(v/6) = o(+/2)o(+/3), entonces para determinar a o nos basta fijar o(v2),
y o(+/3). Pero como o(q) = q para cada q € Q, en particular

2=0(2)=0o((v2)*) = o(V2)%

Es decir 0(+/2) = v/2 0 0(v2) = —+/2. Del mismo modo o(+/3) = v3 0 o(+/3) = —+/3. Luego los
siguientes son candidatos a automorfismos de K:

01,09,03,04:K—>K

definidos por o; =id,
02(a+b«/§+c1/§+d\/g)=a—b1/§+cx/§—d\/g

03(a+b«/i+c«/§+d\/€)=a+b«/§—cw/§—d\/€
03(a+b«/§+C\/§+d\/€)=a—bw/§—cx/§+d\/€

Es f4cil ver que efectivamente son automorfismos de K y notamos también que 02 = o oo = id para
todo o € Gal(K|k), entonces Gal(K|k) =V, = Z, & Z,. Notemos ademds que [K : k] = | Gal(K|k)|.

21 . .
Sea a = = ¢ = cos(a) +isin(a) € Cy K = Q({). Cualquier elemento del grupo de Galois de
la extensién K|Q estd determinado por su accién en {. Notemos que {°> = 1 entonces { es raiz
deX°—1=X-1X*+Xx3>+X3+X+1) € QX] y como { # 1, entonces { también es raiz de
p(X)=X*+X3+X2+X +1€Q[X]. Ademds (£?)° = (£°)*> = 1% y como {? # 1, entonces {2 es raiz
de p(X). Del mismo modo ¢3 y ¢* son raices de p(X). Entonces el conjunto de raices de p(X) es
{¢,72,23,¢* C K, pues son todas distintas, y vemos que

pX) =X - DX - X - 3)X — M eKIX].

Ademads p(X) es irreducible en Q[X] y por lo tanto [K : Q] = 4.
Si o: K — K es un automorfismo, entonces

1=0(1)=0(")=(0(0))

y como o({) # 1 se tiene que o({) es raiz de p(X), es decir, 0({) = ¢* para cierto k € [4]. Entonces
tenemos a lo més 4 automorfismos. Si o({) = ¢* denotaremos tal o por oy, con o, = id. Cada
uno de ellos es efectivamente un automorfismo de K y Gal(K|Q) = {o; k € [4]}. Ademds Gal(K|Q)
es ciclico, con o, uno de los generadores del grupo. Es decir, Gal(K|Q) = Z, y ademas [K : Q] =

| Gal(K|Q)|.
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n

Observacién 5.12. Sea K|k una extension algebraica, a € K, p(X) =irr,  (X) = >, a;X' cona; €k ysea

o € Gal(K|k). Entonces p(a) =0=Y."_  a;a’, y por lo tanto

n n

0=0(0)=0 (Z aiai) =Y 0(a)(o(@) = Y a(o(a)) = plo(a)).
i=0

i=0 i=0
Es decir, o(a) es raiz del polinomio irreducible de a y irr, x(X) = irry(4) » (X).

Si K es un cuerpo y G es un subgrupo de Aut(K), entonces definimos el conjunto de elementos fijos en
K por la acciéon de G como

Fix(G)={a€K; o(a)=a Vo € G}.

Como vimos antes, el cuerpo primo de K estd contenido en Fix(G), y es facil ver que éste es un cuerpo,
llamado el cuerpo fijo por G. Las siguientes propiedades son un ejercicio facil.

Proposicién 5.6. Sea K un cuerpo, G = Aut(K), F, F, y F, subcuerpos de K y H, H; H, subgrupos de G,
entonces:

1. H, 2 H, = Fix(H,) C Fix(H,)

2. F, 2 F, = Gal(K|F,) C Gal(K|F,)

3. Fix(Gal(K|F))2 F

4. Gal(K|Fix(H)) 2 H

En lo que sigue enlazaremos las tres subsecciones de este capitulo: extensiones normales, extensiones
separables y grupo de Galois. El primer teorema es el siguiente:

Teorema 5.11. Sea K el c.d.d. de de un polinomio separable en k[X ], entonces [K : k] = | Gal(K|k)|.

Antes de dar la demostracién haremos una pequefia modificacion del enunciado pero que no pierde
generalidad.

Sea p(X) el polinomio en k[X] para el cual K es cuerpo de descomposiciéon sobre k, y escriba-
mos p(X) = pI'(X)py*(X)--- py"(X) con los py(X) € k[X] irreducibles, separables y distintos entre si, y
los a; naturales positivos. Ademds sin restriccion podemos considerar a cada p, moénico. Sea q(X) =
p1(X)pa(X) -+ pp(X). Ambos polinomios p(X),q(X) estan en k[X]. Como el conjunto de raices p(X) es el
mismo que el conjunto de raices de q(X) en K, entonces podemos considerar K como c.d.d. de q(X) sobre
k. Dado que p(X) es separable, entonces también lo es q(X), pero ademas q(X) no tiene raices multiples
pues si las tuviera, entonces existirian k # j tal que p; y p; tienen una raiz en comun. Sea a una de esas
raices en comtn. Como K es c.d.d. de q(X), entonces a € K y por lo tanto habria dos polinomios mdénicos
irreducibles p; y p; que anulan a a en k[X] lo cual es falso. Es decir, las raices de q(X) son todas distintas.
Entonces sin restriccién podemos suponer que K es el c.d.d. de un polinomio sin raices multiples en k[X].
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Demostracion. Notemos que [K : k] es finito, pues es el cuerpo de descomposicién de un polinomio.
Hagamos induccion sobre [K : k]. Si [K : k] =1, entonces K = k y Gal(K|k) ={o: k = k; c(a) =a Va e
k} = {id}, de modo que [K : k] =|Gal(K|k)| = 1.

Supongamos que si E|F es cualquier extension de grado menor que n, r(X) € F[X] es un polinomio
con raices distintas y E c.d.d de r(X) entonces [E : F] = | Gal(K|k)|, y tomemos K |k una extension de grado
n tal que K es c.d.d. de q(X) € k[X ] un polinomio con raices distintas.

Sea a una raiz de q(X) = p;(X)p2(X)...p,(X), donde los p; son distintos e irreducibles. Si todos los p;
son de grado 1, entonces K = k y estariamos en el caso n = 1 que ya conocemos. Supongamos entonces
que existe p; de grado mayor que 1 y sin restriccién supongamos que a es raiz de p; y p; es de grado
mayor que 1. El teorema [5.8] muestra que existen tantas inmersiones 7: k(a) — K sobre k como raices de
p1(X) hay en K, pero en K hay tantas raices de p; como el grado de p; por hipdtesis. Sea Inm(k(a)|k) el
conjunto de inmersiones 7: k(a) — K sobre k, de modo que

(K : k(a)][k(a) : k] =n=[K : k(a)]grad(p;(X)) = [K : k(a)]| Inm(k(a)[k)|.

Sea 7 € Inm(k(a)lk) y sea o, : K — K la inmersion sobre 7 que entrega el teorema y recordemos
que ademas es isomorfismo. Notemos que o.(a) = 7(a) = a para cada a en k y por lo tanto o, € Gal(K|k).
Reciprocamente, si o € Gal(K|k) entonces o,y € Inm(k(a)|k), por lo tanto si definimos Ext(K|k(a) como
el conjunto de los o, para todo v € Inm(k(a)|k), entonces Ext(K|k(a)) = Gal(K|k). Esto ultimo esta di-
ciendo, entre otras cosas, que para cada b raiz de p,(X), existe o € Gal(K|k) tal que o(a) = b. Sea ¢;(X)
el producto de los factores irreducibles de q(X) en k(a)[X]. Como ¢,(X) divide a q(X) se tiene que las
raices de q;(X) son todas distintas, K es c.d.d. de q;(X) sobre k(a) y [K : k(a)] < n. Entonces por hipdtesis
inductiva, se tiene que [K : k(a)] = | Gal(K|k(a))| y concluimos que

[K : k] =|Gal(K|k(a))|| Inm(k(a)|k)].

Por otra parte, si grad(p;) = t, entonces [k(a) : k] = |Inm(k(a)|k)| =|T| =t, donde T es el conjunto de
raices de p;(X) en K. Hagamos actuar G = Gal(K|k) en T, via evaluacion:definimos la accion G x T — T
por (o,c) — o(c). Notemos que Orb(a) = T, y entonces |T| = |G|/ Stab(a)| donde

Stab(a) = {o € Gal(K|k) = Ext(K|k(a)); o(a) = a} = Gal(K|k(a)).

Por lo tanto |T|| Gal(K|k(a))| = |G| pero |Inm(k(a)|k)| = |T|, y como [K : k] = | Gal(K|k(a))|| Inm(k(a)|k)|
concluimos que [K : k] =|G]|. O

Un resultado reciproco, en algin sentido, al anterior dice que si G es un subgrupo finito de Aut(K) y
Fix(G) = k, entonces [K : k] = |G|. Para ello probemos primero el siguiente lema debido a Artin.

Teorema 5.12 (Lema de Artin). Si K es un cuerpo, G un subgrupo finito de Aut(K) y k = Fix(G), entonces
[K : k] <|GI.
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Demostracion. Sea G = {n; = id,ny,M3,...,M,} con n = |G|, sea k = Fix(G) y sea {uj,u,,...,u,} un
conjunto de m elementos de K donde m > n. Consideremos el siguiente sistema homogéneo de ecuaciones
lineales a coeficientes en K:

M1(up)xy +n1(ug)xy +nq(ug)xs + - +m1(up)x, =0
Mo(u)xy + No(un)xy +mo(ug)xs + -+ + Mo(ty)x, =0

nn(ul)xl + T)n(”Z)XZ + nn(u3)x3 +eeet nn(um)xm =0

Tenemos un sistema homogeneo de n ecuaciones y m incognitas con m > n, por lo tanto el conjunto
de soluciones (by, by, bs,...,b,,) € K™ es un espacio vectorial no trivial de K™. Entre las soluciones no
nulas del sistema, escojamos una de aquellas que tiene la mayor cantidad de coordenadas nulas, digamos
b = (by, by, bs,...,b,) . Intercambiando las incognitas si es neccesario, podemos suponer que b; # O,
ademds como Ab también es solucién del sistema para cada A € K, tomando A = (b;)"* podemos suponer
que b; = 1.

Afirmamos que todas las coordenadas de b son elementos de k. Si asi no fuera, existiria algun i tal
que b; ¢ k. Sin restriccién supongamos que b, ¢ k. Como FixG = k, entonces existe j tal que 1;(b;) # b,.
Apliquemos ese 7); al sistema de ecuaciones evaluado en b para obtener

njoN1(u1)1+njon(u)n;(by) +m;jonq(uz)ni(bs) +---+n;0n(wy,)n;(by,) =0
nj o Na(u1)l +n;jona(ux)n;j(ba) +njony(us)n;j(bs) + -+ njona(un)ni(b,) =0

n; o Np(ur)1+n;j0n,(uz)n;i(by) +mjon,(us)n;i(bs) + -+ +njon,(uyIn;(by,) =0

Pero como {n; on; n € G} = G se tiene que este sistema es igual al primer sistema evaluado en b" =

(1,m;(bs),mj(bs3),...,n;(by)) y entonces b es solucion del sistema también es solucion de éste. Por lo

tanto b — b también lo es. Pero b —b" = (0, b, —n;(by), b3 —n;j(bs3),..., by —n;(bs)), y como b; —n;(b;)

es 0 si b; lo es'y b, —n;(by) no es nulo, vemos que b —b" no es 0 y tiene mds coordenadas nulas que b,

contradiciendo la minimalidad de éste. Entonces efectivamente todas las coordenadas de b estan en k.
Por otra parte notamos que la primera ecuacién del sistema es

uixq + Uy X9y + U3zX3 +---+ UmXm

pues n; = id. Evaluando en b resulta que bju; + byu2 +---+ b,,u,, = 0 es una combinacién lineal nula
con coeficientes no todos nulos en k. Por lo tanto el conjunto {u;,u,,...,u,} es l.d. sobre k. Es decir, todo
conjunto de K con m > n elementos es l.d. sobre k. Luego dim; K < n, o lo que es lo mismo [K : k] <
|G| O

Ahora estamos en condiciones de relacionar mas precisamente el grupo de Galois de una extension,
la normalidad y la separabilidad.

Teorema 5.13. Sea K|k una extension de cuerpos. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
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1. K es el cuerpo de descomposicion de un polinomio p(X) € k[X] el cual es separable.
2. k =Fix(G) para cierto subgrupo finito G de Aut(K).
3. K|k es finita, normal y separable.

Demostracién. 1 = 2: Sea G = Gal(K|k) < Aut(K). Como K|k satisface las condiciones del teorema [5.11
entonces |G| = [K : k] es finito. Tenemos que demostrar que Fix(G) = k. Sea F = Fix(G), entonces k C F CK
de manera que Gal(K|F) 2 G. Ademads Gal(K|F) € G ya que F = Fix(G), y obtenemos que Gal(K|F) = G.
Notando que ademas K es el cuerpo de descomposicion de p(X) sobre F, el teorema [5.11| implica que
[K:F]=|G|=[K :k],ycomo [K : k]=[K : F][F : k] entonces [F : k] =1y k =F, que es lo que queriamos
probar.

2 = 3: Sea G un grupo finito de automorfismos de K y k = Fix(G). Por el lema de Artin se tiene que
[K : k] < |G| y luego K|k es una extension finita. Sea q(X) € K un polinomio irreducible que tiene una raiz
a en K y sea X = Orb(a) = {o(a); o € G}. Luego tenemos que X C K es un conjunto de raices de q(X).
Escribamos X = {a = a;,ay,a3...,a,} con a; # a; sii# j de modo que el polinomio

gX)=X—-a))X —a)(X —a3)--- (X —a,) €K[X]

es separable y divide a q(X). Ademads, para cada o € G consideremos &: K[X] — K[X] definida por
SiocXt— 3" o(c;)X". En particular, para cada o € G se tiene que

i=0
6(g(X)) =X —o0(a))X —o(ax))X —o(a3))--- (X —o(a,)) = g(X)

Por lo tanto si g(X) = Zirzo d, X!, entonces o(d;) = d; para cada o € G. Es decir, g(X) € Fix(G)[x] = k[X].
Pero como q(X) es irreducible (y g(X) divide a q(X)), se tiene que g(X) = q(X). Entonces K tiene todas
las raices de q(X) y de lo anterior concluimos que K |k es normal. Ademas, como K|k es finita entonces es
algebraica, y por lo tanto el mismo argumento que antes prueba quepara cada a € K se tiene que irr, ; (X)
es separable en k[X]. Luego K|k es finita, normal y separable.

3 = 1: Como [K : k] es finito, entonces podemos escribir K = k(a;,a,,...,a,) con cada a; algebraico
sobre k. Consideremos los polinomios p;(X) = irr, (X) para cada i € [n] y notemos que como K|k es
normal, cada p;(X) se descompone linealmente en K[X ] y como K |k es separable, cada p;(X) es separable.
Entonces K es c.d.d. de p(X) = p;(X)p2(X)p3(X)- - - p,(X) el cual es separable. O

Si K|k es una extension que cumple cualquiera (entonces todas) de las condiciones del teorema ante-
rior, diremos que K|k es una extension galoisiana finita o que es una extension finita de Galois.

Notemos que si K|k es finita y de Galois entonces en la demostraciéon de 1 = 2 demostramos que
Fix(Gal(K|k)) = k. Reciprocamente, si K|k es finita y Fix(Gal(K|k)) = k, entonces por 2 se tiene que K|k
es de Galois. Por otro lado, si K|k es finita y de Galois y Gal(K|k) = G, entonces 1 dice que K es el c.d.d.
de un polinomio p(X) € k[X] separable y el teorema [5.11) muestra que [K : k] = |Gal(K|k)|. Ademas,
si K|k es finita y [K : k] # |Gal(K|k)|, entonces K|k no es de Galois. Por tltimo, si K|k es finita tal que
[K : k] =|Gal(K|k)|, entonces escribamos G = Gal(K|k) y F = Fix(G). Por 2 tenemos que K|F es de Galois,
luego Gal(K|F) = Gy [K : F] = |G| = [K : k]. Por lo tanto k = F, es decir Fix(Gal(K|k) = k y K|k es
galoisiana. Luego tenemos el siguiente teorema.
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Teorema 5.14. Si K|k es una extension finita, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
1. K|k es de Galois.
2. Fix(Gal(K|k)) = k.
3. [K : k] =|Gal(K|k)|.

El siguiente teorema es el mds importante de la teoria de Galois.

Teorema 5.15 (Teorema de correspondencia de Galois). Sea K|k una extension finita de Galois, y sea
G = Gal(K|k). Para cada H subgrupo de G se cumple que Gal(K|Fix(H)) = H, y para cada cuerpo intermedio
F de la extension K|k se cumple que Fix(Gal(K|F)) = F. Es decir, las aplicaciones Fix(-) y Gal(K|-) son inversas
entre si y biyectan los subgrupos de G y los cuerpos intermedios de la extension K|k. Ademds se cumple que

1. H, 2 H, < Fix(H,) C Fix(H,).

2. |H|=[K : Fix(H)].

3. [G:H]=[Fix(H): k].

4. H es normal en G < Fix(H) es normal sobre k. En este caso Gal(Fix(H)|k) = G/H.

Antes de dar la demostracion recordemos que si K|k es normal y F es un cuerpo intermedio, entonces
K|F es normal pero no necesariamente F|k es normal. Ademads, si K|k es separable y F es un cuerpo
intermedio, entonces K|F y F|k son separables. Luego si K|k es de Galois y F es un cuerpo intermedio,
entonces K|F es de Galois y F|lk no es necesariamente de Galois, mas atin Fl|k es de Galois ssi F|k es
normal.

Demostracion. Sea H < G y escribamos F = Fix(H). Como G es finito, entonces H es finito y por lo
tanto K|F es Galois. Luego Gal(K|F) = H y tenemos que |H| = [K : F] por el teorema anterior. Ademas
|G| =[K :k]=[K:F][F:k]=|H|[F : k], luego [F : k] =|G|/|H| =[G : H]. Ahora sea F cuerpo intermedio
de K|k, entonces K|F es de Galois y por lo tanto Fix(Gal(K|F)) = F. Hasta ahora hemos demostrado 2, 3 y
lo afirmado antes de 1.

Probemos 1: ya tenemos que si H; 2 H,, entonces Fix(H;) C Fix(H,). Reciprocamente, si Fix(H;) 2
Fix(H,), entonces H; = Gal(K|Fix(H;)) 2 Gal(K|Fix(H,) = H,), donde las igualdades ocurren pues K| Fix(H;)
es de Galois para cada i.

Nos falta demostrar 4. En general, si H < G y 1) € G, entonces Fix(nHn ') = n(Fix(H)). Entonces H es
normal en G ssi n(Fix(H)) = Fix(H) para cada n € G. Supongamos que 7)(Fix(H)) = Fix(H) = F para todo
n € G, y sea p(x) € k[X] irreducible en k[X] con a € F una raiz de p(X). Como K|k es normal y a € K,
entonces p(X) =A(X —a;)(X —ay)(X —a3)--- (X —a,) con A €k, los a; € K y a = a;. Pero ademas tenemos
que {a;,ay,a;5...,a,} = Orb(a) = {o(a); o € G} bajo la accién de G en K. Por lo tanto para cada q; existe
o € G tal que o(a) = q;, pero como o(F) = F para cada o € G, se tiene que a; € F para i € [n]. Luego Fl|k
es normal.

Reciprocamente, si F|k es normal con F = Fix(H), sea n) € G y sea K la clausura algebraica de K. Como
K|k es algebraica, entonces K es clausura algebraica de k. Sea t: K — K la inclusién, entonces ton: K — K
es un monomorfismo, por lo tanto (i o 1) es un monomorfismo de F a K, pero como F|k es normal
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tenemos que (1t on)p(F) = F, es decir n(F) = F. Es decir, para cada n € G se tiene que n(Fix(H)) = Fix(H).
Luego H es normal en G.

Por lo anterior, tenemos que si ) € Gal(K|k) entonces 1z € Gal(F|k). Definamos en este caso ¢ : Gal(K|k) —
Gal(F|k) por ¢(n) = nr, €l cual es un morfismo. Ademds si o: F — F podemos considerar ¢ : F — K dada
por o(a) = o(a) y 6: K — K una extension sobre o, de manera que ¢(G) = o. Luego ¢ es epimorfismo.
Por el primer teorema del isomorfismo se tiene que G/ ker(¢) = Gal(F|k).

Nos basta conocer el ker(¢). Tenemos que n € G estd en el ker(¢) ssi np = idg, es decir, n(a) = a
para todo a € F y concluimos que ker(¢) = Gal(K|F). Como K|F es de Galois y F = Fix(H) se tiene que
Gal(K|k) = H y entonces G/H = Gal(F|k). O

Una primera aplicaciéon del teorema de correspondencia de Galois es el teorema fundamental del
algebra. Para demostrar esto, primero notemos que C no admite extensiones de grado 2, pues si F|C es
tal que [F : C] = 2, entonces F = C(a) con a? € C. Como C contiene todas las raices cuadradas de sus
elementos, obtenemos que a € C. Ademas, el teorema del valor medio muestra que cada polinomio de
grado impar en R[X] tiene al menos una raiz en R, de modo que todo polinomio irreducible en R[X]
es de grado par salvo los polinomios de grado 1. Por lo tanto si F|R tiene grado impar, entonces para
cada a € F se tiene que [R(a) : R] divide a [F : R] y luego [R(a) : R] es impar. Como [R(a) : R] =
grad(irr, g )(X) tenemos que irr, zx(X) es un polinomio irreducible de grado impar y entonces irr, r es de
grado 1. Luego R no admite extensiones de grado impar salvo la trivial. Con estas observaciones podemos
dar una demostracién del teorema fundamental del algebra.

Teorema 5.16 (Teorema Fundamental del algebra). EI cuerpo de los niimeros complejos C es algebraica-
mente cerrado.

Demostracion. Tenemos que demostrar que C no admite extensiones algebraicas, salvo la trivial, que
es equivalente a decir que C no admite extensiones finitas. Sea entonces F|C una extension finita, de
manera que F|R es finita. Sea F = R(a;,a,y,as,...,a,) con q; algebraico sobre R y sea K 2 F 2 C el
cuerpo de descomposicién de p(X) = p1(X)p2(X)ps3(X)---p,(X), donde p;(X) = irr, g(X). Como R es de
caracteristica cero, entonces K|R es separable. Luego K|R es de Galois, y si G = Gal(K|R) tenemos que
[K :R]=|G|=[K : C][C: R]. Obtenemos que 2 divide a |G|. Escribamos |G| = 2"m con m impar.
Demostraremos que m = 1. Por el teorema de Sylow existe un subgrupo P de orden 2" en G. Por el
teorema de correspondencia de Galois L = Fix(P) es un cuerpo intermedio de la extension K|R tal que
[G:P]=[L:R]=m,ycomo m es impar se cumple que m = 1 (ya que las tnicas extensiones de grado
impar de R son las triviales). Por lo tanto G = P un 2-grupo de orden 2". Entonces [K : R] = 2" = |G|
y concluimos que [K : C] = 2f = 2"7!, Como K|R es de Galois, entonces K|C es de Galois. Si t > 1,
entonces existe un subgrupo normal H de orden 2! en G. Para ese H se tiene que Fix(H) = E, entonces
[E:C]=[G:H]=2,esdecir E|C es una extension de grado 2, lo cual es falso. Por lo tanto t =0y K =C,
y concluimos que F =C. O
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5.5. Ejercicios

Ejercicio 5.1. Usando el teorema de estructura de grupos abelianos finitamente generados, pruebe que
si k es un cuerpo entonces cualquier subgrupo finito de k™ es ciclico, y que el grupo aditivo de F, (donde
q = p" con p un primo) es isomorfo a Z, & --- ® Z,,.

Ejercicio 5.2. Sean a y  dos nimeros complejos trascendentes sobre Q. Muestre que a8 y a + 5 no
pueden ser ambos algebraicos sobre Q.

Ejercicio 5.3. Un cuerpo k se dice cuerpo ordenado si existe P C k (llamado el conjunto de los positivos)
tal que es cerrado bajo la suma y el producto de k y satisface la ley de tricotomia, esto es, para cada x € k
se tiene una y solo una de las siguientes condiciones: x = 0, o bien x € P, o bien —x € P. En lo que sigue
k es un cuerpo ordenado y P es el conjunto de positivos de k.

a) Muestre que k contiene una copia isomorfa de Q.

b) Si x,y € k, y se cumple que y —x € P escribimos x < y. Definimos x < y de la forma obvia y
|x| = max{x,—x}. Muestre que se cumple que |x| = 0 ssi x = 0, y que para x,y € k se tiene que
Ixyl=Ixllylelx+yl <[x[+]yl.

¢) Dado S c k diremos que u € k es una cota superior de S si s < u para todo s € S. Si u es cota superior
de S y u < z para toda cota superior z de S, entonces decimos que u es supremo de S. Si k es tal
que todo conjunto acotado superiormente tiene supremo, diremos que k es un cuerpo ordenado
completo. Demuestre que si k es un cuerpo ordenado completo, entonces es arquimediano, esto es,
para todo x € k existe n € N tal que x < n (aqui nos referimos a la copia de los naturales dentro de
la copia de los racionales que esta en k).

d) Si k es un cuerpo ordenado completo, entonces la copia de @ es denso en k (es decir, para cada
p € Pyx €k existe g € Q tal que |[x —q| < p).

e) Sean k; y k, cuerpos ordenados completos, Q; la copia de Q en k; parai =1,2 y 7 el Unico isomor-
fismo de Q; en Q,. Para cada x € k; definimos ¢(x) = sup{7(q) € Qy;q < x} € k,. Muestre que 1) es
un isomorfismo de anillos que preserva el orden.

Ejercicio 5.4. Pruebe que un cuerpo ordenado no puede ser algebraicamente cerrado.

Ejercicio 5.5. Sea K|k una extension algebraica donde k es un cuerpo infinito. Pruebe que existe una
cantidad finita de cuerpos intermedios k € M C K ssi K|k es una extensién simple.
Indicacion: piense en extensiones del tipo k(a +yf3) con y € k.

Ejercicio 5.6. Pruebe que toda extension finita y separable es simple.

Ejercicio 5.7. Sea K|k una extensidn finita de grado n y a € K. Pruebe que:
a) La funcién de K en K dada por I(x) = ax es una funcién lineal.
b) El polinomio minimal de a divide al polinomio caracteristico de la matriz representante de [.
c) Las matrices de n x n contienen una copia isomorfa de cualquier extension de grado n y de cualquier
extension de grado d con d un divisor de n.
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Usando lo anterior, calcule el polinomio minimal de v2 + v/4 sobre Q.

Ejercicio 5.8. Sea k un cuerpo de caracteristica prima p, n > 1 un natural, a € k y sea f(X) =XP" —a €
k[X], con K su cuerpo de descomposicion sobre k.

a) Muestre que f(X) tiene una sola raiz ¢ € K (¢ de qué multiplicidad?).
Ahora queremos mostrar que f(X) no es irreducible en k[X] ssi a = b? para algun b € k.

b) Pruebe la implicancia <.
Supongamos ahora que f(X) no es irreducible en k[X] y que g(X) € k[X] es un factor ménico de grado m
(con 0 <m < p™) de f(X).

c) Parala raiz ¢ de f(X) de la parte a), muestre que g(X)= (X —c)™ en K[X], y que ¢, P ek.

d) Muestre que para algtin natural [ < n, se tiene que P ek.

Indicacién: Muestre que hay un natural [ < n y enteros r,s € Z tales que p! = rm +sp".
e) Concluya la implicancia =.

Ejercicio 5.9. Sean p primo, F cuerpo de caracteristica p y K = F(a) # F donde «a es raiz del polinomio
q(X) =XP—X—1 € F[X]. Muestre que K es cuerpo de descomposicion de q(X) sobre F, y que | Gal(K|F)| =

p.

Ejercicio 5.10. Sea n € C tal que n°+ 1% +1 =0, sea K = Q(7) y sea Q la clausura algebraica de Q
contenida en C.

a) Sea G = {z € C; 2° = 1}. Muestre que G es un subgrupo finito de K*.

b) Muestre que si o: K — Q es un morfismo, entonces o(K) =K.

c) Sea m un entero positivo primo relativo con 9. Demuestre que existe un automorfismo de K tal que

o(m=n"
d) Demuestre que p(X) =X®+ X3 +1 es irreducible en Q[X].
e) Pruebe que Gal(K|Q) = Zj.

Ejercicio 5.11. Sean p primo, n un entero positivo no divisible por p y q = p". Sea ademéds G = Aut(F,).
a) Demuestre que Gal(F4|F,) =G y que G es ciclico de orden n.
b) Demuestre que ), ., 0(x) € F, para cada x € F,.
c) Pruebe que T: F, — F, definida por T(x) = >
d) Pruebe que siv € Fy, entonces T(v—vP) =0.
e) Pruebe que existe w € F, tal que T(w) = 1.
f) Seau e, tal que T(x) =0y w €F, tal que T(w) = 1. Defina v por

o 0(x) es Fp-lineal y no nula.

2 2 2 n—2 n—2
v=uw+u+uPwP +(u+u? +uP WP+ (w4 40P wP

Muestre que u =v —vP.
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