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Tarea 1

P1. (a) Sea G grupoy H,K <G, entonces H =K < G/HNG/K # 0.

R:

Claramente para la izquierda no hay nada que demostrar. Para el otro lado, si es que

G/H NG/K # (), entonces existen z,y € G tales que Hr = Ky, es decir Hry~! = K y como
e € H, en particular zy~' € K = yz~' € K. Sigue directamente que K = Kxy~ ' = H.

(b) Indicacién: Para esta pregunta, puede utilizar sin demostrar los resultados de la pregunta 2 del
control 1.

i.

ii.

Demuestre que si G/Z(G) es ciclico, entonces |G/Z(G)| = 1.

R: Dela P2 i) del control sabemos que Z(G) <G, luego el cociente esta bien definido. Para ver
que |G/Z(GQ)| = 1, basta demostrar que G = Z(G), es decir que G es abeliano. En efecto, sean
x1,z2 € G, recordemos que G/Z(G) es una particién y que por hipétesis es ciclico, digamos
que su generados es yZ(G), luego, existen ni,ne € Z'y 21,29 € Z(G) tales que z; = y™iz;, y
por ende

Ty = Y2y Pz = Yy zz = YT 2z = Y M 2z = Y 2y 2 = o

Donde el segundo, tercer y pentltimo igual fueron debido a que z; conmuta con todos (por
estar en el centro), y el cuarto por propiedad conocida.

Pruebe que si |G| = p?, entonces es abeliano.

R: De la P2iv) del control, sabemos que si |G| = p", con r > 1 entonces G no tiene centro
trivial, es decir |Z(G)| # 1. Si a esto, le agregamos el teorema de Lagrange (y el hecho de que
el centro es subgrupo), entonces |Z(G)| € {p,p*}. Si llegase a ocurrir el primer caso entonces
|G/Z(G)| = p, y como todo grupo de orden primo es ciclico, podemos utilizar la parte anterior
para llegar a una contradiccién. Luego, la tinica posibilidad es que |Z(G)| = p? y por lo tanto
G = Z(Q), es decir G es abeliano.

(c) Sea pu, = {z € C: 2" =1, el grupo de las raices n-ésimas de la unidad. Demuestre que p, es un
grupo ciclico de (C*,-), y que C*/u,, = C*.

R:

Sabemos que
2k

un={e ™ ,ke€o,..,n—1}

Luego, Vz € pu,, 3k € Z tal que

i 127 i2m
zZ=€e n :(en)kiun:‘en‘:}ﬂn

es subgrupo ciclico (Claramente @) # p,, C C*).

Como (C*,+) es abeliano, todo subgrupo es normal y por ende el cociente C*/p,, estd bien definido.
Para ver que C*/u, = C* consideremos f : C*/u, — C* tal que f(zpu,) = 2" y veamos que es
isomorfismo.

i.

ii.

Esta bien definida y es inyectiva:
L = Zofin S 2125 Epn S (212 ) =120 () =16 20 = 2T,
Es sobreyectiva: Sea w € C* = 3z € C* : 2" = w, y por lo tanto

fzun) = 2" = w.
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ili. Es morfismo:

f(zitin - 22pm) = f(z12200) = (2122)" = 2725 = f(z210n) - f(2200n).
Como existe un morfismo biyectivo entre las dos estructuras, estas son isomorfas.

(d) Demuestre que para G grupo y N <J G, se cumple que: G/N es simple, si y solo si, N es un
subgrupo normal propio maximal de G.
R: Ambas implicancias son resultados directos del teorema de correpondencia. En efecto, para la
implicancia de izquierda a derecha razonamos por contradiccion, si N no es un subgrupo normal
propio maximal, entonces existe Ny < G, con Ny # G tal que N < Na, luego si consideramos
m: G — G/N, con m(g) = Ng, se cumple que No 9G < w(N3) <n(G) = G/N y por lo tanto G/N
no es simple. Para la otra implicancia, sea Q@ <G/N, como el teorema garantiza que 7 (visto como
la imagen) es sobreyectiva, se tiene que 3H, tal que N < H < G,y n(H) = Q <G/N = n(G),
luego H < G, es decir N no es un subgrupo normal propio maximal.

P2. Sea (G,-) un grupo:
a) (1 pt.) Probar que el grupo de automorfismos interiores:
Inn(G) == {¢, : G — G, donde ¢,(h) = ghg™'}

Es un subgrupo normal del grupo de automorfismos con la composicién (Aut(G), o).

R: Para ver que los automorfismos internos son un subgrupo, como ¢. = Idg, basta ver que son
cerrados bajo la composicién, en efecto:

¢g 0 u(t) = g(hth™")g~" = (gh)t(gh) ™" = dgn(t)

Para ver la normalidad, sea o € Aut(G), luego:

godpoa ! (t)=a(go (t)g™")
=a(g)o(o™ (t)a(g™") = a(g)to(9)™" = ¢o(g)(?)
b) (1 pt.) Sea G abeliano, ver que Inn(G) = {Idg}.
R: Sea ¢, € Inn(G), para algun g € G, luego veamos que:

¢g(t) = gtg™! = gg~'t =t = Idg(t)
c) (2pt.) Si G =7Z, (A que grupo es isomorfo Aut(Z)?
Concluir que Z tiene algin automorfismo no interior.

R: Sabemos que si ¢ € Aut(G) es un automorfismo, entonces ¢(1) define tinicamente al morfismo,
esto es pues para todo m € Z., tenemos que:

d(m)=¢o(1+1+..4+1)=me(l)

Ademas, si m es negativo, tenemos que:

¢(m) = —[m|¢(1)

Luego, notemos que I'm(¢) = Z, puesto que es sobreyectivo por ser automorfismo, ademés de lo
anterior tenemos que:

Im(¢) = ¢(1)Z

Para tener ambas cosas al mismo tiempo, necesariamente |¢(1)| = 1, luego ¢(1) € {—1,+1}
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d) (2 pt.) Si ahora G es un grupo ciclico finito, probar que:
Out(G) := Aut(G)/Inn(G) = {T, : g € G tales que 3k € G : kg = gk = 1}

Donde T} es la funcion dada por la multiplicacién por g, esto es: Ty(h) = gh.

R: Sabemos que si G es ciclico finito, entonces:

G ~7Z/mZ, para algun m € Z

Andlogamente al caso anterior, tenemos que si ¢ € Aut(G), este queda determinado tinicamente
por ¢(1 +mZ), luego de la sobreyectividad, tenemos que:

Im(¢) = ¢(1 +mZ)Z/mZ = Z/mZ
Asi, como 1+ mZ € Z/mZ, luego existe k + mZ € Z/mZ tal que:
d(1+mZ)(k+mZ) = (1+mZ)

Denotemos ¢(1 +mZ) = p(1) + mZ, con (1) € {0,...,m — 1}, luego la ecuacién anterior se lee
como:
e(WMk+mZ=14+mZ

= dn€Z, tal que: p(lk—1=mn = p(k—mn=1

Luego el méximo comun divisor entre ¢(1) y m es 1, por el lema de Bezdéut.

Finalmente, recordemos que en los grupos ciclicos finitos de la forma Z/mZ, los elementos invert-
ibles son justamente aquellos k + mZ, donde k es coprimo con m.

En lo anterior probamos que si ¢ es un automorfismo de Z/mZ, entonces ¢(1 + mZ) es tal que el
representante ¢(1) de ¢(1 +mZ) en {0,...,m — 1} es coprimo a m, luego (1) +mZ es invertible
en Z/mZ

P3. [Subgrupos de Sylow, automorfismos y grupos simétricos]

(a) Sea G un grupo, p € N primo y Syl,(G), el conjunto de p-subgrupos de Sylow de G.

i. Muestre que todo automorfismo ¢ € Aut(G) induce una permutacién o, € SSylp(G)a donde
0,(S) = p(S), para S € Syl,(G).
R: Para todo subgrupo H < G, ¢ induce un isomorfismo ¢|g : H — ¢(H). En particular,
si S es p-Sylow, entonces ¢(S) es p-Sylow (los ordenes de grupos isomorfos coinciden). Luego
o,(8) € Syl,(G).
Por otro lado, es claro que o, € Ssy1 (c), Puesto que o,-1 es su inversa (0, 0 0,-1(5) =
e(p~1(8) = 9).

ii. Muestre que para todo S, S’ € Syl (G), existe ¢ € Aut(G) tal que o,(S) = 5"
R: Por el segundo teorema de Sylow, S y S’ son conjugados, de modo que basta tomar el
automorfismo interior correspondiente I, tal que S’ = aSa=! = I,(S).

iii. Muestre que la funcién ¥ : Aut(G) — Ssyl, (G, donde Y(p) = oy, para ¢ € Aut(G), es un
morfismo de grupos.

R: (3(0) 0 X(9))(S) = ¢(¢(5)) = (90 9)(5) = % 0 ¢) ().
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(b) Recuerde que la funcién Z : G — Aut(G), g — I, es un morfismo, donde I, : G — G es el
automorfismo interior I,(z) = gzg~'. Se tiene que Int(G) = Im(Z) es el grupo de automorfismos
interiores y

Z(G@)={geG:Vx € @G, gr=1g} =ker(Z) G

es el centro de G.

i.

ii.

Muestre que el centro de Ss es todo S, es decir Z(S3) = So.
R: Sy 2 (5 es Abeliano, por lo tanto Z(S2) = Ss.

Muestre que para todo n > 3, el centro de S,, es trivial, es decir Z(S,,) = {id}.

R: Sea o € S, \ {id}. Luego, existen i,j € {1,...,n} tal que (i) = j # i. Sea k €
{1,...,n}\ {4,5} (# 0, puesto que n > 3).

Sea 7 = (jk) € Sp. Se tiene que o o7(i) = 0(i) =jy 700(i) = 7(j) = k # j. De modo que
ocoT #Too ypor lo tanto o ¢ Z(Sy,).

(¢) Para todo lo que sigue, seap=2363yn=p+1.

i.

ii.

Describa explicitamente todos los p-subgrupos de Sylow de S, es decir, calcule Syl,(S3) y
Syl (S4).
R: Los p-subgrupos de Sylow de S,1 son de orden p (ya que p? /(p+1)!). En particular, son
ciclicos.
Por otro lado, todo p-ciclo en S,41 genera un grupo ciclico de orden p, de modo que hay més
de un p-subgrupo de Sylow.
Recordemos que si o € S, se escribe como composicién de ciclos disjuntos ¢ = ¢; o -+ o ¢y,
entonces Ord(c) = mem(Ord(c;)). Luego, todo elemento de orden p debe escribirse como
composicion de p-ciclos disjuntos. Como 2p > p + 1, sigue que todo elemento de orden p en
Sp+1 es necesariamente un p-ciclo.
Asi,

Syl,(Spt1) = {{c) : ¢ € Spy41 es un p-ciclo}.

En el caso particular de p = 2, 3, se tiene que

Syly(93) = {((12)), ((23)), ((31))},
Sylz(Sa) = {((123)), ((234)), ((341)), ((412)) }.

Muestre que en estos casos el morfismo X : Aut(S,) — Ssy1 (s, en (a.iii) es un isomorfismo.
R: En (b.i) vimos que Z(Sp41) = {id}. En particular Z es inyectiva y por lo tanto,
|[Aut(Sp41)| > [Sp+1| = (p+ 1)L Por otro lado, en (i) vimos que #Syl,(Sp+1) = p + 1,
por lo que [Sgy1 (s,,,)| = (p+ 1)

De modo que, basta mostrar que X es injectiva (en tal caso se tendria que ambos grupos tienen
el mismo orden y por lo tanto, todo monomorfismo es un isomorfismo).

Supongamos entonces que Y(¢) = id, es decir, ¢(S) = S para cada S € Syl,(Spi1)-

Caso p = 2: De (i) sabemos que si S € Syl,(S3), entonces S es un grupo ciclico generado por
una transposicién. Luego, si p(S) = S, entonces ¢ fija la transposicién (el dnico otro elemento
en S es la identidad que necesariamente es fija por ). Luego, si ¢ € ker(X), entonces ¢ fija
todas las transposiciones. Pero, como las transposiciones generan Ss, se tiene que ¢ fija cada
elemento de Ss, es decir, ¢ = id. Sigue que ker(X) = {id}.

Caso p = 3: De (i) sabemos que si S € Syl;(S4), entonces S es un grupo ciclico generado por
un 3-ciclo. Luego, si ¢(S) = S, entonces ¢ o bien fija el 3-ciclo, o bien lo envia a su inverso
(el tnico otro elemento en S es la identidad que necesariamente es fija por ¢).
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iii.

Sea (ijk) un 3-ciclo en Sy. Entonces p((ijk)) = (ijk) o (kji). Si p((ijk)) = (ijk), como
(ijk) = (i7)(jk), entonces

(1) (Gk) = (ijk) = ((ijk)) = @((i5))((GF)).
Si ¢((ijk)) = (kji), entonces
(k4)(57) = (kji) = @((ijk)) = ¢((i5))p((GF)).

Notemos que en general, en S,,, todo automorfismo preserva la paridad de los elementos y en
Sy se tiene que los tnicos elementos impares son las transposiciones (justificar) y, por lo tanto,
todo elemento par puede escribirse como producto de dos transposiciones.
Sigue entonces que ¢ induce una permutacién en las transposiciones de Sy.
Como ¢((if))p((7k)) = #((ijk)) = (ijk) o (kji), entonces ©((ij)) € {(ij), (jk), (ki)}. Por otro
lado, si | € {1,2,3,4} \ {4, ], k}, entonces (i7)(kl) = ©((ij))p((kl)) (justificar) son disjuntas,
de modo que (i) € {(ij), (k)}.
Se concluye que ¢((ij)) = (ij), es decir, ¢ fija las transposiciones y, por lo tanto, ¢ = id.
Sigue que ker(X) = {id}.
Asi, para p = 2,3, ¥ : Aut(Sp41) — Ssyl, (Sp11) €8 un monomorfismo y como |[Aut(Sp41)| >
|Ssy1 (s,,1)| son finitos, se concluye que ¥ es un isomorfismo.

p\Pp+1

Concluya que Aut(S,,) = Int(S,) = S,.

R: De (i) se tiene que [Aut(Sp41)| = [Ssy1, (5,41)| ¥ en (i) vimos que #8Syl,(Sp41) = p+ 1.
Luego, |[Aut(Sp41)| = (p+ 1)

De (b.ii) sabemos que Z : Sp11 — Aut(Sp4+1) es inyectiva, de modo que Spy1 = Im(Z) =
IHt(Sp+1).

Pero |[Aut(Sp+1)| = (p + 1)! = |Sp+1|, de modo que Z es de hecho un isomorfismo y, en
particular, sobreyectiva. Sigue que Int(Sp41) = Im(Z) = Aut(Sp+1).



