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Este documento estd destinado a demostrar que todas las normas en R? son equivalentes. Re-

cordemos que dos normas || - || y || - ||" en R? son equivalentes si existen constantes K;, Ko > 0
tales que

Vo eR?, ol < Kaiflel* v [lall” < Kol
En tal caso, escribiremos || - || ~ || - ||".

El siguiente lema muestra que la relacién de equivalencias de normas es transitiva.

ok

Lema 1 Sean |- ||, ||- " y || - "™ tres normas en R, Si || - |" ~ |- || y |||~ - " entonces
-1~ 0
Demostracion. Como || - ||" ~ |- ||y || - || ~ || - ||”" entonces existen K7, Ki* > 0 tales que
ve eRY, o)t < Killzll v flell < K7 el
Luego, definiendo K; = K7 - K{* > 0, se tiene que
voe e RY, lzf|* < Kol < K- K|z = Kl
Andlogamente, podemos construir Ko > 0 tal que
Vo €RY, ol < Kol
Se concluye entonces que || - ||* ~ || - ||, concluyendo la demostracién. O

Con esta consideracién, para probar el resultado deseado, es suficiente con mostrar el siguiente
teorema:

Teorema 2 Toda norma || - || en R? es equivalente a || - ||,, donde || - ||, es la norma dada por
d
lzlly =) Jzal-
n=1
En lo que sigue, fijemos una norma |- | en R? Mostraremos que ||-|| ~ ||-||,. Para esto,

ocuparemos los siguientes dos Lemas:



Lema 3 Eziste una constante K1 > 0 tal que

2|l < Killzll,, VoeR%

Demostracion: Para cada indice i € {1,...,d}, denotemos por e; € R? al i-ésimo vector canénico
de R?, es decir, al vector cuyas coordenadas estdn dadas por

1 sii=j

(ei =1, si i # 7.

Notemos que todo € R? puede escribirse como Z?Zl x;e;. Entonces, tomando
Ky =méx{|le;]| : i=1,...,d},

tenemos que K37 > 0 (pues ||e;|| > 0 para todo i € {1,...,d}) y ademés

d d d
lzll < D llwieill = leallleall < Y Kilzs| = Kz,
i=1 i=1 i=1

donde la primera desigualdad se obtiene por desigualdad triangular. Como 2 € R es arbitrario,
hemos concluido que para todo = € R?, ||z|| < K;||z||1, lo que concluye la demostracién. O

Lema 4 Consideremos el conjunto
Si:={zeR? : |z|; =1}.

Si definimos m := inf{||z|| : = € S1} tenemos que m > 0.

Demostracion. De la definicién de infimo, podemos encontrar una sucesién (,)nen en R? tal
que

1
VneNa, €Sy m< e <m
Veamos que (2n)nen tiene una subsucesién || - ||;-convergente (es decir, convergente respecto a
la norma || - ||;). Esta subsucesién la construiremos inductivamente:

1. Consideremos primero la sucesién (z}),en dada por la primera coordenada de la sucesién
(zn)nen. Notemos que
1
|z, | < ||znli =1, VneN,

lo que implica que la sucesién (z1),en es acotada en R. Aplicando el teorema de Bolzano,
tenemos que (zl),en tiene una subsucesiéon convergente, es decir, existe una funcién ¢ :
N — N creciente y r; € R tal que

1

Toi(n

n—oo
) — 1.

2. Consideremos ahora la sucesién (xil (n))neN dada por la segunda coordenada de la sucesién
(%4, (n))nen. Notando que las mismas condiciones del paso anterior se cumplen, tenemos
que (zil(n))”eN tiene una subsucesién convergente, es decir, existe una funcién @y : N — N
creciente y ro € R tal que



3. Replicando el argumento para todo ¢ € {1,...,d}, construimos una familia de funciones

crecientes ¢1,...,0q: N —= Ny un vector r = (rq,...,rq4) € R? tal que
vie{i,...,d}, Lo 0pi(n) — 2 Tir

Sea ¢ = p10pq0...0p4. Al ser una composicién de funciones crecientes, ¢ es también una funcién
creciente de N en N. Més atin, para cada i € {1,...,d — 1}, la sucesién (xza(n)) es subsucesién

., i . .y L )
de la sucesién (xwlomow(n)). en efecto, basta notar que la funcién ¢ := ;11 0...0 @y es una

funcién creciente y que

(x:a(n)) = (xfplo...ocp,iocp,iJrlo...mpd (n)) = ((xfplo.“ogaioqﬁ(n)))'

Por lo tanto, al ser (a:fo(n)) una subsucesion de una sucesién convergente, entonces es también
convergente y su limite es el limite de la sucesuén original, es decir,

i n—oo
xv(n) —_— ;.

Asi, paracadai € {1,...,d}, se concluye que x;(n) 27 Luego, es facil ver que la subsucesién
vectorial (2,(,)) debe converger al vector 7 con respecto a || - ||;. En efecto,
d
L n—oo
|Zpm) — 7l = Z |24y — il —— 0.

i=1
Finalmente, notemos que como S es || - ||;-cerrado, y (z,(,)) C S1, se tiene que r € S;.
En particular, concluimos por propiedad de las normas que r # 0. Entonces, como || - || también
es norma, necesariamente tenemos que ||| > 0.
Para concluir que m > 0, demostraremos que ||r|| = m. En efecto, usando la desigualdad trian-
gular inversa y el Lema 3, podemos escribir

0 <zl = 17l < [pm) = rll < Killzpem) =il = 0.

Asi, concluimos que ||z, || — ||z||. Pero notando que por construccién

1
m < |[zyml| <m+ —— = m,

p(n)

concluimos por sandwich de sucesiones reales que
Il = Litm 12 | = m.

Esto concluye la demostracion. O
Veamos ahora la demostracion del Teorema 2.

Demostracion (Teorema 2): Por el Lema 3, solo nos queda demostrar que existe Ko > 0 tal que

Vo € R, [lzfli < Kalloll.



Sea m = if{||z|| : z € S}, donde S; = {z € R? : ||z||; = 1}. En el Lema 4, mostramos que
m > 0 y por lo tanto, podemos definir K5 = m~! que es también estrictamente positivo.

Veamos ahora que ||z|; < Ks||z||. Si 2 = 0, la desigualdad se cumple trivialmente, pues ||0|; =
0 < K5 - 0 = K»]|0]]. Supongamos entonces que x # 0. En tal caso, podemos definir

T

Y=
[[]]1

Como || - ||; es norma, tenemos que

1
= ——llz[L =1
1 [Eli

s
lyls = H
(E4IR

Asi, y € Sy y por lo tanto, |ly|| > m. Luego, podemos escribir

1

X
m < =|—r/ =—|z
< Il ‘nxan I

de donde concluimos que
lzlly < m™Ha|| = Kalz]),

que es exactamente lo que queriamos demostrar. Como la desigualdad es cierta tanto para x = 0
como para x # 0, la demostracién esta terminada. O



Algunas Observaciones

1. En muchos momentos, dada una sucesion (z,)nen, estudiamos la convergencia de la suce-
sién (||zy||)nen. Esta segunda sucesién es una sucesién de numeros reales, y por lo tanto
podiamos usar toda la maquinaria de limites vistas en los cursos anteriores.

2. En la demostraciéon del Lema 4, usamos implicitamente que si una sucesion es convergen-
te por coordenadas, entonces es convergente en | -[|;. Esto es mds débil que el resultado
que vimos en clases que dice que una sucesién es convergente si y sélo si es convergente
por coordenadas, independientemente de la norma. En la demostracion de este teorema,
no podiamos usar aquel resultado pues la demostracién que vimos en clases ocupaba la
equivalencia de normas. Es por esto que tuvimos que probar la convergencia con respecto
al -, de nuevo.

3. El paso clave del Lema 4 es el argumento diagonal finito. Este argumento nos dice que
cada vez que tengo una familia finita de sucesiones (z)nen, (22)nen, - -, (ZF)nen todas
acotadas en R, puedo extraer una familia de subsucesiones convergentes indexadas por la
misma funcién ¢ : N = N. Dicho de otro modo, puedo encontrar una funcién ¢ : N — N
estrictamente creciente tal que las subsucesiones (x(lp(n))neN, (22) p(myens - - - (x’;(n))neN son
convergentes.



