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P1. Considere la matriz

3 -2 0
A=1-2 3 0
0 0 5

(a) Calcule el polinomio caracteristico de A, los valores propios de A y sus multiplicidades algebréicas.
R:
33—\ =2 0
p(A) =|A—=X| = -2 3-X 0 (escogiendo la tercera columna)
0 0 5-—A

—oo|(¢ S Cat @ lren|C 0
=GB-MNB=-N)>=D=6-XN)6-6A+A)=(-N)A-1)A-5)

Luego, imponiendo p(A) = 0, se concluye que los valores propios son 1 y 5, donde el primero tiene multiplicidad
algebraica 1, y el segundo 2.
(b) Determinar los espacios propios asociados a cada valor propio y calcule las multiplicidades geométricas de

cada valor propio.
R: Resolvemos (A — AI)v = 0. Primero para A = 1.

2 -2 0 2 =20 1] 0 2 =2 0 ] 0
2 2 o0|lv=0=s[-2 2 o0 o2 (o 0o 0 | 0
0 0 4 0 0 4 1] 0 0 0 4 1] 0
V1 V1
Lo que se traduce en las ecuaciones 2v; — 2v9 =0 = v1 = v3 y dv3 =0=v3 =0. Luego, [vs | = | v1 | =
U3 0
1 1
v1 | 1] Asi el vector propio asociado a A = 1, es | 1 |, que si se normaliza es % 1] (y la multiplicidad
0 0
geométrica es 1).
Para A = 5.
-2 =2 0 -2 -2 0 | 0 B -2 =2 0 1] 0
2 2 0|lv=0=(-2 200|210 0 0 o0
0 0 O 0 0 0 | O 0 0 0 | O
U1 V1 1 0
Lo que se traduce en la ecuacion —2v12vy = 0 = v = —wvs. Luego, (v | = | —vi | =v1 [ -1 | +v3 |0
U3 V3 0 1
Notemos que los dos vectores ya son ortogonales entre si, por lo que solo es necesario normalizar. Con esto el
1 0
subespacio propio asociado a A = 5 es el generado por el conjunto % -11,10 , ¥ su multiplicidad
0 1

geométrica es 2.



(c) Concluya que A es diagonalizable y explicite las matrices P y D.
R: Como la multiplicidad geométrica y algebraica son iguales en todos los casos, se tiene que A es diagonali-
zable (Es lo que tenfa que ocurrir, pues A es simétrica).

1 1
5 v Y

P=|J5 —J5 0| yD=diag(1,5,5)
0 0 1

(d) Dar una expresién sencilla para A", con n € N.
Como sabemos toda matriz diagonalizable A = PDP~! cumple que A" = PD"P~! (Con P! = PT si A es
simétrica), as{

1 1 1 1
L (E A N NN g s
A:E—ﬁoo5gﬁ—ﬁo

0o o 1/ \0 0 5"/ \o o0 1

(Es casualidad que P también haya quedado simétrica).

(e) (Es A invertible? De serlo, {Cuél es su inversa?
Si, pues todos sus valores propios son no nulos. Su inversa estd determinada por

1 1 1 1
viovi O rooy/m om0
At=L —L o]lo L oL -+ o
V2 V2 5 V2 V2
0 0 1 0 0 5 0 0 1
P2. Encuentre la diagonalizacién A = PDP? de la siguiente matriz.
20 0 0
00 0 O
A= 00 1 -1
00 -1 1
R: Control 3 de 2007-2, P2(a).
P3. Sea
2 a b ¢
0 3 a b
A= 001 al @® b,ce R.
0 0 0 1
Determine los valores a, b y ¢ para los cuales A resulta diagonalizable.
R:
2 a b ¢ vy 2v1 + avg + bus + cuy U1
10 3 a b vy | 3vg 4 avs + buy _ Vo
Av = 0 01 a vg | V3 + avy = V3
0 0 01 vy V4 V4

Como es una triangular superior sabemos que los valores propios son los que estan en la diagonal. Primero A = 1:
de la cuarta fila deduzco que v4 = vy, de la tercera vs +avy = v3 = vy = v3 y avy = 0. Esto nos divide en dos casos
primero: a = 0. de la segunda 3vy + a,3 + byd = vo = vo = %’u, y de la primera 2v; 4+ avy + b,3 + cvg = v1 =

v1 = —bvg — cvg Por lo tanto
U1 —bug — cvy —bus — cvy —b —c
—b —b —b
Vg 2y 2y 0 =2
— 2 — 2 = v3 +ug | 2
V3 V3 V3 1 0
V4 V4 V4 0 1



P4.

Lo que estd muy bien muy tiene dimensién algebraica y geométrica 2. Ahora si v4 = 0 de la segunda 2vy 4 avs =

2
a”—2b
V1 5
—a : —a? a®—2b . U2 =2
0 = vy = 3 y finalmente de la primera v; + =5~v3 + bvs = 0 = v = “5=v3, es decir oa | =3 i ,
3
V4 0

solo es un vector propio y la multiplicidad algebraica era 2, por lo tanto no es diagonalizable.

Segundo A = 3, recordemos que ya sabemos que ¢ = 0. De la cuarta ecuacion vy = 3vq4 = v4 = 0, de la tercera

vy = 3vz = v3 = 0, de la segunda 3vy + 0+ 0 = 3vs = vo = vy y de la primera 2v; = 3v; = v; = 0, es decir
(% 0

ZQ =v2 || lo que esta perfecto pues tiene mutiplicidad algebraica 1.
3
V4 0
Tercero y dltimo A = 2, de la cuarta vy = 2vy = v4 = 0, de la tercera vs = 2vs = v3 = 0, de la segunda
V1 1
3vg + 040 = 2v3 = vy = 0y de la primera 2v; = 2v; = v; = vy. Asi 22 = 8 . Es decir solo hay que
3
V4 0
imponer a = 0 y dejar libres b, ¢
—b —c 0 1
. ) 2 1 0 : .
Finalmente la base sera: E (2) ol 1o es claro que este es un conjunto li y como son 4 vectores
0 1 0 0

generan R*

Sea z € R™. Considere la matriz A € M,,,(R) definida por: A = I + zz*
(a) Pruebe que A es diagonalizable.
R: Notemos que (I + 2z2")t = I'' + (22!) = I + 22! es decir es simétrica y por lo tanto diagonalizable.

(b) Pruebe que z es vector propio de A y calcule su valor propio correspondiente.
R: Az = (I + 22"z = 2+ 2(2'2) = (2 + (2'2)2) = (1 + 2'2)z pues z'z es un escalar. Por lo tanto el valor
propio es 1 + ztz.

(¢) Sea p € R™ ortogonal a z. Pruebe que u es vector propio de A asociado al valor propio 1.
R: Ap = (I + 228 = p+ 22t = p pues 28 = 0 al ser ortogonales.

(d) Encuentre todos los valores propios de A y sus multiplicidades. Puede serle 1itil calcular dim(z*).

hn
. 1 i n n —2Z; Y2
R: Notemos que dim(z~) = n — 1, puessea y € 2= = Y ", zy; = 0=y =Y ., Y = o=
Ys:
Yn
zz2 —Z3 ZZn
21 z1 Z1
1 0 0
0

+ ys L S Yn 0 Y este espacio claramente tiene dimensién n-1.
0 0 1
Luego cada uno de esos vectores propios es ortogonal a z y por la parte anterior todos tienen como valor propio
el 1. (De ahi saco n-1 y agrego el mismo z).
(e) Calcule el determinante de A.

R: Sabemos que en una matriz diagonalizable el determinante es la multiplicacién de los valores propios, asi
el determinante sera (1 + z'z)

(f) Encuentre 8 € R tal que A=t =T + Bzzt.
R: Queremos que I = (I + z2)(I + Bz2t) = I + Bzzt + 22t + B2(2'2)2t = T + (B + 1 + 2%2)22t. Luego

necesariamente = —1 — z'z.



P5. Sea U el subespacio de R* generado por el conjunto:

(a) Determine una base ortonormal de U.

(b) Determine una base ortonormal de U-+.

R: Control 3 de 2007-2, P3(a).



