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Pauta P6 Auxiliar 6

P6. Pregunta dificil 1 Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Y sea F(V,K) el espacio vectorial de las funciones
f:V — K donde se define (f + g)(v) = f(v) + g(v) y (af)(v) = af (v). Se define

V* ={f € F(V,K)|f es un morfismo de (V,+) a (K,+)}
a) Muestre que V* es sev de F(V,K)

Sea B = {vy,...,v,} una base de V (fija durante el problema). Si u € V entonces u = Z 2;v;. Definimos la funcién
i=1
¢j(u) = x; donde j € {1, ..,n}

a) Muestre que ¢; esta bien definida como funcién y que ¢; € V*

b) Pruebe que una base del espacio V* es {¢1, ..., pn}

Observacién: Se me olvido agregar una condicién a V*| si a alguien no le salia por eso perdon :’(

V*={f € F(V,K)|f es un morfismo de (V,+) a (K,+) y f(ow) = af(v)Vv € V,Va € K}

Solucién
Primera Parte a
(Lo que su compaiiero subio a material alumnos esta en escencia bien, voy a tipear mas o menos lo mismo con
mis palabras)

Nos piden demostrar que V* es un sev de F(V,K). Para esto probemos por la caracterizacion.

Primero veamos que V* # ) para esto basta notar que la funcién f(x) = 0,Vz € V es un morfismo y cumple
la propiedad de sacar el escalar luego V* # ()

Ahora veamos que Vf,g € V* VA € K se tiene que Af + g € V*. Sabemos de intro al algebra que suma de
morfismos es morfismos, por tanto basta probar que Af es morfismo (recordar f : (G, *) — (V, A) es morfismo

si f(zxy) = f@)Af(y)) y que (\f + g)(aw) = a(Af + g)(v) , notar que:

AN +y) = Af(z+y) = A(f(2) + f(y) = Af(x) + Af () = (A)(2) + (Af)(w)

Lugo es morfismo.

Por tanto por suma de morfismos Af 4 g es morfismo

Ahora notemos que:

(Af +9)(av) = (Af)(av) + g(av) = Af(aw) + ag(v) = Maf(v)) + ag(v) = a(Af(v) + 9(v)) = a(Af + g)(v)

Donde la pen-ultima igualdad se tiene por K cuerpo, en particula conmuta y podemos factorizar por «.
Entonces Af + g € V*, concluimos que V* es sev.

Segunda Parte a
Nos piden mostrar que ¢; esta bien definida como funcién y que ¢; € V*
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n
Que este bien definida va en el sentido que si tengo un vector v = E xz;v; a priori podria existir otro conjunto

i=1
n

de escalares {y;} tal que v = Zyivi y por tanto dependiendo de la escritura tendriamos que ¢;(v) = z; 6 y;
i=1
lo cual implica que ¢; no seria funcion.

n n

Ahora sabemos que la descomposicién en una base es tnica es decir que si v = E T = E Y;v; entonces
i=1 i=1

x; = y; Vi entonces conlcuimos que ¢; esta bien definida ya que el escalar x; es tinico para cada v.

n n

Por otro lado para ver que es morfismo, sea v = Zz,vz v u = Zyivi por demostrar que ¢;(u + v) =
i=1 i=1

¢j(u) + ¢;(v). Para esto notar que:

$i(ut0) = ;O mivi+ Y vivi) = ;O (wi+vi)vi) = x5+ 5 = ;O wivi) + ;Y vivi) = ¢;(v) + ¢ (w)
1=1 1=1 =1 =1

i=1

Luego es morfismo para cualquier j.

Ademas

oj(au) = gbj(az Tiv;) = gbj(z azv;) = axrj; = ap;(u)
i=1 i=1

Y por lo tanto ¢; € V*
Parte b

Ahora para probar que una base del espacio V* es {¢;}"_; tenemos que mostar que generan y son li.

Veamos primero que son li:

Zai@(x) =0,Vz eV
i=1

n
En particular tomando x = v; tenemos que Z a;¢i(vj) = a; - 1 = qy.
i=1

n
Ahora siempre tenemos que Z a;¢;(x) = 0 luego a; = 0Vj y por tanto son li.
i=1

Veamos que genera el espacio de morfismo.

n
Sea f € V* luego sea u = Z T;v; tenemos que:

flu) = f(_Zm) = Zf(xm) = inf(m = Z Flv))a; = Z F(v:)pi(u)

Y por tanto las constantes serian a; = f(v;) y concluiriamos que {¢;}"_; generan.

Son li y generan entonces son base. Bl




