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P1. [Método de Newton]

P2.

P3.

P4.

P5.

Dada una ecuacion, f(z) = 0, con f : [a,b] — R una funcion deriable tal que f(a)f(b) < 0,entonces
tedricamente, por TVI ya sabemos que exsite un valor 2* tal que f(z*) = 0. Ahora, sabemos que el punto
que resuelve f(x) = 0 existe, pero, ;Se puede obtener algoritmicamente? Es decir, ;jPodemos generar un
algoritmo (En Python, Matlab,etc) tal que le entreguemos la ecuacion y nos entregue el punto z* que la
satisfaga? La respuesta es si, pero con algunos contras, como tiempos de ejecucién muy altos, inestabilidad
si la funcion no es lo suficientemente suave, dependencia del punto de partida, etc.

El Método de Newton propone un algoritmo para encontrar las soluciones de una ecuacion f(z) = 0 usando
herramientas del calculo diferencial. En especifico, si sabemos que hay un punto xy cercano al punto x*,
es decir, f(zg) ~ 0, entonces haciendo expansion de Taylor de ler orden en torno a xg

f(@) ~ f(xo) + f'(x0) (x — o) (1)

Igualando a 0 la expresion (1) se obtiene un nuevo punto z; = g — ;,((a;%)) siempre que f’(zg) # 0. Asi
sucesivamente se va obteniendo puntos x,, dados por

Tp = Tp—1 —

Que se puede demostrar, converge al punto esperado x*.

Una funcion f : R{1,4} — R es tal que f'(x) = %.

a) Sabiendo que f tiene una inflexion en xg = 2 y que f'(xg) = —1, calcule los valores de las constantes
ayb.

b) Determine los signos de f’ y f y uselo para concluir los crecimientos y convexidades de la funcion f.

d

e

)
¢) Determine si existen minimos o maximos.
) (Propuesto) Bosqueje la funcion

)

Sabiendo que f(0) = 2, escriba el desarrollo de Taylor de orden 3 de f entorno a zy = 0.

Sea f una funcién infinitamente derivable tal que en R tal que |f*)(z)| < 1, para todo k € Ny z € R.
Demuestre que si 29 € R es fijo, entonces para todo x € [zg — 1,29 + 1] se cumple que

lim |f(z) — Tf (z — 20)| =0

n—oo

Donde T denota al polinomio de Taylor de f de orden n en torno a .

(Propuesto) Sea una funcién h : R — R de clase C! que satisface h’'(0) = —1. Demuestre que 35 > 0 tal
que
Vz € (—=4,0){0}, (h(z) — h(0)) -z < 0.

(Propuesto) A partir del desarrollo de Taylor en torno a 0 de (z + a)™, con n > 1 un entero, demuestre

la formula del binomio .
(x+a)" = Z (Z) a™kak
k=0
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Teorema 1. Si 7T € (a,b) es una minimo o mdximo
local de una funcion derivable f : (a,b) — R, entonces
f'(cz)=0.

Teorema 2 (TVM). Sean f,g : [a,b] — R fun-
ciones continuas en [a,b] y derivables en (a,b), con
g(b) # g(a) y ¢'(T =# 0 para todo x € (a,b). entonces,
existe ¢ € (a,b) tal que

f(0) = fla) _ f(0)
g9(b) —g(a)  ¢'(¢)

Corolario 1. En especifico, si g(x) = x, entonces bajo
las mismas hipotesis anteriores

f) = fla) _
T —a f(e)
Teorema 3 (I'Hopital). Sean f,g: (a,b) - R deriva-

bles en (a,b), tales que

lim f(x)

T—T

= lim g(z) =L
r—x

Con L =0 o L = co. Si ademds g(T) # 0 para too
x € (a,b). Entonces

f@) S @)

1
e T g’(z)

Siempre que este ltimo bien definido.

Teorema 4. Sea f : [a,b] = R continua en [a,bly de-
rivable en (a,b). si f'(x) > 0 (resp. < 0) para todo
x € (a,b), entonces f es creciente (resp. decreciente)
en |a,b]. Sila desigualdad es estricta, la monotonia es
igualmente estricta.

Definiciéon 1 (Convexidad). Una funcion f : [a,b] —
R se dice conveza si, Vo < z < y,

Otra caracterizacion apanadora es

f()‘x"’_(l_)‘)y) < )\f(a?)-i-(l—)\)f(y), Y € (a7 b)’ Ae (07]

Teorema 5. Sea f : [a,b] — R continua en [a,b] y
derivable en (a,b). Entonces [ es convera en [a,b] ssi
f' es creciente en (a,b).

Teorema 6. Sea f : (a,b) — R, k-veces derivable en
T € (a,b), y sea

f"(T) @),
5 R+ ..+ 0 h

th(h) = f(@) + f'@)h+

su desarrollo de Taylor de orden k en torno a T. En-
tonces

f(a) =Tf(z —7) +o((z —7)")

Proposicion 1. Sea f : (a,b) — R, k-veces deriva-
ble en T € (a,b), con f'(T) = ... = f-U@T) =0y
fII(Z) # 0,k > 2. Entonces hay 3 casos posibles:

(a) Sikespary f¥1 >0, T es un minimo local.
(b) Sikespary f*l <0, T es un minimo local.

(¢) Sik es impar, T es un punto de inflexion.

Teorema 7. Sea f: (a,b) = R, (k+1)-veces derivable
en todo punto del intervalo (a,b). Sea T;f() el poli-
nomio de Taylor de orden k en T € (a,b). Entonces
para todo x > T (resp. x < T) existe & € (T,x) (resp.
¢ € (x,7)) tal que

fce)

(k - 1)! (CE _ f)k"_l

fle)=Tf(z—7)+
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