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Series
Semanas 14 v 15: Series y series de potencias

Primera parte: Series generales

s Serie: Sea (a,), una sucesion real. Definimos la serie asociada a (a, ), como la suma de todos
sus términos, e decir:

A la sneesion (ay, ), se le conoce como término general de la serie.
En otras palabras, si para cada N € M se consideran la sumas parciales de la sucesidn, es decir,
la suma de sus primeros N términos, se obtiene la sucesion (Sy )y de sumas parciales, dada por:

N

Sl_l.‘r = Z LIS

k=il
Asi, se tiene que:
N %
S= lim 8y = lim E a = E i
N—ac A —
k=il k=0

De esta manera, si el limite de (Sy )y existe, diremos que la serie es convergente v que su valor es
5. En caso contrario, diremos que la serie es divergente,

En lo que sigue, consideraremos (a, ), una sucesion real.

s Condicidn necesaria de convergencia: Siempre se tiene la siguiente implicancia:

- i}

E g converge =+ (ag ), converge a ()
k=il

Es decir, si el término general de una serie no converge a (), es iInmediato que la serie no puede
converger. En cambio, si el término general converge a (), es posible que la serie converja, pero es
necesario hacer un andlisis mias prufundo.

= -]
» Algebra de series: Sean Z”J‘ ¥ z by dos series convergentes, Entonces, se tiene que:
k=0 k=0
s = = &
. z[""' + by ) es convergente, v su valor es Zuk + z Iy
] k=il [ ]

0 <
s YAER, Z[Aru:l &= convergente v su valor es AZ i

k=) =il
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» Convergencia absoluta: Diremos que la serie E aj converge absolutamente si la serie E |ag|
k=0 k=0

converge.

Tenemos las siguientes propiedades sobre la convergencia absoluta:

oo
e Si g aj converge absolutamente, entonces converge.
k=0
o0
e Una serie E aj converge absolutamente si y sélo si tanto la serie de sus términos positivos

k=0
como la serie de sus términos negativos convergen.

o0
= Convergencia condicional: Diremos que la serie E ay converge condicionalmente si converge,
k=0
pero no converge absolutamente.
o0
» Criterios de convergencia para series no negativas: Consideremos la serie S = E ay tal
k=0

que su término general es no negativo, es decir, a; > 0 Vk € N. En este caso, se tienen los
siguientes criterios de convergencia de la serie:

e Cota Superior: La serie S converge si y solo si la sucesién de sumas parciales esta acotada
superiormente, es decir, si AM > 0 tal que Sy < M VN € N.

e Comparacién por mayoracién: Si existen (b,),, « > 0y ng € N tal que:
a, < ab, Yn > ng

Entonces se tiene que:

o0 o0
Si Z b, converge = Z aj converge.

k=0 k=0
o0 o0

Si Z aj diverge = Z by diverge.
k=0 k=0

e Comparacién por cuociente: Sea (b,), tal que b, > 0V¥n € N y tal que el siguiente limite

existe:

, An
L= 1lim —
n—0o0 n

Entonces se tiene que:

oo oo

SiL>0: Z bi converge <= Z aj converge.
k=0 k=0
oo o

SiL=0: Z by converge — Z ay, converge.
k=0 k=0
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existe, se tiene que:

.. . . ., a
e Criterio del cuociente: Si ay >0y r = lim
k—oo  Qp

/ o0

Sir<1 : Z aj converge.
k=0
oo

Sir>1 : Z a; diverge.
k=0

o
Sir =1 : No se puede decir nada acerca de la convergencia de E aj con este método.
k=0

\
e Criterio de la raiz: Si r = lim +{/a; existe, se tiene que:
k—o00

4 o0

Sir<1 : Z aj converge.

k=0
oo

Sir>1 : Z ay diverge.
k=0

o

Sir =1 :No se puede decir nada acerca de la convergencia de g aj con este método.
k=0

e Criterio de la Integral Impropia: Sea f : [1,00) — R* una funcién decreciente. Se tiene
entonces que:

Z f(k) converge <= / f(z)dz converge

i 1

1

Ahora, para series mas generales existen solo dos criterios:

» Criterio de Leibnitz: Sea (a,), una sucesién decreciente y convergente a 0. Entonces se tiene

[e.e]
que la serie definida como E (—1)*ay es convergente.
k=0

» Criterio de Cauchy: Este es el tnico criterio que es valido siempre. Sea (ay)x una sucesién. La
oo

serie E aj converge si y sélo si:
k=0

Ve > 0,dN € N tal que Vn,m > N, con m > n : Z ag| < e
k=n+1
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Segunda Parte: Series de potencias

= Series de Potencias: Una serie de potencias es un caso particular de series de la forma:

o0

S(x) = Z apx”

k=0

donde los coeficientes (ay)x son fijos y el valor de z es variable. Observemos que, si miramos la
serie como una funcién de x, tenemos que las sumas parciales corresponden a polinomios:

N
Sn(z) = Z apz”
k=0

y asi, una serie de potencias corresponde al limite de una sucesion de polinomios.

Radio de convergencia: La convergencia de la serie depende del valor de z. Si consideramos:

Ag+1
ag

L = lim

k—o0

o bien L= lim {/|ay|
k—o0

(cuando alguno de estos limites existe), entonces definimos el radio de convergencia de la serie
COmo:

R=—
L

En el caso que L = 0, consideraremos R = oco. Adicionalmente, si L. = oo, entonces
consideraremos R = 0.

Convergencia de las series de potencias: Para una serie de potencias S(x) con radio de
convergencia R, se tiene que:

e Si|z| < R, entonces S(x) converge absolutamente.

e Si |z| > R, entonces S(x) diverge.

e Si x| = R, entonces no se puede decir nada a priori de la convergencia de S(z), por lo que

se debe hacer el analisis en cada caso particular.

Intervalo de convegergencia: Para una serie de potencias S(z) con radio de convergencia R,
se define el intervalo de convergencia I como el mayor intervalo en el cual S(z) converge. Por
la proposicién anterior, se tiene que (—R, R) C I C [-R, R].

Cdlculo del intervalo de convergencia: Dada una serie de potencias S(x), se puede calcular
el intervalo de convergencia en 3 pasos.
e Calcular el radio de convergencia R de S(x).

e Estudiar la convergencia de la serie en = R, es decir, la convergencia de S(R), y estudiar
la convergencia de la serie en © = —R, es decir, la convergencia de S(—R).

e Se tiene que [ es igual a (—R, R) unido a {R} y/o {—R} si corresponde.
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» Funciones definidas como series de potencias: Sea una serie de potencias E aix”, con
radio de convergencia R > 0 e intervalo de convergencia I. Entonces, se puede definir la funcion:
f: ICR — R
oo
r = f(r)= g apx”

k=0
Esta funciéon esta bien definida porque el valor de la serie existe justamente en I. Para esta
funcién, se tienen las siguientes propiedades:

e Continuidad: f es continua en Int(I) = (—R, R).

e Integrabilidad: Por el punto anterior, f es integrable en (—R, R). Ademas, se tiene la
siguiente féormula:

Vo € (R, R) : / f(t)dt :/ (Z aktk> dt =Y ka’“ 195’““
0 0 \k=0 v

es decir, corresponde a integrar término a término la serie.

e Diferenciabilidad: Uno de los resultados més fuertes de las series de potencias es que f es
de clase C*, es decir, f es infinitamente diferenciable en (—R, R). Adem4s, se tiene la
siguiente féormula:

Ve e (=R, R): f(x)= (i akxk> = ik’ caprtl
k=0 k=1

es decir, corresponde a derivar término a término la serie.
Observacion importante. En esta ltima serie, la sumatoria parte desde k = 1, y no desde
k = 0. Esto es porque para k = 0 el término es constante, por lo que al derivar se va a 0.

e Derivadas de orden superior: En general, para cada j € N, se tiene la siguiente formula:
0 0
Vz e (—R,R): fY(z) = (Z%x’“) — Zk’ k=1) . (k—j+ 1) apab
k=0 k=j

= Calculo del radio de convergencia - Caso General: En muchas ocasiones, los limites que
definen el radio de convergencia no existen. Ante lo anterior, existe un valor que siempre esta

bien definido:
L = limsup +/|ay|

k—o0

donde, para cualquier sucesion (by,),:

limsup b, = lim (sup bn>

k—o00 k—o0 n>k

1

De esta manera, definiendo R = + como antes, se tiene que el radio de convergencia corresponde

justamente a R.



