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a) Sea P € P, ;. Calculemos las sumas inferior y superior:

G)-En () o))

1 1 1 1
w(7)=mm ™ (7)=wm
Luego tenemos que:

1 1 E 1 1 — M;(f) — mi(f)
- P)—s —.P = = .&I,‘ = ﬂ.‘]ﬂ',‘
S(f’ ) (f' ) Z(mi{ﬂ ﬂfi{f}) E mi(f)M;(f)

1':1 ‘1=.I.

Notemos que:

Como ¢ < f(x), ¥z € [a,b], tenemos (m;(f)M;(f))~! < ¢=2. Usando esto:

5- M,{{JJF };}‘ s\ Z (Mi(f) = mi(£)Az; = (S(f.P) - s(f.P))

=1
Por lo que se concluye el resultado.

b) Veamos que } cumple la condicion de Riemann, es decir

Ve >0, 3P € Py, S(-}.P) -a(},P) <eg

Usando la parte a), vemos que solo necesitamos que exista P tal que S(f, P) — s(f, P) < ¢’c. Sea
entonces £ > (). Como f es Riemann-integrable, cumple la condicion de Riemann, por lo que para
c’e > 0 existe Py € Py, tal que S(f, Py) — s(f, Py) < c®c. Por la parte a) se tiene entonces:

5 ('}:?F{n) % (},ﬁ.) < 5(S(f, Po) = s(f, ) < gcPe = ¢

Luego basta tomar P = F, y se tiene lo pedido.



Observacion: Si en la expresion integral del resto se aplica el teorema del valor
medio generalizando para integrales se tiene que:
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que corresponde a la expresion de Lagrange para el resto del desarrollo de Taylor.




