
Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas Universidad de Chile
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Recuerdo:

Sea (sn) una sucesión y sea ` ∈ R. Entonces

sn → `⇐⇒ Todas las subsucesiones de (sn)
convergen a `

Teorema de Bolzano - Weiestrass
Toda sucesión acotada tiene al menos una
subsucesión convergente

Función continua en un punto
Sea f : A ⊆ R → R y x ∈ A. Diremos que f
es una función continua en x si

∀(xn) ⊆ A, xn → x =⇒ f(xn)→ f(x)

Caracterización ε− δ
Sea f : A ⊆ R → R y x ∈ A. f es continua
en x si y solo si se cumple que ∀ε > 0,∃δ >
0,∀x ∈ A

{|x− x| ≤ δ ⇒ |f(x)− f(x)| ≤ ε}

Álgebra de funciones continuas
Sean f : A ⊆ R → R g : B ⊆ R → R conti-
nuas en x ∈ A∩B. Luego f±g, λf con λ ∈ R,
f · g, f

g con g(x) 6= 0. Además la composición
de continuas es continua

Sea f : A ⊆ R→ R. Si f es continua ∀x ∈ A,
diremos que f es continua.

[TVI o Bolzano] Sea f : [a, b]→ R una fun-
ción continua tal que f(a)f(b) ≤ 0. Entonces
existe x ∈ [a, b] tal que f(x) = 0.

[TVI-Generalizado] Sea f : [a, b]→ R una
función continua. Si c, d ∈ f([a, b]). Entonces
∀x0 ∈ [c, d],∃x ∈ [a, b] tal que f(x) = x0

[Teorema de Weierstras]
Sea f : [a, b] → R una función continua. En-
tonces f es acotada y alcanza su mı́nimo y su
máximo en [a, b].

Sea f : I ⊆ R → R continua y estrictamente
monótona (creciente o decreciente) con I un
intervalo. Entonces J = f(I) es un intervalo
y la inversa f−1 : J → I es continua.

[Continuidad Uniforme]
Una función f : A ⊆ R → R se dice unifor-
memente continua si ∀ε > 0, ∃δ = δ(ε) > 0
tal que

(∀x, y ∈ A) |x− y| ≤ δ ⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε

Es decir, f será uniformemente continua si δ
únicamente depende de ε y no del eventual x
que puedo estudiar.

Toda función uniformemente continua es con-
tinua.

Sea f : A ⊆ R → R con A cerrado y acota-
do. Entonces f es uniformemente continua si
y sólo si es continua en todo punto x ∈ A

P1. [CONTROL]
Considere una función f : R → R continua, con un mı́nimo global único en el punto x y que satisface

ĺım
x→±∞

f(x) = +∞
Si (xn)n∈N es una sucesión que tiene la propiedad

∀n ∈ N, f(xn) ≤ f(x) + 1
n
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a) Pruebe que si la subsucesión (xϕ(n)) converge a ` ∈ R entonces ` = x

b) Pruebe que (xn) tiene alguna subsucesión que converge a x

P2. Definimos la función en R.
tanh(x) = ex − e−x

ex + e−x

a) Verifique que tanh es continua en todo R, que tanh(0) = 0 y que satisface −1 < tanh(x) < 1,
∀x ∈ R

b) Pruebe que si n→∞, entonces tanh(n)→ 1 y que tanh(−n)→ −1.
c) Usando el T.V.I. demuestre que ∀y ∈ (−1, 1), ∃x ∈ R tal que tanh(x) = y.

Ind: analice y > 0, y = 0, y < 0
d) Demuestre que la ecuación tanh(x) = cos(x) tiene infinitas soluciones en R

P3. [Continuidad Uniforme]

a) Sea f : A ⊆ R una función. Demuestre que los siguientes puntos son equivalentes
1) f es uniformemente continua en A

2) ∀(xn), (yn) ⊆ A, |xn − yn| → 0 =⇒ |f(xn)− f(yn)| → 0
Note que (xn) o (yn) no necesariamente convergen.

b) Use el resultado de la parte anterior para demostrar que f(x) = x2 no es uniformemente continua.
c) Estudie la continuidad uniforme en (0, 1) de las siguientes funciones:

1) xsin(1/x) 2) f(x) = excos( 1
x)

Propuestos

P4. Demuestre que al calentar un aro siempre existen dos puntos diametralmente opuestos a la misma
temperatura. Ind: Sea T (α) la temperatura en función del ángulo en radianes. Considere la función
auxiliar f(α) = T (α)− T (α+ π).

P5. (?) Sea f : R→ R una función continua y periódica, de periodo p > 0. Pruebe que f es uniformemente
continua.

a) Considere f : [0, 1]→ [0, 1] tal que f es continua. Demuestre que f tiene un punto fijo, es decir

∃x ∈ [0, 1], f(x) = x

b) Demuestre que si f : [a, b] → R es una función continua, entonces ∃x0 ∈ [a, b] tal que f(x0) =
f(a)+f(b)
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P6. (?) [Álgebra de funciones uniformemente continuas] Sean f, g : A→ R uniformemente continuas,
demuestre que

a) f + g y λf con λ ∈ R también lo son.
b) Demuestre que la función x2 no es uniformemente continua.
c) Demuestre que no necesariamente f · g será uniformemente continua.
d) Suponga ahora que g : S → R es continua uniforme y f : T → R continua uniforme, con g(S) ⊆ T .

Pruebe que f ◦ g es uniformemente continua.


