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P3 Una particula de masa m se mueve por el interior de un paraboloide de revolucién descrito por la
ecuacién z = a(z? + y?), bajo la accién del campo gravitatorio terrestre. Suponga que la particula
se encuentra inicialmente a una altura h sobre el punto méas bajo del paraboloide y que se le da una
velocidad inicial vy en direcciéon horizontal, sobre la superficie de revoluciéon. Determine las alturas
maximas y minimas que alcanza la particula en movimiento sobre el paraboloide.
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Figure 1: A la izquierda estd el diagrama del problema 2. A la derecha estd el diagrama del problema 3.
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P3 Antes de comenzar, vamos a aclarar que uno podria verse tentado a usar conservacion de energia,
decir que la energia inicial es igual a la final y decir que en el punto méaximo no hay energia cinética, y hacer

1
imvg +mgh = mgzmaz ,

sin embargo, esto es equivocado, dado que cuando z(¢) es un méximo, es cierto que Z vale cero, sin embargo
también existe energia cinética de rotacién mp292 /2y no tenemos ningin argumento para decir que vale cero
cuando z es un maximo (hay que imaginar que la masa ha comenzado su movimiento con velocidad angular
al interior del paraboloide y por lo tanto a priori no podemos asumir que la velocidad angular sea cero en un
punto arbitrario). En el caso de que la velocidad inicial hubiese sido sélo en z, entonces podriamos escribir
las ecuaciones de movimiento y ver que § = 0 durante toda la dindminca y por lo tanto usar conservacién de
energia como se ha escrito anteriormente. Sin embargo, este no es el caso y debemos encontrar otra manera
de resolverlo.

Para comenzar, vamos a hacer el siguiente cambio de variable p = /22 4+ y2? (coordenadas cilindricas).
Por lo tanto, la particula se mueve sobre la curva z — ap? = 0. Dado que en el sistema no hay pérdida, la
energia total E del sistema en cualquier momento serd igual a la energia inicial, que es

E= %mvg + mgh . (1)
Por otra parte, si hacemos sumatoria de fuerzas para la parte radial (p)
mﬁ—mp92:l\7-ﬁ,
ademds la sumatoria de fuerzas sobre el eje vertical (];3 6 sea el eje donde se mueve z) es
mzZ = —mg -+ N -k ,

y finalmente, la sumatoria para la parte angular

d 20
9 —
m— (p°0) =0,

notemos que la normal sélo tiene componente radial y en k, por lo que no va en la parte angular de la
sumatoria de fuerzas. De lo anterior, podemos ver que si

d

dt( p20) =0,

entonces
(pgé) =C, (2)

con C una constante.
Si escribimos la energia en un momento arbitrario, sabemos que es igual a la energia E (porque no hay
pérdidas), de esta forma

1 .
E= 3m (22 + % + p282) +mgz , (3)

notemos que la expresion anterior viene de que la energia cinética K tiene que considerar la velocidad en
la altura (K, = mz?/2), también debe considerar la velocidad radial (K, = mp?/2) y la velocidad angular
(Ko = mp?6?/2), por lo tanto

K=K.+K,+Kg

1 )
= m (;32 + 0+ p202) :
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Ahora vamos a usar la ecuacion para deshacernos de los 6 de la ecuacién

1 .2 .2 02 4
E:§m 25+ p +? +mgz , (4)

ademads usamos que

y al derivar con respecto al tiempo
z=2app ,

si reemplazamos en la ecuacion , tenemos que

1 2, 22 n aC? "
=-m(2°+——+ — mgz ,
2 daz g
y al despejar 2, tenemos que
2E —mgz aC?
52 — m - z

1 -
daz

si z es un maximo o un minimo, entonces tenemos que Z = 0, por lo tanto, vamos a imponer esta condicién
para ver los valores de z la satisfacen. De esta manera

dado que es el numerador el que debe ser igual a cero, podemos multiplicar todo por el denominador sin
perder informacién relevante (también divido por 4a porque tampoco aporta informacién relevante)

2F
0= (z —2g2% — aCQ) .
m

Y hemos obtenido la ecuacién de un polinomio de segundo grado, y vemos que la solucién es

2
2B + \/<2E> — 8agC?
m m

= iy

E E\?
— &+ () — 2agC?
m

m

2g ’
para terminar debemos reemplazar £y C. Tenemos E de la ecuacién , sin embargo de C' sélo sabemos
que C = p?0. Dado que inicialmente la velocidad que se le ha dado ha sido s6lo en la coordenada angular,

entonces vy = p(t = 0)0(t = 0), y de esta manera C' = vop(t = 0). Esto tiltimo se cumple porque evaluamos
C = p%(t)0(t) en el tiempo t = 0 y reemplazamos con vg. Ahora nos falta, p(t = 0), y vemos que ap?(t =
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0) = z(t = 0) = h, por lo que p(t = 0) = y/h/a. Asi que, ahora que tenemos C, podemos reemplazar tanto

FE como C. Y finalmente
1,2 L, ? h
5v5 +gh+£ 51)0 +gh | —2ag | vy o

29

2
1
10+ gh+ \/(§v§ + gh) — 2hgv}

29

2

Finalmente vemos que la altura méxima es

2
1
10 + gh + \/(508 + gh> — 2hgv?

2g

Zmax = ’

y la altura minima es

1 2
102 4 gh— \/ <§v3 + gh) ~ ohgu?

29

Zmin =

Consultas y reclamos sobre la pauta al foro o al correo: gabriel.caceres@ug.uchile.cl



