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1 Problema 1 (A.14 de los ejercicios propuestos parte A en u-
cursos)

Una particula se mueve con rapidez constante vy a lo largo de la espiral p = Ae*?. Determine:
a) vector velocidad en funcién de p y 6.

b) vector aceleracién en funcién de p y 6.

c¢) demuestre que en todo instante el vector aceleracién es perpendicular al vector velocidad.
d) encuentre el dngulo 6 y la velocidad angular en funcién del tiempo

Figure 1: Una espiral p = %27,

Desarrollo
a) Considere el vector posicién ¥ = pp, y ahora recordamos por lo visto en clase que al derivar el vector
posicién podemos obtener el vector velocidad

T=7=pp+p (1)

este resultado es el vector velocidad en funcién de p, p y 6, por lo tanto debemos trabajar el resultado para
que sea sélo dependiente de p y 6. Por lo tanto, queremos deshacernos de los términos p y 6, asi que vamos
a escribir las ecuaciones que conocemos. Comencemos con la curva que recorre la particula, que es

p= Aexp(kt) , (2)
si la derivamos con respecto al tiempo

p = Akexp(k0)6 , (3)



Universidad de Chile d I B fc m
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas z

Mecénica

con este resultado podemos deshacernos de la dependencia de p en la ecuacién (1)) y dejar todo dependiendo
de p, 0y 6. Por lo tanto, nos falta deshacernos de la dependencia de 0 para hacer esto vamos a usar otra
condicién conocida. Prosigamos escribiendo la condicion de que la particula se mueve con velocida constante
Vg, esto es

vo = [(t)] (4)

que es
vo = ViU (5)
= J(wpp+ vod) - (w0 + ) ()
ngclases vimos que p = cos(f)i + sin(0)], § = —sin(#)i + cos(6);. Por lo tanto, al reemplazar en la ecuacién
vy = \/ pp+ 2vpvgp9 + v990 (7)

al hacer los productos punto, nos damos cuenta de que p-p=1= 6, yp- 6 = 0. Por lo tanto

00:,/v3+v§, (8)

y al reemplazar con la ecuacién tenemos que

v = \/ P2+ 0292 . (9)

Si en la expresién anterior reemplazamos con 2]y [3]
vg = Aexp(k0)Ov/ k2 + 1, (10)

y al despejar 9, tenemos que

Vo

- Aexp(kO)vVE2 +1

Y con este resultado ya podemos deshacernos de la dependencia de 6, entonces reemplacemos las ecuaciones

y en la ecuacién

(11)

- Vo A~ Vo A
v = Ak exp(kf + 0 12
P S e rVIE T T P Aexp(hO) VAT T (12)

k’UO N Vo ~
= + 0 13
V1 T Aepo)ViE £ 1 (13)
y hemos obtenido un resultado que depende de p y 6 para el vector velocidad.
b) Por lo visto en clases, el vector aceleracién esta dado por
o 1d S

i=7=(p—pb )p+*%(p29)9 (14)
= (5 — p6*)p+ (246 + pf)6 . (15)

Dado que hemos calculado previamente 6 y tenemos una expresion para p, debemos obtener j y 6. Por lo
tanto, comencemos con 6
d

=—0 1
P (16)
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reemplazamos con la ecuacién (11))

i i Vo

"= (Aexpme)m) (1
— 'UO _ )
B Aexp(k@)\/kQ—Fl( k6) (18)
= 0(—kb) (19)
= —k6? . (20)

Y hemos obtenido una expresién para 6. Ahora vamos a desarrollar p

d

L a4 921
p= b (21)
d .
== (Ak exp(ke)e) : (22)
se ha usado la ecuacién en la linea anterior. Ahora, desarrollemos la derivada en el tiempo
PR (Ak exp(ke)e') (23)
dt
— Ak exp(kf) [é + kéﬂ , (24)
si reemplazamos en la expresién anterior con la ecuacién (20)), tenemos
5= Ak exp(kf) [—kéQ + MF] (25)
=0. (26)
Ya que hemos obtenido expresiones para 6 y p, reemplacemos todo en la ecuaciéon
= (p—pb*)p+ (240 + pb)o (27)
= —p0%p+ (290 — kpb*)0 | (28)
ahora usemos las ecuaciones y
2 2
a=—p ( X0 ) p+ ( l ) (2Ak exp(k0) — kp) 0 (29)
Aexp(k0)VE?2 +1 Aexp(kO)VE2 +1 ’

y hemos obtenido el vector aceleracién en funcién de p y 6.
c¢) Para saber si dos vectores son ortogonales lo que debemos hacer es calcular el producto punto y ver que
sea cero. Pero antes de calcular el producto punto voy a simplificar las expresiones obtenidas. Comencemos

por la ecuacién

g 5, 40 0 (30)
v =
VAL P A exp(kO)VRE 1 1
kvg . Vo A
= — 0 5+ [Aexp(kf 0 31
T A VT (B
- k"UO R Vo A
_x/k2+1p+\/k2+16 (32)
— UO A )
= [k:p + 9} , (33)
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note que se ha usado la ecuacién (2]) para reemplazar p. Ahora simplifiquemos la ecuacién (29)) reemplazando
los p con la ecuacién

i=—p (Aexp(k;’; m)z p+ (Aexp(k;’; W)Q (2Ak exp(k0) — kp) 0 (34)
— —Aexp(k) (Aexp(k;’; MY p+ (Aexp(kgs mf (2Ak exp(k0) — kAexp(k0))§  (35)
_ _Aexp(kZ)g(k:Q o (Aexp(k;’; m) (Ak exp(k6))d (36)
= Aexp(k;§(k2 D) RALIE 7

Ahora que hemos obtenido expresiones simplificadas para ¥ y @, vamos a calcular el producto punto

7o = { e o)} v [0 4] .
= \/kgoﬁ Aexp(kzg(m 1) [p+0] - [~ + k0] (39)

(v U2
= VP T Aen@)@ <) “0)
—0. (41)

Por lo tanto, son ortogonales
d) Para encontrar el dngulo 6 en funcién del tiempo, vamos a usar la ecuacién (L1f), que es

@_

dt  Aexp(kO)VE2+1'~
ahora vamos a usar calculo diferencial para resolver esto. Primero dejemos todos los terminos dependientes
de 0 al lado izquierdo, y todo lo demas al lado derecho

(42)

Vo

exp(k0)d) = ———=dt , 43
integramos
0(t1) t1 Vo
exp(k0)do :/ ——dt (44)
/9(t0) to AVEZ+1
y si para to = 0, tenemos que 6(ty) = 0 entonces
exp(kf(t1)) — 1 Vg
= t, 45
k AVEZ 1 (45)
y sl t1 es un tiempo general (¢; = t), entonces
exp(kO(t)) — 1 Vg
= t, 46
k AVE2 +1 (46)
y despejamos 6
1 kJ’UO
At)=-In| ———t+1] . 47
(0= 40 (Gt +1) ()
Para obtener la velocidad angular vamos a derivar en el tiempo
. 1 1 k
w(t) = 6(t) = = (48)

E o kv H_lA\/k?—i-l'
AVE?2 +1
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