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Capitulo I

RELATIVIDAD ESPECIAL:
CINEMATICA

I.1. Origen de la Relatividad Especial.

I.1.1. Las Ondasy su Medio de Propagacion

A continuacién describiremos como surgié la necesidad de introducir la idea acerca de la exis-
tencia de un elemento invisible que se denomino éter.

Tiene su origen en el valor de la velocidad de la luz en sistemas inerciales en movimiento
relativo.

Una onda es una perturbacion propagdndose en un cierto medio. Cada punto oscila sin despla-
zarse y de alguna forma arrastra a su vecino. La oscilacion puede ser en la direccidn de propagacion
de la perturbacién (como en el caso del sonido) y se las denomina longitudinales. Si la oscilacién
es perpendicular a la direccidon de propagacion (como en el caso de una cuerda o la luz), éstas se
denominan oscilaciones transversales. [lustraremos estas definiciones a continuacion.

Por ejemplo, el sonido es una onda propagiandose a través del aire. Note que en el tubo de la
figura I.1, las moléculas del gas oscilan en torno a su posicion y en la direccién de propagacién del
sonido. El receptor se informa por el cambio de presion en el elemento de volumen de gas en su
vecindad. No hay transporte de materia desde la fuente hasta el receptor.

El sonido es una onda longitudinal, se propaga en la direccién de propagacion de las compresio-
nes en el gas.

Al mover el extremo de una cuerda subiéndola y bajandola, vemos que aparece un onda pro-
pagandose. Los pequefios tramos de cuerda se desplazan en una direccion perpendicular a la direc-
cion que se traslada la onda. Vibran alrededor de la posicion horizontal de la cuerda.

Una piedra lanzada en una poza genera un tren de ondas propagandose en circulos visibles sobre
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Figura 1.1: Propagacion del sonido en un tubo. Las zonas de alta densidad (las mds oscuras)
corresponden a la mayor presion. Esta sobre-densidad se propaga hacia la derecha reemplazando
a las zonas de densidad mds baja. El volumen en cada tramo del tubo se comprime y descomprime
pero las particulas de gas NO se trasladan hacia la derecha.la energia se traslada, no las particulas.

la superficie del agua.

El punto que nos interesa destacar, es la necesidad que exista un medio a través del cual la
perturbacién se propague. Sin un medio de propagacién NO hay sonido. No hay sonido en el
vacio. En la Luna los astronautas se debian comunicar mediante ondas electromagnéticas aunque
estuvieran a centimetros de distancia.

Las ondas transversales en el agua, necesitan un medio donde propagares. Lo mismo ocurre en
la cuerda.

Una demostracion de la diferencia entre ambos modos aparece en el video !

A partir de estos ejemplos de la vida diaria Es natural considerar que cualquier vibracion requiere
de un medio para propagarse.

I.1.2. Las Propiedades de la Luz y la Propuesta de la Existencia del Eter

En 1831 era conocido que una corriente eléctrica generaba un campo magnético. En 1862 J. C.
Maxwell pens6 que el proceso inverso también debia ser correcto: El cambio de un campo magnéti-
co deberia generar un campo eléctrico. Para ello afiadi6é un término a las ecuaciones que generaba
este efecto. Junto con ello, descubrié que estas nuevas ecuaciones aceptaban una solucion del tipo
de ondas propagdndose. Cuando calcul6 la velocidad de esta onda, usando solo datos obtenidos
directamente de experimentos con electricidad y magnetismo, descubri6 que el valor numérico
obtenido era muy similar al valor de la velocidad de la luz, que provenia de experimentos que no
tenian vinculacion alguna con las ecuaciones propuestas por Maxwell. Esto no pasé desapercibido
al genio de Maxwell y en 1862 propuso que la luz era efectivamente una onda electromagnética:

Thttp: / /www.youtube.com/watch?v=wh1z95jX3pk&NR=1

I1. ORIGEN DE LA RELATIVIDAD ESPECIAL. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Figura 1.2: Ejemplos de ondas transversales. http: / /www.physics.isu.edu/ hackmart/waves100.pdf

un campo eléctrico y magnético se propagaban en forma sinusoidal. Esta propuesta fue confirmada
experimentalmente m4s tarde 2.

Sin embargo, lo que es relevante para la relatividad especial, es que las ondas electromagnéticas
no necesitan de un medio para propagarse. Lo pueden hacer en el vacio.

A esta altura y con los datos acerca de las ondas presentadas anteriormente, parece natural
entonces invocar un medio: el éter en el cual se propaguen las ondas electromagnéticos. Es el
peso de la tradicion el que opera acd. Su unico objetivo era servir de soporte para que las ondas
electromagnéticas se propagaran en el vacio. Era el equivalente de lo que el agua proporciona a
una onda transversal que se propaga a través de ella.

A finales del siglo XIX, la teoria del éter era ampliamente aceptada. Se suponia que el éter
penetraba todos los cuerpos y representaba un sistema de referencia universalmente inmévil. No
era arrastrado por los cuerpos que se movian inmersos en este éter. Tenia el cardcter de lo absoluto.

De acuerdo a esta teoria, la velocidad de la luz en el vacio es igual a ¢ s6lo en el sistema de
referencia del éter. En cualquier otro sistema de referencia dotado de una cierta velocidad con res-
pecto al éter, la velocidad de la luz se obtenia sumando (o restando, de acuerdo a la circunstancia)
la velocidad de la luz a la del sistema. Esto se visualizaba a menudo como el viento del éter: la
onda de la luz parecia tener una velocidad (c & v) al ser medida por la fuente en movimiento con
respecto al éter. Por ejemplo, en la onda transversal viajando en la cuerda, si Ud. viaja a esa misma
velocidad verd la protuberancia en reposo con respecto a su referencia.

Hasta esa fecha la existencia del éter no estaba probada. De existir, abria la posibilidad de medir
la velocidad del movimiento orbital de la tierra alrededor del Sol, mediante un rayo de luz viajando
a favor de la velocidad orbital de la Tierra y compararla con la velocidad de la luz viajando en
oposicién a la velocidad orbital de la Tierra.

Un sinntimero de experimentos se realizaron para demostrar la existencia del éter. El mds cono-
cido es el realizado por Michelson y Morley (1881-1887) que se propuso demostrar la existencia

Zhttp://www.michaelbeeson.com/interests/GreatMoments/MaxwellDiscoversLightIsElectromagnetic.pdf

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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del éter midiendo la velocidad de la luz a partir de rayos viajando a favor y en contra de la veloci-
dad orbital de la Tierra. En retrospectiva, éste parece ser el unico que definitivamente descart6 la
teoria del éter.

Sin embargo, Michelson crefa fervientemente en la existencia del éter y, hasta el final de sus dias,
se cuestiond en qué podria haber fallado su procedimiento que impidié demostrar la existencia del
éter. Nunca crey6 en el resultado obtenido.

Por el contrario, Einstein postulé que la velocidad de la luz era una constante universal, la
misma para todos los sistemas inerciales. Einstein no se baso en el resultado del experimento de
Michelson.Morley.

Un video (en inglés) con esta historia aparece en el episodio 41 de la referencia citada al pie de
s . 3
pagina’.

Para conocer la vida de Michelson, el primer norteamericano en ganar el Premio Nobel, ver *

I.2. Los Postulados de Einstein y el Nuevo Protocolo para las
Mediciones.

La idea predominante en los tiempos de Einstein era la existencia de un €ter, omnipresente,
inamovible e inalterado por el movimiento de otros cuerpos y con un tiempo absoluto. La luz se
propagaba con velocidad ¢ en este medio intangible. En otros sistemas de referencia, en movimien-
to uniforme con respecto al éter, la velocidad deberia cambiar apropiadamente.

En la mecanica inventada por Newton, el tiempo y la posiciéon en un sistema de referencia
inercial se relaciona con la posicién y el tiempo en otro sistema inercial que se desplaza con una
velocidad uniforme con respecto al anterior estdn dadas por las transformaciones de Galileo.

(X' =x+u-t,
Transformacion Yy =vy,
de 1.1
Galileo z =z,
t' =t

De acuerdo al Principio de Superposicidon de Galileo, revisado en el Capitulo de Cinematica, si
la velocidad de la luz es ¢ en un sistema de referencia inercial, en otro con velocidad relativa u con
respecto al anterior, la luz deberia propagarse con velocidad (¢ - u), como se indica en la Figura
L.3.

3https://www.youtube.com/watch?v=IpjdcA8fcw  Episode 41: The Michelson-Morley Experiment, in the Me-
chanical Universe
“http://www.juliantrubin.com/bigten/michelsonmorley.html

I.2. LOS POSTULADOS DE EINSTEIN Y EL NUEVO PROTOCOLO PARA LAS MEDICIONES. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Figura 1.3: De acuerdo a la ley de composicion de velocidades de Galileo, un destello de luz (o
foton) lanzado por un observador en reposo absoluto tiene una velocidad c¢. Si su velocidad es
medida por otro observador que se mueve con velocidad u con respecto al anterior, la velocidad
del destello (o foton) deberia ser (¢ -u).

La ley de composicion de velocidades de Galileo NO es compatible con constancia de la velo-
cidad de la luz en todos los sistemas inerciales propuesto por Einstein.

A

VEWOGIRP eV Resufmdo
Timn Exper‘lmen’ral

Figura 1.4: Michelson y Morley usando un interferometro, instrumento de su invencion, no lograron
encontrar un cambio en la velocidad de la luz relativa al movimiento orbital de la Tierra. En su
informe, afirmaron que si existia un cambio en la velocidad de la luz, éste era menor que la
resolucion de su interferometro, que era el instrumento mds preciso de su época para realizar una
medicion de esta naturaleza.

En uno de los postulados propuesto por Einstein, mantiene la equivalencia de los sistemas iner-
ciales tal como lo estableci6 Galileo. Esto se traduce en que no existe un experimento fisico que

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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logre distinguir un sistema inercial de otro.

Einstein también postulé que la velocidad de la luz es una constante universal. Con esto ya no
se requiere de un medio como el éter para que la luz se propague. Simplemente, cada observador
inercial debe medir el valor ¢ para la velocidad de la luz.

(Cémo se logra esto? ;Como es posible medir el mismo valor ¢ para la velocidad de la luz
en todos los sistemas de referencia inerciales? A. H. Lorentz, un prestigioso fisico holandés que
trabajaba en este tema, descubri6 que existia una transformacién de coordenadas para ir de un
sistema inercial a otro mantenian la velocidad de la luz constante y con el mismo valor en diferen-
tes sistemas inerciales en movimiento relativo uniforme. Mas aun, cuando la velocidada relativa
era pequefia con respecto al valor de la velocidad de la luz ¢, se volvia a las transformaciones
propuestas por Galileo [I.1].

Por ejemplo, si en un sistema de referencia inercial la luz viaja entre el punto Q y P en el
intervalo At medido en el sistema que nosotros dibujamos en reposo (ver Figura 1.5). Con Ax =
[xp —Xgl, entonces Ax/At =c.

? [Sﬂhdﬂ del foTon]

9 U : )(-‘l t'=0
.8
pu!so de luz (foton)
A X o

Q P

-

1€

j—

Xy
—+

1
o

Figura 1.5: Salida del pulso de luz (foton). Cuando se dispara el foton, el origen de ambos sistemas
de referencia coinciden en el instante t = 0 =t’. De acuerdo al postulado de Einstein, ambos obser-
vadores miden el mismo valor para la velocidad de la luz ¢. La coordenada del punto de llegada
es xp y xp en el sistema inercial en movimiento.

Si evaluamos las coordenadas de los puntos Q y P en el sistema en movimiento relativo con
velocidad V, manteniendo el mismo orden de los puntos, debemos obtener Ax’/At’ =c, donde
el valor de la coordenada x’corresponde al punto P, evaluado en el sistema en movimiento (ver
1.6). Note que el tiempo también debe depender del sistema de referencia para mantener ¢ cons-
tante en ambos sistemas. El tiempo no transcurre igual en ambos sistemas como ocurria en las

2. LOS POSTULADOS DE EINSTEIN Y EL NUEVO PROTOCOLO PARA LAS MEDICIONES. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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transformaciones de Galileo [I.1].

[Lle,gada del foTénj

v
' L w: _ oy AX':c
O L O A O 1 X AT‘ A_I_1
i X
Q 4
O L P:X A_:(:C

pulso de luz (fotdn)

AX ~
Q p

Figura 1.6: Llegada del foton al punto P. Segiin el observador en reposo, el fotén ha recorrido una
distancia igual a A x en un tiempo At. Para el observador en movimiento S', la distancia recorrida
es A X' medida, como se sefiala en la figura. El tiempo empleado es At'. Como mostraremos mds
adelante, el tiempo transcurre en forma diferente en cada sistema. Las coordenadas deben cumplir
la condicion: AX'/At'=c= Ax/At.

Las ecuaciones que cumplen con esta condicidn, descubiertas por A. H. Lorentz, antes que lo
hiciera Einstein, llevan su nombre. Las incluimos a continuacion sin deducirlas. Lo haremos mas
adelante. Las transformaciones de Lorentz para un movimiento unidimensional como el ilustrado
en las figuras 1.5, y 1.6, son

Vx
ct— — , x —Vt

ct’=—°2, X = .
% %
- 1=

donde ct’ y x" indican las coordenadas de un evento en el sistema de referencia del observador
S’ (aquél en movimiento) y las sin prima las coordenadas del mismo evento evaluado en S.

1.2)

La luz adquiere un nivel superior, es una constante universal. De este modo la pregunta no es
cOmo se propaga sino, como se deben cambiar las transformaciones de coordenadas entre ambos
sistemas para que cada observador inercial le adjudique el mismo valor ¢ en su sistema de referen-
cia. Esto debe ser independiente de la velocidad relativa (menor que la velocidad de la luz) entre
ambos sistemas.

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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[sanda del fo’rén]

k- -
v
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Q ol P

Figura 1.7: Salida del pulso de luz (foton). Conviene resaltar que lo mismo ocurre si nos ubicamos
en el sistema S’ y observamos que el sistema S se desplaza con la misma rapidez pero en sentido
opuesto. La velocidad de la luz sigue siendo c. la velocidad de la luz NO depende de la velocidad
de la fuente.

Ejemplo

No hemos explicado como obtener las transformaciones de Lorentz [I.2], pero podemos estu-
diar sus propiedades algebraicas y comenzar a familiarizarnos con ellas, ya que son las mismas
encontradas posteriormente por Einstein.

a.- Verifique que las dimensiones de las transformaciones de Lorentz desplegadas en [I.2] son
las correctas.

b.- Muestre que en el limite de ¢>>V, las transformaciones de Lorentz tienen como limite las
transformaciones de Galileo [I.1]. Debemos imponer que V/c — 0.

c.- Demuestre que usando las transformaciones de Lorentz se verifica que Ax'/At' = ¢ =
Ax/At. Note que la coordenada del punto de partida Q coincide con el origen O y O’ de cada
uno de los sistemas de referencia en el instante inicial de salida del pulso de luz. Por tanto, en este
instante inicial Xo = Xq/ = 0 para t=0y t’=0.

Soluciéon

a.- El uso de la coordenada c t en lugar de t se justifica para tener un cuadri-vector con todas sus
componentes con la misma dimension:[L]. Es posible apreciar que, escrito de esta forma, todos
los numeradores de la férmula de transformacion [1.2] tienen dimensién de longitud.

b.- Para el caso del tiempo, donde aparezca V/c lo ponemos igual a cero y obtenemos t’ = ty
X’ = X — Vi, que son las transformaciones de Galileo [I.1]. Las transformaciones de Galileo son
validas solo cuando la V << c, en el limite no-relativista.

2. LOS POSTULADOS DE EINSTEIN Y EL NUEVO PROTOCOLO PARA LAS MEDICIONES. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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c.- Como se desprende de las Figuras 1.5 y 1.6 la coordenada del punto Q es nula por construc-
cién: Xq=X"g = 0. Por tanto AX = (Xp — Xg) = Xp. Lo mismo es verdadero en el sistema
en movimiento relativo AX’ = (Xp — Xg) = Xp . Y el argumento se repite también para el
tiempo: At = tpy At = tj.

Por tanto s6lo nos debemos preocupar por la relacion entre las coordenadas entre ambos sistemas
del punto P. Escribiendo las transformaciones de Lorentz para el punto P

ctp —

Xp — Vit
ctp = ———=, r — 2F P
v

XP_—\/za
c? \/1_3

Reemplazando Xp por c tp en la expresion para t}, y tp obtenemos

donde Xp = ctp. (1.3)

(1.4)

: Vv
X, = Xp Cv = = (1.5)
-z
Dividiendo la ecuacioén [1.5] por [1.4], obtenemos
X X
L == (L6)

Bajo esta transformacién de coordenadas, la velocidad de la luz es la misma en ambos sistemas
de referencia inerciales.

Hemos jugado con el dlgebra de estas transformaciones. En las siguientes secciones indicaremos
los desafios a las ideas preconcebidas que provoca el hecho que la velocidad de la luz sea la misma
en ambos sistemas de referencia.

Note que este resultado es valido para cualquier valor de la velocidad relativa. O

Los postulados de Einstein.

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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Los sistemas inerciales son equivalentes. Es imposible diferenciar un
sistema inercial de otro mediante un experimento fisico. El resultado del
experimento es el mismo en todos ellos.

La velocidad de la luz c, es una constante universal. Tiene el mismo valor
en cada uno de los sistemas inerciales. No es posible transmitir informa-
cién a una velocidad mayor que c.

A pesar que estos postulados parecen muy simples, tienen consecuencias notables, todas verifi-
cadas al dia de hoy.

Resultados que se desprenden de estos Postulados.

A.- El Tiempo es Relativo. Relojes idénticos marcan tiempos diferentes si se ubi-
can en sistemas de referencia en movimiento relativo.

B.- La Simultaneidad es Relativa. La simultaneidad estd definida para un sis-
tema de referencia inercial especifico. No existe la simultaneidad absoluta,
como en el sistema de Galileo.

C.- El Protocolo de Medicion. La propuesta de Einstein define en forma precisa
el protocolo para realizar una medicion, por ejemplo el largo de una barra o
como sincronizar dos relojes idénticos.

D.- Lo Relevante es el Espacio-Tiempo. Si no existe un tiempo absoluto, igual
para todos los sistemas inerciales, se requiere especificar el tiempo en cada
sistema, ademas de las coordenadas espaciales. Se requieren cuatro numeros
para describir la trayectoria de una particula. Las coordenadas de un punto P
estan dadas por una tétrada [ct, X, y, Z].

I.3. Diagramas Espacio-Tiempo

Las consecuencias derivadas a partir de los postulados de Einstein permitieron eliminar la
hipétesis del éter. Otra de sus consecuencias, que el tiempo transcurre en forma diferente en dife-
rentes sistemas de referencia, transforma drasticamente la cinematica de los movimientos relativos:
qué mide un observador comparado con el otro observador.

1.3. DIAGRAMAS ESPAGIO-TIEMPO Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Si el tiempo NO es el mismo para todos los observadores inerciales, debemos incluirlo en el
sistema de coordenadas. Por ejemplo el punto P en el sistema de referencia S, se debe especificar
por cuatro nimeros [ct, X, y, z]. Para conocer sus coordenadas en otro sistema, debemos usar las
transformaciones de Lorentz [1.2] y obtenemos P(ct’, x’, y’,z’).

Es muy conveniente que las componentes de las coordenadas tengan la misma dimension, para
lograrlo usamos ¢t en lugar de t en el eje temporal.

Otro factor son las unidades usadas en los ejes coordenados de los gréficos. Dado el valor de la
velocidad de la luz, el uso de las escalas usuales de longitud, un metro por ejemplo, hace muy dificil
apreciar alguna caracteristica cinemdtica en un grafico espacio-tiempo. Para hacer mds intuitivo y
evidente el uso de un grifico en relatividad especial,usamos como unidad para todos los ejes
coordenadas 3 x 108m, la velocidad de la luz. Algo similar ocurre en astronomia donde se utiliza
un afo-luz como unidad de distancia. Un afio-luz ~ 9,46 x 10" m.

(.«t tt{a\ (,GN*?DELVE
v=3 | ¥

5\ 45

X ta3

Y

Figura 1.8: A la izquierda se dibuja un destello de luz en dos dimensiones espaciales y una tem-
poral. Se representa por un frente circular dibujado en distintos tiempos en la figura. Al centro se
dibuja el desplazamiento de esta onda para distintos tiempos, sin incluir explicitamente el eje del
tiempo. En la figura de la derecha, el dngulo del vértice del cono es de 90°. Esto refleja que la
onda de luz viaja en 45° con respecto al plano de los ejes (x,y).

Con esta escala los rayos de luz siempre viajan en la bisectriz del dngulo formado el eje cty el
eje X, si el rayo de luz viaja en este eje coordenado.

Este cambio de escala facilita la interpretacion, no contiene ningiin cambio conceptual. Refleja
el hecho que los rayos de luz son vitales para entender esta teoria y constituyen un elemento
fundamental en el protocolo de las mediciones.

Si una piedra cae en una fuente con agua (ver Figura .2 ), se genera una onda superficial que se
aleja del punto donde cay6 con una velocidad caracteristica. El frente de onda es una circunferencia
que se expande alejandose del origen. En el diagrama espacio-tiempo, provisto de una dimensién
temporal y dos dimensiones espaciales, la trayectoria de una de las ondas aparece como un cono

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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cuyo vértice descansa en el punto (evento) donde se origind la onda, que en este caso coincide
con el origen del sistema de coordenadas (Ver Figura 1.8). Algo similar es lo que sucede con un
destello de luz, éste se propaga como un cascardn esférico en un espacio de tres dimensiones. En
los diagramas en dos dimensiones espaciales, esta onda se transforma en un cono de luz.

Un punto en el diagrama espacio-tiempo representa un hecho concreto e instantaneo. Por ejem-
plo, el punto e instante en que un objeto puntual toca el suelo al caer, o un martillo golpea a un
clavo, o una luz se enciende... etc. Esto se denomina un evento.

4~Et @ /""C‘it Rayo
ObS(,rh’)\o{ﬂ{" de Luz
A AT v d U " '/
/ vheso | Observad B
g p 4’_ B ' Ai&;g\d&g:: 450 //7( ¢
E Sl[ “4 origen. %,’
. s Qi . ’ tang=V/c
Ix Y90 /%qg % 7 /' Tx

Figura 1.9: La linea A, representa la trayectoria en el espacio-tiempo de un observador en reposo
en el sistema de referencia. En el diagrama del centro, se dibuja la linea de universo (recta in-
clinada) de un observador (puntual) que se aleja del origen con una velocidad V. A la derecha
se indica la trayectoria de un rayo de luz con su inclinacion de 45° y se muestra que tan ¢ = V/c,
corresponde a la velocidad del observador B.

Por otra parte, si dejamos un libro (considerado como objeto puntual) sobre una mesa, ese evento
se propaga en el tiempo, pero mantiene su coordenada espacial x y se transforma en una linea
vertical en el espacio-tiempo. Esta linea se denomina linea de universo de la particula (el libro en
este caso). Si la particula estd en movimiento uniforme, en linea recta, su linea de universo es una
recta inclinada. Estos dos ultimos casos estan representados en la Figura 1.9.

A partir del grifico se puede deducir que

tan p = ——— =

X —Xg__V (L7)
c(t, —tq) ¢ '

Como no es posible representar 4 dimensiones en el papel, dibujaremos sélo una o dos coor-
denadas espaciales. Las figuras incluidas a continuacion representan un observador en una o dos
dimensiones espaciales.

La Relatividad Especial relaciona las coordenadas de un evento en un sistema de referencia
con las coordenadas que otro observador, en movimiento relativo, le asocia a ese mismo evento. Se
requiere ser cuidadoso con el protocolo de la medicion. La nocidn de simultaneidad es fundamental
junto con la interpretacion de los graficos espacio-tiempo.

1.3. DIAGRAMAS ESPAGIO-TIEMPO Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Figura 1.10: Linea de universo de una particula que rota alrededor del origen describiendo una
circunferencia de radio a. A la derecha se incluye una particula que repentinamente explota en
tres pedazos. Note que una de las trayectorias es anomala: ;Cudl parece propagarse con una
velocidad mayor que la velocidad de la luz?
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Figura 1.11: Linea de universo de los puntos extremos de una barra rigida que permanece en
reposo para t < 0y en seguida viaja con velocidad v con respecto al sistema S. A la derecha se
indica la linea de universo, proyectada en el plano (ct,x) de los extremos de una barra que gira en
torno al origen.

I.4. La Idea de Simultaneidad

1.4.1. El Problema del Tiempo

Si existe un tiempo Unico, un tiempo universal o absoluto, la pregunta desde el punto de vista
de un fisico: ;Quién lo regula? ; Existe un aparato que logra mantener el ritmo perfecto y absoluto
en cualquier circunstancia? o, desde el punto de vista de un filésofo: ;Es una creacion de la mente
pensante o una forma de ver cosas que en realidad no se disponen en forma temporal?>

Aristoteles se pregunt6 si existiria el tiempo en ausencia de una mente. Y su respuesta fue que no

3Filosofia Moderna Roger Scrutton, pag. 369. ver el Cap. 25: Espacio y Tiempo.
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existiria el tiempo pero si un sustrato de tiempo (incluimos esto dltimo para ser fiel a su respuesta,
pero sin comentarlo).

Otra pregunta planteada es si podemos existir tanto fuera como dentro del tiempo. ;Podemos
emanciparnos de la prisién del tiempo y seguir siendo las cosas que somos? esto conduce a la
existencia de dios y la idea de eterno.®

Acé tomamos un punto de vista mds pragmatico y asociamos un nimero al instante en que ocurre
un evento que se repite, por ejemplo al periodo de un péndulo. Y esa es la divisién en segmentos
del tiempo que es un continuo. Esto es lo que llamamos un reloj, que obviamente puede ser mucho
mas sofisticado que lo planteado.

1.4.2. Simultaneidad Absoluta

La fisica newtoniana considera un solo tiempo para todos los sistemas inerciales, en reposo o
en movimiento relativo. Si los relojes los sincronizamos: lo que marca uno lo repita el otro, todos
marcan igual por siempre.

Introduciremos un protocolo para sincronizar relojes que es vélido en la fisica newtoniana y en
la relatividad especial. La distincién entre ambos es que uno considera la velocidad de la luz como
infinita (sistemas newtonianos) y el otro como una constante universal finita.

No es un procedimiento vacio puesto que para los efectos de la vida diaria la velocidad de la luz
es inalcanzable. Esa sincronizacion puede operar en todos los fenémenos de baja velocidad.

Utilizaremos un pulso de luz para sincronizar relojes porque en la teoria mds poderosa, que
contiene a la newtoniana, su velocidad es -por principio., una constante universal, igual en todos
los sistemas inerciales. Esto comprende ambos métodos: infinito a una constante sigue siendo
infinito.

La velocidad de la luz como una constante infinita.

Como la velocidad del foton, la consideramos infinita, su trayectoria en el diagrama de s-t es
una linea horizontal .

El protocolo para sincronizar los relojes que usaremos aca consiste en elegir un reloj maestro,
desde este reloj envio un foton a otro reloj ubicado en una posicion conocida, al recibir el foton
comienza a funcionar. Como la velocidad de la luz en este caso es infinita, el foton no demora en
llegar y los relojes estdn sincronizados de inmediato. Repetimos este protocolo y tenemos una red
de relojes sincronizados.

®Filosofia Moderna Roger Scrutton, pag. 369. Ver eternidad en pag. 377 y las definiciones de dios y el tiempo.
Puede buscar al fildsofo McTaggart para aprender acerca de la no-existencia del tiempo en internet, o el libro Barry
Dainton: Time and Space, donde se incluye un capitulo de Rel. especial y otro de espacios curvos y un capitulo de
McTaggart, que murié en 1908, antes de la aparicion de la relatividad general de Einstein.

4. LA IDEA DE SIMULTANEIDAD Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Figura 1.12: Un destello de luz viajando con velocidad infinita en un diagrama de espacio-tiempo
(s-t) es una recta horizontal. Llega a todos los lugares simultdneamente, no importa su lejania con
la fuente del destello. Los eventos a, b, d y e son simultdneos, ocurren en el instante t,. Los eventos
A, B, C, D y E son también simultdneos, pero ocurren en el instante t, con posterioridad a t;.
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Definimos dos eventos como simultdneos si ocurren en puntos diferentes pero los relojes ubi-
cados en esos puntos marcan el mismo nimero. El tiempo absoluto transcurre igual en todos los
relojes no importa el estado de movimiento en que se encuentre el sistema de referencia sobre el
cual se ubica. Esta es la definicién de simultaneidad absoluta.

De esta forma, al sincronizar de esta forma una nube de relojes podemos formar lineas de
simultaneidad absoluta. Estas son rectas perpendiculares al eje ¢t (Ver Figura 1.12).

"S/E’
/ .
‘%iw\d“'wx\&{m«/

Figura 1.13: Los planos de simultaneidad son las lineas horizontales. Son los mismos para todos
los observadores inerciales, por ejemplo para S y para S'. Una velocidad de la luz infinita nos
lleva a la existencia de la simultaneidad absoluta.

Supongamos un observador que viaja con velocidad v con respecto al anterior, la pregunta: ;Cual
es la linea de simultaneidad asociada al observador bautizado como S’ ?(Ver Fig. 1.13)

La respuesta es: la misma que le asociamos al observador en reposo, no importa la velocidad
con que se desplace este nuevo observador S’con respecto a S.

La simultaneidad absoluta (todos los relojes sincronizados permanentemente, no importa su
movimiento relativo), se utiliza en la fisica no-relativista.
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Ejemplo observador 1
Usando esta aproximacion no-relativista (veloci- _ sgguf P
dad de luz — o0), obtendremos graficamente el sonido |
cambio en la frecuencia que experimenta el soni- st
do al ser detectado por un observador en movi- L
miento con velocidad V con respecto a la fuen-

te en reposo en el mismo sistema de referencia. 347656 162\135\0 X

g

sonido

metros

La velocidad del sonido es V; y su frecuencia es
v, =1/T,.

b dor 2
9 observador P

Diagrama s-t de una onda de sonido propagandose en una dimension. Note las unidades de lon-
gitud =340 metros, esto se define de este modo para visualizar las caracteristicas de los graficos
usados.

SOLUCION

La Figura revela una fuente que
emite un pulso cada T segundos.

A su derecha tomamos una sec- \\
cién de ella que sélo considera el §
eje y y el tiempo, que es lo que Tl
se requiere para calcular el efec-
to doppler en este caso. Las lineas : / 1 T

aA y bB representan la trayectoria

de cada pulso (o podria ser una on- Y
da) con la velocidad del sonido en - e detector
el aire Vs.

Vp es la velocidad del detector u observador en movimiento. La proyeccion del trazo AB sobre
el eje del tiempo, representa lo que demoran los dos pulsos en alcanzar al observador. Dada la
simultaneidad absoluta, el periodo medido por el observador es T'.

De la figura adjunta podemos sacar la siguien-
te informacién: Del tridngulo A ACB, obtenemos

AC= AX=VpT. U
Del tridngulo AbFB, se desprende que '
AX=Vg(T'-T). T

Igualando las dos expresiones para A X, tenemos
Vp T'=Vg (T'-T). Despejando T' y definiendo
la frecuencia como f=1/T y f = 1/T’, obtenemos vs

A Ax
_ _ ﬁ
Pt (1 Vs) : (L8) //
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1.4.3. Sincronizacion de relojes: La velocidad de la luz es finita
La simultaneidad relativa estd asociada a un sistema de referencia especifico. Dos eventos si-

multdneos, lo son sélo en el sistema de referencia inercial en el cual se realiz6 el protocolo corres-
pondiente.

jet [  ———+_  Evento

Q 3 — 7
A
- ':‘:I‘Ft.‘.tt&n il w%_" < P
a0 {
= Ry ﬁ""“hﬂ— ¥
0 ravo cle v Yl e— K

L\I‘. ‘_ﬂ-‘fd | ’f T ITrrTFrr T v AT IR VI ST "f
Lug Z

Figura 1.14: En la figura de la izquierda, el observador A (en movimiento) recibe un pulso de luz
proveniente del observador O (en reposo) y lo refleja de vuelta. En el diagrama de la derecha
se representa la misma situacion pero como una filmacion. En este diagrama el observador A se
ubica en el carro que se aleja con velocidad V. Los tres eventos relevantes de la Figura estdn
serialados y son: O, Py Q.

S A+T!
r;R btumk/ﬂmilhwiw A,
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* ﬂ
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Figura I.15: La luz viaja desde el reloj maestro hasta el punto B, rebota y vuelve al reloj maestro.
Demora T segundos en ir y T segundos en volver. El punto medio del intervalo de 2T corresponde
al instante cuando el rayo de luz impacta al reloj en B y lo activa. Definimos como simultdneos el
instante O del reloj maestro y el evento B. También su distancia queda determinada, es ¢ T.
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Para establecer simultaneidad relativa entre dos eventos, enviamos un pulso de luz desde el reloj
maestro, hacia el reloj a sincronizar (B o D en la figura 1.15). Al rebotar en el reloj, lo activa y
el pulso retorna a la fuente. Alli se calcula el instante en que se activo el reloj en B y la distancia
que los separa referida al sistema S, d=¢T. Se envia otra sefial, que no se indica en la figura I.15,
y que adelanta el tiempo del reloj en B en d/c segundos para sincronizarlo con el reloj maestro y
marca su coordenada comod=T ec.

Con esta estrategia podemos sincronizar todos los relojes en el sistema S.

De esta forma la simultaneidad con respecto a un evento en el eje ¢t estd definida de la misma
forma que en el caso anterior (con ¢ = 00). Para el caso de una dimension espacial y una temporal,
estd formada por una serie de lineas todas perpendiculares al eje vertical ¢t que representa al
tiempo que marca el reloj asignado al observador ubicado en el origen.

Podemos imaginar que distribuimos una infinidad de relojes en todo el espacio y mediante una
serie de sefiales como la indicada, sincronizar cada uno de ellos con el reloj maestro y, al mismo
tiempo, asignarle una coordenada de la forma ya explicada. (Ver 1.16).

Figura 1.16: El observador construye un andamio en su Laboratorio donde cada reloj en cada
vértice tiene un tiempo dado por el reloj ubicado alli y también sus coordenadas espaciales. Ambas
cantidades fueron asignadas en el proceso de sincronizacion de cada reloj con el reloj maestro.
(Extraido del libro Spacetime Physics, R. Taylor and J. A. Wheeler, W. H. Freeman and Company.)
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I.4.4. Simultaneidad: Dos Observadores en Movimiento Relativo.
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Figura 1.17: A la izquierda se muestra el lanzamiento de dos destellos de luz simultdneamente
desde el punto medio del carro que se encuentra en reposo en el sistema fijo S. Ambos alcanzan
simultdneamente los dos extremos del carro. A la derecha se ilustra el mismo fenomeno, dos deste-
llos de luz que arrancan desde el punto medio del carro en movimiento donde viaja el observador
S’. De acuerdo a S, el pulso de la izquierda llega antes puesto que el punto a’ se aleja del otro
pulso. La velocidad del destello no depende de la velocidad del carro, es una constante universal.
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Figura 1.18: Dos destellos de luz salen simultdneamente desde el punto medio del carro que se
encuentra en reposo en el sistema S. Ambos alcanzan simultdneamente los dos extremos del carro.
A la derecha se incluye el diagrama de espacio-tiempo de este experimento.

Analizamos esta situacion utilizando un experimento pensado. Primero estudiamos el caso mas
simple. En el sistema en reposo S y desde el punto medio de una barra de largo 2L, se lanza
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dos destellos apuntando hacia cada extremo de la barra. Los destellos viajan, rebotan y llegan
simultdneamente al centro desde donde salieron. este ejemplo es simple pero sirve para familiari-
zarse con lo diagramas de espacio-tiempo y la notacion utilizada (Ver Figura 1.18).

A continuacién consideramos un sistema, que designamos como S’, y que aleja con velocidad
V del observador S. Examinaremos la simultaneidad en este sistema de referencia usando: los
dos pulsos simultdneos saliendo de una fuente puntual, la barra de largo 2L que viaja fija a S/,
representada por las rectas inclinadas p’’ y a’ en la Figura 1.19 y siguiendo los postulados de
Einstein para la Relatividad Especial (Ver Figura 1.19).

¢ '| b
S [
4 G s Ci.l pulso
o @l e V L« deluz
= L e '“--_}T Linea de
P & L Simulmngidad
Experimento o de Sk
S pER Lo
@iagmmﬂ de espacio ﬂempoj

h. b

Figura I.19: Dos destellos de luz salen simultdneamente desde el punto medio de la barra de largo
2L, Esta barra viaja fija al sistema S’. Como se fundamenta en el texto, estos dos pulsos llegan
simultdneamente, de acuerdo al sistema S’, en los eventos marcados en la Figura a la derecha,
como A’ yP'. La recta P'A’ es la recta de simultaneidad para S'. Queda claro que la simultaneidad
en el sistema S y S’ son diferentes. Esta es la definicion de simultaneidad relativa, asociada a un
sistema de referencia inercial especifica.

De acuerdo a §’, la fuente de luz pasa por el punto medio de la barra con una velocidad -V. Al
coincidir con el punto medio de la barra, lanza los dos destellos como se indica en la Figura 1.19.
Como la velocidad de la luz no depende de la velocidad de la fuente, por tanto se propaga en S’
con la velocidad ¢ de acuerdo al postulado de Einstein.

En la figura 1.19 se indican los puntos P’ y A’ que son los eventos donde el pulso impacta
los extremos de la barra usada para este experimento pensado. Como los pulsos partieron del
punto medio de la barra, estos dos eventos son simultdneos de acuerdo al observador S’.(Ver figura
derecha de 1.19).

Después de determinar estos dos eventos como simultidneos, en la Figura 1.19 , los unimos
mediante una recta P’ A’, esta es la linea de simultaneidad para S'. Todos los relojes sincronizados
ubicados sobre esta linea marcan el mismo tiempo ct’. Vemos que NO coincide con la linea de
simultaneidad encontrada para el observador S, ver Figura 1.18.
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Figura 1.20: A la izquierda se dibujan lineas de simultaneidad para el sistema S. A la derecha
se ilustra una familia de lineas de simultaneidad en el sistema que consideramos en movimiento
relativo con respecto a S, y que denominamos S'. Estas son las lineas construidas en la Figura
anterior 1.19.

Si repetimos el proceso con otros pares de puntos simétricos con respecto al origen, desarro-
llamos una familia de lineas de simultaneidad asociadas al observador S’ similar a la familia de
rectas dibujadas en S.

Sincronizacion mediante rayos de luz en un sistema de referencia en movimiento.

Es un buen ejercicio dibujar como se aprecia la situaciéon desde el punto de vista de un sistema
de referencia en movimiento S’ .

El rayo de luz siempre viaja bisectando el dngulo formado por el eje x y el eje temporal ct.
Cuando son perpendiculares, el dngulo es 45°, si se aleja hacia la derecha, como en este caso, el
angulo es menor.

En la Figura siguiente 1.21, se aprecia que los eventos A y B, son simultdneos para el observador
S, pero no lo son para el observador designado por S'. En el sistema S’, A es simultdneo con A’ y
A’ ocurre antes que B en el sistema S.

Ejercicio

A partir de la Figura 1.21, ubique un evento A” simultdneo con A’ en el sistema S. Repita la
operacion en el sistema S’ para el punto B: sefale un evento simultaneo .

I.5. La Contraccion del Largo

En esta seccion definiremos el protocolo para medir el largo de una barra utilizando las trans-
formaciones de Lorentz [1.2] y los diagramas de espacio-tiempo. Como la definicioén considera la
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4
> :
” rayo de luz hacia P

Figura 1.21: A la izquierda, se dibuja el rayo de luz que se inicia desde M, rebota en A e impacta
en N, esto a lo largo de ¢ t'. De acuerdo al protocolo, el punto medio del trazo NM, A’, es el
evento simultaneo con A, por tanto para S' los puntos A y A’ son simultdneos. Se indican también
las coordendas del punto A en el sistema S (a la izquierda de la figura) y S'. Las coordenadas de
A en los sistemas S 'y S' estdn relacionadas por las transformaciones de Lorentz [1.2].

simultaneidad, el valor obtenido para el largo de una barra depende del sistema de referencia. Fisi-
camente la barra no experimenta cambio alguno en un sistema de referencia inercial, de acuerdo a
uno de los postulados de esta teoria.

I.5.1. La Aparente Contraccion del Largo de una Barra en Movimiento
Relativo

Definicion:

El largo de una barra en un sistema inercial se define como la distancia espacial que existe entre
sus dos extremos medidos a lo largo de una linea de simultaneidad del sistema inercial escogido.

Como la simultaneidad es relativa, el largo también depende del observador que mida. Por tanto
resulta que una barra en movimiento parece acortarse (como mostraremos). Pero esto no es real,
no es fisico. Una barra en movimiento relativo con velocidad constante, no se acorta ni se alarga.
No le ocurre absolutamente nada..

Medicion de una barra en movimiento: método grafico.

las siguientes definiciones aparecen en todos los textos debido a la frecuencia con la cual apare-
cen en los diversos calculos de la relatividad especial.
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1.9)

ol <

Los puntos A, B y C de la Figura 1.22, estdn elegidos para hacer mds faciles la comparacién
entre los valores de ambos largos L'y L’.

L y L' son diferentes, pero mostraremos que L. > L', lo cual golpea nuestra intuicion.

Las lineas {5 y {g son paralelas puesto que la barra estd en reposo en el sistema S’. De este
modo la coordenada espacial de los eventos B y C en el sistema S’ son las mismas: X =X =L".
Andlogamente, X’ 4 = 0, puesto que permanece en el origen del sistema S’.

[
cth , f ? . . t@:

& ct' i L . 1'=0
@) . o X'

St O

L /B " ALl +T20
X

Figura 1.22: Las lineas {a y g, representan la linea de universo (o trayectorias en el espacio-
tiempo) de los extremos A y B de la barra rigida en movimiento con respecto al sistema fijo
S. El largo definido por el sistema S para la barra es L. = AB, puesto que es la distancia entre
los extremos de la barra y son eventos simultdneos. De la misma forma, L’ = AC, es el largo
definido para la barra por el sistema S’ puesto que A 'y C son eventos simultdneos en el sistema en
movimiento S'.

Medicion de una barra en movimiento: método analitico

Para comparar los largos L y L utilizaremos las ecuaciones de Lorentz [I.2] y las coordenadas
de los dos extremos de la barra evaluadas de acuerdo a cada uno de los observadores S y S’. Para
encontrar la relacion entre los valores medidos por cada uno de los observadores S y S’ debemos
usar las transformaciones de Lorentz.

En el sistema S, las coordenadas de los extremos de la barra las denominamos A y B. Cuando
nos referimos al sistema de referencia S’ nos referimos a X/, y X3.
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Cuadro I.1: A continuacion especificamos las Coordenadas respectivas en los
Dos Sistemas de Referencia incluidos en la Figura.

Coordenadas Sistema S Coordenadas Sistema S’
XA = 0,
Xz = I, X =0
Xg—Xa = L Xg = L
Xc = L+ V(tc —ta), Xe—Xy = L/
tA =0

o P A_'=>.(__C_. v
O O X

Figura 1.23: Las lineas {5 y Ug, representan la linea de universo (o trayectorias en el espacio-
tiempo) de los extremos A y B de la barra rigida en movimiento con respecto al sistema fijo S. A la
derecha, el extremo C medido en el sistema S', es Xi-. Como los eventos B y C estdn en la misma
linea de universo Ug, ambos tienen la misma coordenada en S’, o sea Xi- = Xj.

Utilizando los valores indicados en la Tabla anterior I.1 relacionamos las coordenadas del evento
C en ambos sistemas de coordenadas utilizando las transformaciones de Lorentz [1.2].

X’ es la coordenada espacial del evento C en S. X¢ es la coordenada espacial del evento C en
el sistema S.
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X¢ = L'=v(Xc—Vtc) (usamos las transformaciones de Lorentz),
= v(L+Vtc—Vtc) (reemplazamos el valor de X dado en la Tabla calculada),

= L' =vyL

Otro método para obtener la contraccion del largo

Recurriendo a la interpretacion de la linea de universo del extremo B de la barra en el sistema S’
podemos apreciar del grafico que

X.=X, =L, (1.10)

dado que B y C se ubican en la misma linea de universo en S’ y que permanece paralela a la
linea que cruza el origen, tiene el mismo valor de la coordenada que C.

X//A/ = X/A -
Xt —Xy = LU'=X

usando la transformacion de Lorentz [1.2]

Xz =v(Xg — Vtp), (L11)

Como tg = 0 (puesto que es simultdneo con A ) y Xz = L, obtenemos

L' = vyL. (L12)

Si analizamos el procedimiento seguido para comparar el largo L. de una barra en dos sistemas
de referencia en movimiento relativo, se debe medir la distancia entre ambos extremos en forma si-
multdnea. Como la simultaneidad es propia de cada sistema de referencia, eso explica la diferencia
en la longitud asociada a la barra por dada uno de los observadores.

La barra no sufre ni acortamiento ni alargamiento. La diferencia proviene del protocolo estable-
cido para definir asociar el largo de una barra rigida.

I.6. La Dilatacion del Tiempo

Para medir la dilatacion del tiempo debemos comparar un reloj que lleva S’ en el origen (el
punto O’) con un conjunto de relojes sincronizados pegados al eje-x en el Sistema S. El sistema
S’se desplaza con una rapidez V, con respecto S.
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Figura 1.24: Las lineas ct y ct’, representan las trayectorias en el espacio-tiempo del origen Oy O’
de los sistemas de referenciaSy S’ . P es un punto arbitrario donde se compara el tiempo indicado
por el reloj fijo a S y ubicado en la coordenada xp, con el reloj fijo al origen del sistema S'.

Usando las transformaciones de Lorentz [1.2] obtenemos:

Vo
Ctyp =Y (ctp— ?xp) y Xorep =0 =7y (xp — Votp). (1.13)

Despejando el tiempo en esta tltima ecuacion,

= tp =
P_Vo

y reemplazando este valor en la ecuacion 1.13 obtenemos

;o G _ \G
cty =v(|cte—Sctp ) =ve(l—— )t
c c

: 1 \4 \4
:>tO/P:—\/2X<1—§>tp: ]—gtp
129
CZ
= tp = yty_p Como<y > 1, entonces, ty_p < tp. (1.14)

Por tanto el tiempo medido por el reloj en movimiento relativo transcurre mds lentamente que
el tiempo medido por el sistema de relojes sincronizados que consideramos -arbitrariamente-, en

reposo.
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De acuerdo a los principios de la Relatividad Especial, los sistemas inerciales son indistingui-
bles entre si. A partir de la ecuacion 1.14 podriamos inferir que en el sistema en reposo el tiempo
transcurre mas rapido y asi podriamos identificar el sistema en reposo absoluto: aquel en el cual el
tiempo transcurre mas rapidamente que en cualquier otro sistema inercial. Esto es una contradic-
cion a los postulados iniciales.

Para entender mejor este resultado nos preguntamos: ;Qué ocurre si, a diferencia del caso es-
tudiado, consideramos el sistema S’ en reposo y el sistema S estd en movimiento? ;Puede afectar
este cambio nuestra conclusién en el ejemplo anterior?

ct- =9

| O. \ (enrepos:)
8 0 O .
Tz0 T=0 The
VCI
f =0 X

Figura 1.25: La linea ct' es vertical porque consideramos a S' en reposo. El sistema S se desplaza
en el sentido negativo del eje X con velocidad -V,. La tangente tan & = V/c es negativa y
por eso el sistema de referencia se abre, a diferencia del caso anterior. Se indica una linea de
simultaneidad en el sistema S.

Estudiemos qué ocurre si invertimos la situacion. Consideraremos entonces el sistema S’ en re-
poso y con un conjunto de relojes sincronizados y un reloj en el origen del sistema S para comparar
tiempos (Ver Fig 1.25).

V.
ctp = v (ct{; + C—§x§,> , xp = Y(xp+ Votp) = 0. (1.15)

Reemplazando la segunda ecuacion en la primera,

/ V !/ / Vz Vz /
ctp :y{ctp—i—c—g(—votp)} = vyctp (1—0—2) = 1—0—2(:tP
Ytp=1tp = tp <tp debidoaque vy >1T. (I1.16)
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Al comparar el reloj en el sistema en movimiento con los relojes en el sistema en reposo, obser-
vamos que en el sistema en movimiento, el tiempo siempre transcurre mas lentamente: el tiempo
se dilata. Si intercambiamos su papel de reposo y movimiento, el tiempo se dilata siempre en el
sistema considerado en movimiento. Esta es la conclusion valida.

Comparando las ecuaciones , vemos que el resultado es simétrico. Al intercambiar el papel de
reposo y movimiento en estos sistemas, obtuvimos los resultado dados por las ecuaciones 1.14 y
I.16.

Este resultado es -por decir lo menos-, contra-intuitivo: no parece ser un resultado observado en
la fisica y menos en la vida diaria a esa fecha. Este es un ejemplo de una teoria cientifica: predice
un resultado nuevo, crucial, que puede ser verificada o desechada mediante un experimento. Esto
es, por la naturaleza misma.

Los experimentos llegaron mds tarde. Aca estudiamos uno: la vida media en el decaimiento de
una particula sub-atémica, el mudn que es una de las particulas que emergen del decaimiento de los
rayos cosmicos que bombardean la Tierra. Es posible compararla su vida media el muén en reposo
en nuestro sistema de referencia y la vida media deducida por la altura que recorre al penetrar
la atmésfera y decaer en su camino. Estd propuesto, con mds detalle, como ejercicio al final del
capitulo.

Otro experimento (J. C. Hafele y R. E. Keating, 1972) compara relojes atémicos instalados en un
avidén en viaje alrededor de la Tierra [11], con su contraparte de relojes idénticos que permanecen
fijos en Tierra en diferentes puntos de la trayectoria y que permiten ir comparando los tiempos a lo
largo de la trayectoria.

El GPS es otro sistema moderno para comparar tiempos en sistemas en movimiento relativo con
otros fijos en Tierra.

No existe, a la fecha, ningin experimento en la fisica cldsica que sea contradictorio con los
principios de la teoria de la relatividad especial.

El experimento de J. C. Hafele y R. E. Keating, que consiste en comparar dos relojes al comienzo
del viaje y los mismos dos relojes al final del viaje, después de dar una vuelta a la Tierra. Un
experimento propuesto por Einstein que es similar en espiritu al de J. C. Hafele y R. E. Keating, es
el denominado como la paradoja de los gemelos, que estudiamos a continuacion.

Ejemplo

Considere un par de gemelos ubicados inicialmente en el mismo punto. Repentinamente uno de
ellos comienza a alejarse con velocidad constante V. Transcurrido un tiempo retorna con la misma
rapidez -V,, mientras el otro gemelo permanecié en reposo en el origen durante este intervalo.
Calcule el tiempo que transcurre en el intervalo de ida y vuelta de acuerdo a los relojes de cada
uno de los gemelos.

Solucion
Antes de plantear el problema, un par de comentarios.

Cada gemelo representa un sistema de referencia inercial por casi todo el intervalo entre la ida
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y vuelta con una excepcion. El gemelo viajero parte con una velocidad V,, y retorna con -V, por
tanto debi6 sufrir una aceleracion en una parte de su trayectoria y NO constituye un sistema inercial
durante todo su trayecto. Asi, estos dos sistemas de referencia no son simétricos. El gemelo en el
origen NO sufre ninguna aceleracion.

Suponemos que la aceleracion transcurre en un intervalo muy pequefio que no afecta el resultado
final ni la conclusién. De hecho, confinamos el cambio de velocidad a un punto, el punto Q. Esta
suposicion no afecta nuestro resultado, pero no lo demostraremos aca.

El gemelo viajero regresa y comprueba que estd mds joven que su par. Esto ilustra que el tiem-
po transcurrido depende de la trayectoria seguida en el espacio-tiempo. Ilustra la dilatacion del
tiempo del viajero. También ilustra la dilatacion del tiempo en un sistema bioldgico -la edad de
los gemelos-, y establece asi que este resultado es valido donde se considere el tiempo como una

variable.
@ ¢
: i Vo
$ 2T 4] e i

0]
L B t=2T A
i | T '
0 af =T 21 % i
9 O |t p Q
o 4 e
v VO %
O';T =g AL .- . T T
_C)—CJ_'l X'
@ ' (enreposo)
ot —
0] 0 %
T=0 t=0

Figura 1.26: Diagrama de los gemelos. Uno de ellos emprende un viaje. Al reencontrarse, aquel
que fue de viaje es mds joven. El quiebre de simetria entre ambos sistemas estd en el punto Q de
la figura. El gemelo de viaje experimenta una aceleracion en esa vecindad y por tanto pierde su
cardcter de inercial. Los tiempos de ida y regreso mantienen la misma rapidez constante salvo el
intervalo con aceleracion, y toman el mismo tiempo de viaje por tramo.

Solucion

En el evento 0 se activan los relojes de ambos gemelos: ty = t’(=0.

Dividimos el problema en dos partes: la trayectoriade O aPy de P a R, en el caso del gemelo en
reposo, y de O’ a Q y de Q a R para el gemelo en viaje. Como los tramos recorridos son iguales
y son cubiertos con la misma rapidez, los tiempos asociados a cada gemelo T y T’ , deben ser
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también los mismos. (Ver Fig. 1.26).

La solucién consiste en encontrar relaciones entre T y T’ . Para ello usamos las transformacio-
nes de Lorentz [I.2] que, recordamos, dadas la coordenadas de un evento en un sistema inercial,
encuentra las coordenadas de dicho punto o evento en un sistema inercial en movimiento relativo.

En este modelo simple, reducimos el tramo con aceleracion al punto Q, de forma que hay un
cambio a bruto de velocidad a la entrada de Q y a su salida.

En el sistema del gemelo en viaje X’ =0. Veamos las relaciones entre las coordenadas del punto
Q en ambos sistemas.

) Vo /

reemplazando la segunda ecuacion en la primera, obtenemos
vZ
/A ! 0
tQ =T = Y(tQ_th)

Los eventos P y Q son simultdneos (ver Figura 1.26) para el gemelo en reposo. Si denominamos
el tiempo transcurrido desde O hasta P como T, entonces tp=tq = T.

Para el gemelo viajero, t,, =0, = (t'q -t'o/) = T".

V2 \4 1 T
I (R R S 119
¢ c Y Y

El gemelo en viaje demora lo mismo en ir desde el origen hasta alcanzar el punto Q, que en
retornar al origen, el punto R. Este trayecto, que denominamos QR, lo recorre con una velocidad [
- Vol.

V,
(tR—t'o) = v {(tR_tQ) + C_S(XR _XQ)} y (XR—X"q) = vl(xr—%q)+Vo(tr—1tg)]. (1.19)

En forma similar, reemplazando la segunda ecuacidn en la primera y teniendo en consideracion los
valores de algunas de las variables, obtenemos

VZ
Xr=0=xg, (tx—tQ) =T =y (1 - C—§> (tr — to). (1.20)

Como T" = 1— (tr — to),
Y

y lo que tarda en el viaje de ida es igual a lo que tarda en volver

(U L
Y
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Entonces

2T
T'+T] =2T = ~, como v > 1 entonces 2T < 2T. (L.21)

El tiempo transcurre mas lentamente (se dilata) para el gemelo viajero. Llega mas joven que su
contraparte. No hay ambigiiedad aqui.

Ejemplo
El tripulante de un avidon lanza un destello desde el piso al techo, donde rebota y retorna al punto

de partida.

Una persona en tierra sigue la trayectoria del rayo de luz rebotando en el avién, que se desplaza
con una velocidad relativa V, respecto del observador en tierra. Ver Fig. (2?).

Se desea conocer la relacion entre los tiempos de rebote medidos por el tripulante y el observador
en tierra.

Solucion

La situacion es similar a los ejemplos previos de esta seccidn salvo que la propagacién del rayo
de luz es perpendicular a la direccion de la velocidad.

Hay dos factores que contribuyen a que este problema sea més directo de resolver. Primero, las
longitudes perpendiculares a la velocidad relativa NO se contraen como ocurre con las longitudes
que se alinean con la velocidad relativa. Ver Postulado 5 en seccion(1.7). Existe una forma facil de
visualizar, ése es el segundo factor.

En el avion el destello parte de O, rebota en L y vuelve al punto de partida O’ .

Como ya establecimos que la altura L es la misma para ambos observadores, podemos dibujar
la trayectoria del rayo de luz vista desde el observador en tierra.

Por otra parte, cada uno de los pasos representados en la Figura (I.27) es un evento en el sistema
de Laboratorio. Cuando sale el rayo ( primera figura a la izquierda), cuando llega al espejo supe-
rior (figura del medio) y la posicion del origen O’ del sistema S’ , son tres eventos referidos al
sistema de Laboratorio. Con ellos podemos dibujar un tridngulo rectangulo y aplicar el teorema de
Pitagoras:

(WA t)* + L2 = (cAty)?,

donde u A t; es la distancia que recorre la nave en el intervalo A t, tiempo que tarda el rayo en
ir desde la base al espejo superior de la nave medida en S. L es la distancia entre espejos en S’ (que
es la misma que en S) y ¢ At es la distancia que recorrio el rayo de luz de acuerdo a S.

Si consultamos al astronauta acerca del tiempo que emple6 el rayo en ir desde el espejo inferior
(origen O’) hasta el espejo superior nos indica que es A t;; = L/c. Reemplazando este valor en la

Universidad de Chile Departamento de Fisica



34 version de 29 de noviembre de 2019
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Figura 1.27: En el sistema S’, (cohete), el rayo sale y vuelve al origen después de rebotar en el
espejo superior. El mismo fenomeno, observado desde tierra permite ilustrar el camino del rayo
de luz y la aplicacion directa de los principios de la relatividad especial.

VDT A P

S 5

v At L

L=2

Figura 1.28: Geometria de la trayectoria del rayo de luz visto por el observador en tierra.

ecuacion anterior y despejando At en funcion de A tg/, tenemos:

U2
Aty = 1—;Ats, obien Aty =vAty

Conclusion : At > At’. El tiempo en S transcurre mas rapido que en S'.

O
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L.7. Postulados de la Relatividad Especial

Veamos las bases de la cinemadtica de la relatividad especial. Acd se ignora todo tipo de interac-
cion con otras particulas o fuerzas: gravitacion, eléctrica... .

Para construir el andamiaje de cada observador inicial s6lo permitiremos la emision y recepcion
de rayos de luz por parte de estos observadores. esta emision o absorcién no los afecta dindmica-
mente: no cambian de posicion ni adquieren velocidad.

A continuacién estableceremos los postulados de la Relatividad Especial.
Postulado 0 El espacio es homogéneo e isotropo.

Esta afirmacion indica que el resultado del experimento no depende del lugar donde se realizo
(homogeneidad del espacio). Tampoco interesa la direccion donde apuntemos con nuestros ejes
coordenados, todas las direcciones son equivalentes (isotropia).

En la superficie de la tierra existe una direccion preferida dictada por la gravitacion. Como
seflalamos, no la consideraremos. La homogeneidad e isotropia del espacio ha sido verificada con
un error menor que £2 x 107" [?].

Postulado 1 Un movimiento no-acelerado o inercial es el vinico que puede determinarse en
forma absoluta, sin referencia a ningiin otro observador.

Un sistema inercial ocurre cuando cada particula de prueba que estd inicialmente en reposo,
permanece en reposo y cada particula de prueba que estd inicialmente en movimiento continia en
movimiento, sin cambio en su rapidez o direccion.

No existe un sistema inercial, existen s6lo buenas aproximaciones. La superficie de la tierra es
considerada como un sistema inercial y en la mayoria de los casos se comporta de esa forma. Sin
embargo, sabemos que estd girando con respecto a un eje diametral y también en torno al Sol.. etc.

Postulado 2 Existen infinitos sistemas inerciales. Cada sistema que se desplaza con respecto a
uno inercial con velocidad constante, constituye otro sistema inercial.

Las leyes fisicas deben tener la misma forma en todos los sistemas de referencia inerciales. Si
cambian al ir de un sistema a otro podriamos singularizar uno de ellos y de esta forma definir un
sistema maestro con respecto al cual referir toda la fisica. Esto no se puede llevar a cabo, por tanto,
debemos aceptar que los sistemas inerciales son indistinguibles.

Postulado 3 La velocidad de la luz es la misma en todos los sistemas inerciales. Es una cons-
tante universal de la naturaleza.
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Figura 1.29: La propagacion de un pulso de luz visto por un observador en reposo en la nave
(izquierda, son los circulos concéntricos) y el pulso visto por un observador en reposo fuera de
la nave (figura derecha, el centro del circulo permanece en reposo con respecto al sistema de
referencia del observador). Para éste el pulso se propaga con la velocidad ¢ y alcanza la cola de
la nave antes que la nariz, a diferencia de lo observado por el piloto de la nave.

Este postulado va mucho més alld del resultado experimental establecido en el afio 1887 por
Michelson y Morley. Estos dos fisicos norteamericanos intentaron medir el cambio que deberia
experimentar la velocidad de la luz al propagarse a favor y en contra del movimiento de la tierra.
El resultado del experimento resultd ser nulo: no encontraron una diferencia detectable entre
las velocidades en los distintos sentidos. Experimentos mds recientes, con mayor precision, han
llegado a la misma conclusioén [?].

Este experimento no se ajusta a las transformaciones de Galileo (I.1). Si la velocidad de la luz
en un sistema de referencia es ¢, en el sistema que se mueve con una velocidad V con respecto al
anterior, de acuerdo a las ecuaciones (I.1), deberia ser c’= ¢ ==V, dependiendo del sentido en que
se traslade.

Postulado 4 En relatividad especial la distancia espacial queda definida como un niimero real
y positivo asociado a dos eventos simultdneos. Este niimero es la distancia Euclidea entre estos
dos eventos.

Finalmente:
Postulado 5 El largo de una barra que se desplaza en forma perpendicular a la velocidad
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Segln (s |

Figura 1.30: Los dos extremos de la barra son fotografiados simultdneamente en el sistema S. El
largo de la barra es la distancia euclidea entre ambos eventos.

relativa entre dos sistemas de referencia inerciales, no experimenta cambio alguno. Su longitud es
la misma medida en cualquiera de los sistema de referencia.

Ejemplo

A partir de la figura que se acompaia, Los autores J. A. Wheeler y R. Taylor en [1], argumentan
que en el contexto de la relatividad especial no puede existir un cambio en las longitudes perpen-
diculares de una barra que se desplaza perpendicular a la velocidad relativa de los sistemas de
referencia inerciales. Complete Ud. la explicacion.

Solucion

Dos observadores inerciales deben alcanzar las mismas conclusiones acerca de un evento. Por
ejemplo, si un observador ve que una luz se enciende, otro observador debe percibir el mismo
evento. No puede ocurrir que en una ampolleta se encienda en un sistema inercial y no lo haga en
otro.

En este ejemplo, consideraremos si el carro de la Figura permanece sobre los rieles, dentro de
los rieles o fuera de ellos. En ambos sistemas inerciales se debe alcanzar la misma conclusion.

Esta es una demostracién por reduccion al absurdo.

Supongamos que una longitud perpendicular al movimiento relativo se acorta debido al movi-
miento. Esto indica que si mido un largo L de una barra en mi sistema de referencia, esa misma
barra si se desplaza con respecto a mi sistema de referencia, y mido su largo, éste resulta ser menos
que el original L.

Apliquemos esto al carro de la Figura. Consideraremos dos sistemas de referencia: uno fijo a los
rieles y el otro fijo al carro del tren. Lo que mediremos es el ancho de las ruedas del carro (vistas
de frente en la Figura). En reposo las ruedas del carro permanecen sobre los rieles.
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Consideremos el acortamiento propuesto en el parrafo anterior. En este caso un sistema de re-
ferencia fijo a los rieles ve (por ejemplo) que el ancho de los carros (que normalmente viajan a
lo largo de los rieles, es decir entrando o saliendo de la hoja) se acorta. Por tanto este observador
afirma que el tren en movimiento cae en el interior de los rieles.

Otro observador inercial, fijo al carro observa que los rieles (o mejor los durmientes), viajan y
por tanto la distancia entre ellos se acorta y las ruedas del tren caen fuera de los rieles. Para un
observador inercial el carro cae dentro de los rieles y para el otro observador inercial, el carro cae
fuera de los rieles.

en movirmniento &N reposo

e e
B .

En Feposo . m
5 en movimiento ]

L e ., - I LS -
SN [ - b i 1 2 .

TN et

Figura I.31:

Claramente esto es contradictorio. O el carro cae dentro o cae fuera, pero no ambos.

La salida a esta contradiccion es que NO ocurre ni acortamiento, como se supuso acd, ni alarga-
miento, alternativa que no se considerd pero que conduce a la contradiccion sefialada).

O

Esta conclusion descansa en la premisa que los sistemas inerciales son indistinguibles el uno del
otro.

Este postulado puede entonces considerarse que se desprende de los anteriores.

LS. Transformaciones de Lorentz: Método Analitico.

I.8.1. Transformaciones de Lorentz

Consideremos dos sistemas de referencia: S, en el cual nos ubicamos y S’ , que se desplaza con
rapidez v con respecto a S. El vector velocidad vV, quiebra la isotropia del espacio. Seleccionamos
la direccién de la velocidad como el eje x y nos restringimos a este caso particular.

Suponemos que la relacién entre las coordenadas de un evento visto desde el sistema S y desde
S’ , sea lineal en las coordenadas. Suponemos también por simplicidad que los origenes de coor-
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denadas de ambos sistemas de referencia coinciden x = x’ =0ent = t’ = 0. Analicemos sélo la
coordenada x’ por ahora.

x' = ax+bt, (1.22)

donde a y b son funciones de la velocidad,a = a(v) y b =b(v).

Considere una particula ubicada en el origen de coordenadas del sistema S’, por definicién:
x’ = 0. De manera que la ecuacion anterior nos da

O=ax+bt. (1.23)

donde x representa la posicion del origen de cooordenas de S’ en el instante t.

De aqui obtenemos 0 = ax + b t, de modo que

dx
dt

b3

=V = —

b
.

—+ R
Il

Las funciones a(v) y b(v) estdn relacionadas. La transformacion general de coordenadas toma la
siguiente forma:

x'=av) (x—vt). (1.24)

Utilizando el Postulado que afirma que todos los sistemas inerciales son indistinguibles entre si
deducimos que esta misma relacién debe ser valida para el sistema S':

x = a(pv|) [x" +vtl, (1.25)

donde hemos supuesto que a(v) = a(|v|). El factor multiplicativa a(v) depende del médulo de
la velocidad relativa.

Consideremos ahora la constancia de la velocidad de la luz. Si en el instante t = 0 = t’
enviamos un pulso de luz en el sentido positivo del eje x, en cada uno de los sistemas inerciales se
debe cumplir:

x’ = ct’ pulso con velocidad de la luz en S’
x = ct pulsocon velocidad de laluzenS.

Reemplazando estas dos tultimas ecuaciones en 1.24 y 1.25 obtendremos una expresion para la
funcién a(v), como se indica a continuacion:
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ct’ = av)(x—vt) = a(v)(ct—vt)
ct = a(v)(x'+vt') = (ct'+vt')
St = av)(1-Yt

t = aWv)(1T+YHt
Reemplazando la expresion de t en la dltima ecuacién de t’,podemos obtener a(v).

De estas igualdades se desprende

a(v) = vy(v) = —. (1.26)

_ v
CZ
donde definimos a(v) = vy, por convencion.
En definitiva la transformacion 1.24, se escribe:
x' =yW) (x —vt). (1.27)

Para obtener la transformacion del tiempo operamos algebraicamente con las mismas transfor-
maciones anteriores:
X Y(x' +vt')
x = yly(x—vt)] +yvt’

Si despejamos t’ de la ecuacion anterior, obtenemos:

1—v2
t =yt .
ver (1) x

Re-escribimos esta dltima ecuacion, utilizando las siguientes igualdades:

1 —p?
1T—-p2 1—-p2

con 3 = v/c. Finalmente la expresion para t’ es:

1—y'=1- =—BY,
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" = y{t— C"—Z X} (1.28)

Las ecuaciones 1.24 y 1.25, son las transformaciones de Lorentz. Dadas las coordenadas de
un evento en un sistema S, podemos obtener las coordenadas en el sistema S’ a través de estas
ecuaciones.

Las coordenadas perpendiculares a la velocidad y y z, se transforman igual que en las tranfor-
maciones de Galileo.

Note que para v << c se recuperan las transformaciones de coordenadas de Galileo.

1.8.2. El significado de VER y MEDIR en la Relatividad de Einstein

Definimos VER cuando todos los fotones emitidos desde el objeto que nos interesa llegan si-
multdneamente a nuestro ojo. Es claro que los puntos mas alejados del ojo deben emitir antes los
pulsos de luz para llegar al mismo tiempo que aquellos ubicados mas cerca. También en el caso de
objetos lejanos o que el tamafio del objeto es pequefio comparado con la distancia que lo separa
del ojo, se considera que los rayos de luz emergen paralelos.

MEDIR es una operacion que debe considerar: un sistema de referencia inercial dado con una
red de relojes sincronizados, cada uno con una cdmara que grabe un evento, el tiempo y sus coor-
denada. El observador en este sistema recopila los datos y compara. Por ejemplo si quiere medir el
largo de una barra en movimiento con respecto a su sistema de referencia, debe ubicar dos fotos,
una en que aparezca el comienzo de la barra y otra con el otro extremo de la misma barra. Am-
bas deben indicar el mismo tiempo (simultaneidad). La diferencia entre las coordenadas permite
conocer el largo de la barra.
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Ejemplo

Un tren S’ se mueve con velocidad V = 0.6 ¢ en la direccién +x con respecto a un observador
en reposo en el sistema S. Dos rufianes con sendos atomizadores, se ubican a L= 5 m de distancia
entre ellos, en el sistema S. Ambos rufianes disparan simultdneamente, de acuerdo a relojes sin-
cronizados en el sistema S. Al gatillar el atomizador aparecen 2 manchas A’ y B en el tren. Los
rufianes aseguran que la distancia entre las manchas es L = 5 m. Consideramos que la distancia
que separa los atomizadores del tren es despreciable).

a.- Los relojes de los pasajeros del tren estdn sincronizados en su sistema de referencia. De
acuerdo a estos pasajeros ;Quién dispard primero?

b.- (Cual es la distancia entre las dos manchas medidas por un observador en reposo con res-
pecto al tren?

¢) (Cudl es la distancia entre los dos rufianes, de acuerdo a los pasajeros en reposo con respecto
al tren?

Respuesta

a.- Del grafico 1.32 se desprende que los eventos A y B son simultdneos en el sistema de los
rufianes. En el sistema de la nave ', la simultaneidad esta fijada por la pendiente del eje x'. Los
eventos A y C son simultaneos. De igual forma, el evento B y t; son simultdneos en S’. Con estos
datos podemos calcular la diferencia de tiempo con la cual dispararon los rufianes de acuerdo a los
pasajeros en la nave. Vemos que B ocurre antes que A en S'.

Calculemos esta diferencia de tiempo. En el sis-
tema fijo a la tierra los eventos A y B son si- 77 o’
multdneos y ocurren a una distancia LL 4\
AXEXB—XA:L,yAt:tB—tA:O.
Por otro lado, su equivalente en S’

AV =ty —th =t — 0 = th.

La transformada de Lorentz entre estas coordena-

das es v X
L
A L '
ty 'L’/(,,/
Evaluamos At’ = [t —t4] = — Lv L’L DistaniA, aiiee e
A ez’ frhanes mchda, pof

, 35 15 s deservndoies o

CtB:O—SBZ:—I {!WW
tp = —1,25 x 1073, Figura [.32: Gréficos s-t para pasajeros y rufianes.

Las dos manchas una vez en el tren se propagan rigidamente con €1, es decir su linea de universo
nace en A y B pero a partir de entonces se propaga paralela a la linea t'. La distancia entre las
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manchas, medida con un metro por un observador en la tren es AC, que definimos como L.
(Cuanto vale L'?
1) Primer método.

Usamos las transformaciones de Lorentz para relacionar las coordenadas del evento C en el
sistema S’ con las coordenadas del mismo evento en S,

xe =7 [xe — Vtcl,

en el sistema S, xc es la posicidn del extremo de la barra en el instante tc con tg =t =0,

xc =xp + Vic, ademds xg =L, xc =L+ Vtc.

de modo que: x.=v[L+Vtc — Vtcd] =yL = L'=vyL

i1) Segundo método.

Las manchas una vez instaladas en la nave per- L'=+L.
manecen siempre a la misma distancia entre ellas.

La linea de universo de ambas son larectact’y la tw ot
recta que cruza ele evento C y B. De hecho B es
el evento donde aparece la mancha en la nave. La
coordenada en S’ de estos puntos es Xz =X-=L".
Notando que en S: xg =L, la distancia entre los
rufianes, se desprende que tenemos las coordena-
das del evento (o punto, si Ud. prefiere) B en am-
bos sistemas de referencia. De acuerdo al proto-
colo de la relatividad especial, sus valores deben
estar relacionadas mediante la transformacion de
Lorentz correspondiente. Asi

[e o (&)

L linen 4 mpvgrsg
- / M las manchas
/

/

xp =Y [xg — Vtg],peroty = 0,= L' =+yL. Figura [.33: Distancia entre manchas. Las man-
chas comienzan en A y B. Antes no existen.
L’ = 1,25L = 6m. Note que AC > AB.

c.- De acuerdo al enunciado, la distancia que separa los dos rufianes en la estacion (Fig.1.34) es
xg - Xao =L. La linea de universo en S de cada uno de ellos es una linea vertical en el diagrama de
espacio-tiempo [.34. Una coincide con el eje ¢ty la otra, paralela, cruza el evento B.

De acuerdo a los pasajeros del tren la distancia entre los rufianes medida en forma simultdnea
desde su sistema de referencia es la distancia A C=L", (ver figura 1.34), que es el eje X’ y corres-
ponde a las lineas de simultaneidad en S'.
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Por la forma como planteamos la medicién, ocu- ct
re que X5 = X, =0, es el origen comiin a ambos '
sistemas de referencia. De este modo para calcu-
lar el valor de L solo se requiere el valor de la
coordenada X.. linea de
Revisemos otros datos conocidos a través de la universo del

geometria: ty =ty =0. De igual forma t. = tj, =0. Rufidn A

Ademads x- =L". También xg =L =xc.
Xe = Yxc—Vtcl,
Xe = Xxt—xp =L",

L"= y[L-Vtc]

Ejemplo

Sy

linea de
universo del

|
I
|
|
I Rufidn B
I
I
|

linea de
simultaneidad
de pasajeros

L

L |

|
|
J

linea de simultaneidad
de rufianes

Figura 1.34: Distancia entre los rufianes de acuer-
do a los pasajeros en el tren.

Sean Sy §', dos sistemas inerciales que coinciden en un instante. S’ se desplaza con una veloci-

dad V constante con respecto a S.

En el origen de S’ existe una pantalla de cine que proyecta una pelicula de T’ minutos, de
duracion de acuerdo a un observador ubicado en el origen de S'.

(Cudnto dura la pelicula para un observador en situado en el origen de S? Suponga V =0, 6 c.

Solucion

Para concretar ideas supongamos que no se proyecta una pelicula sino que el observador en S’
envia regularmente sefales 0 6 1 a su amigo en S. Es la misma idea s6lo que la pelicula contiene

mas informacion.

El diagrama s-t ilustra la situacion. T, q representa el tiempo total de la duracion de la comu-
nicacion en el sistema fijo. Conocemos las coordenadas del evento P, el instante en que termina la
comunicacion, en el sistema mévil. Con esta informacién podemos encontrar Tp y AT.

xp =V Tp. Utilizando las transformaciones de Lorentz y recordando que x;, =0,

1.8.  TRANSFORMACIONES DE LORENTZ: METODO ANALITICO.
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To=vy [Ty + VX, /c*] = Tp = v T}

&
Como TEnd:Tp+AT, procedemos con este

dltimo término. TEn i
AT es lo que tarda la sefal en viajar desde E
P a Q. La distancia recorrida es x,, de modo TP'
que x, =c AT, despejando AT y reemplazando

X, por el valor obtenido previamente, se llega a
AT=[VTpllc= [VYyT;].

TEnd =T, + AT = YT{; + [VYT{;]/C.

Escribiendo explicitamente la expresion de v y
simplificando

O X

\V4 Figura 1.35: Diagrama del mecanismo propuesto.
1+ c , El evento P indica el fin del envio de los mensa-
T = | —| T, = . Py : -
End ) P jes. Q representa el iiltimo mensaje recibido por
V- = el observador en reposo. Esto ultimo ocurre AT
¢ segundos mds tarde.
Notamos que Tgpg > Th-

Podemos relacionar este resultado con el efecto Doppler. El observador en movimiento envia
una sefial al observador en reposo.

La sefial enviada tiene una frecuencia Vfente = 1/T .

El observador en reposo la recibe con una frecuencia Vreceptor = 1/ Tghg -

Acd ocurre que Vreceptor < Vfuente -

Este fendmeno lo observamos en la radiacion que recibimos desde las galaxias lejanas que se
estan alejando de nuestra galaxia. Como se estan alejando la radiacién que recibimos, de acuerdo
a nuestro resultado, llega con una frecuencia més baja que lo esperado. La frase que ilustra este
fendmeno es corrimiento al rojo. Este resultado supone, con una muy fuerte base experimental,
que los 4&tomos que habitan estas galaxias lejanas son los mismos que tenemos en la Tierra.

Vamos a volver a este resultado al estudiar el efecto Doppler. En verdad, este resultado es el
efecto Doppler.

L.9. Composicion de Velocidades

De qué se trata esto. Si el sistema S’ se desplaza con velocidad V con respecto a un sistema S.
Supongamos que en S’ existe un movil que se desplaza, con respecto a este sistema, con una velo-
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cidad U =Ax'/At'. La pregunta es: ;Cuadl es la velocidad de este m6vil medida por el observador
S, Ax/At?

Esto debe ser motivo de andlisis. Basta pensar que si V=0.6 c y U=0.6c, y las velocidades se
sumaran directamente, el observador en S mediria una velocidad de 1.2 c, en abierta contradiccion
con los postulados de la relatividad especial.

Distinguiremos dos casos. El mds simple es el caso en que las velocidades introducidas en el
parrafo anterior apuntan en la misma direccién. En seguida veremos el caso en que estas velocida-
des son perpendiculares.

1.9.1. Velocidades Paralelas.

A continuacion incluimos una derivacion que relaciona las dos velocidades que se mencionan
en el parrafo anterior.

Considere un cuerpo P que viaja con velocidad U’ con respecto a un sistema S'. A su vez,
este sistema viaja con una velocidad V con respecto al sistema S que consideramos en reposo.
Queremos calcular la velocidad U de este cuerpo con respecto al sistema S.

Designamos las coordenadas de P con respecto a §’ como (t;,x;). Las coordenadas de este

punto con respecto al sistema S son (t,, X, ). La relacion entre ambas coordenadas estd dada por la
transformacion de Lorentz (donde hemos suprimido el subindice p).

Cct
AX = vy(Ax —VAt), EL
\%
At = y(At— gAx).
L
Por definicion =ip
AX Ax
u =— u=—.
At At
A
AX' Ax—vAt  aV
— u/ _ _ At
At - \Y N V Ax @]
At— = A 1 — =—
2 c? At
. u-—-v Figura 1.36: Diagrama s-t de la compo-
u = V-u sicion de velocidades. El evento P in-
T - c2 dica la posicion de la particula en un

cierto instante.
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Despejando U de esta ecuacion, recordando que U es || U’ y que ambos son positivos,

-u
v - S8 - u-y,
(¢
v.u
(+-5U = U+,
u+v
u_—V-U."
1+ 5
C

Esta es la ley de composicion de velocidades.
Es directo comprobar que siU'=¢c, y V=¢c = U =c.

Esta expresion obtenida para la composicion de velocidades relativistas, nos garantiza que su
suma no arroja valores mayores que la velocidad de la luz c.

Velocidades Perpendiculares

Supongamos que la particula en S’ se mueve en un eje perpendicular a la direccion de de la
velocidad relativa de este sistema con respecto a S.

En este caso usaremos el Postulado # 5 planteado previamente: las barras perpendiculares al
movimiento mantienen su largo inicial. No se ven afectadas por el movimiento: Ay'=A'y.

Repitiendo el protocolo del caso anterior, transformaciones de Lorentz de las diferencias entre
estos dos sistemas de referencia,
Ay Ay

At V,Ax]’
V[At— S, }

sacando At como factor comun en el denomina- Y S \
dor del lado derecho y definiendo TVT

_AY _ Ay <'

V, = A Vy = A obtenemos: g_“o
N
Ay , V, %
ez A v A
V-]

Esta es la formula que relaciona una velocidad perpendicular a la direcciéon de movimiento en el
sistema S’, con la velocidad medida desde el sistema de referencia en reposo.

Ejemplo

Un sistema S’ estd en movimiento uniforme con respecto a otro S. En §’ se ubica una barra que
forma un angulo 0’ con respecto a la direccién del movimiento.
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(Cual es la direccion de la barra medida por un observador en S?

Solucion

De la figura se obtiene:

/

=cot 0.
Ay’

Como Ay’ es perpendicular al movimiento relativo, ocurre
que: Ay’ = Ay.

El valor de cot 0, que refleja la inclinacion de la barra en el
sistema S es Ax/dy. Se requiere conocer la relacion entre
AxX'y Ax. 1.37:

Como Ay’ permanece constante, s6lo debemos analizar el
cambio de Ax’ al cambiar de sistema de referencia. Esto
se representa en el cambio de la coordenada de A (ver Fig.
1.9.1):

Xe = X, YAt = (tg — ta) = Ax' = yAx.

Xy =Yxa (puestoqueAt=0enS$)
Ax Ax' 1

Ay yAy' vy O y - Figura 1.38: Sdlo Ax' cambia

al pasar del sistema S’ a S.
cot0 =+/1—p2cotd’;, cotd’ = vy coth.

Ejemplo

Si apuntamos con un telescopio a una estrella fija, mostraremos aqui que debemos inclinar la
orientacion del telescopio debido al movimiento relativo de la Tierra con respecto a la estrella. Este
fendmeno se denomina aberracion de la luz y determina el cambio en la orientacion del telescopio
para considerar la direccion de la propagacion de la luz, al pasar de un sistema en reposo a otro en
movimiento relativo.

Esto ocurre si el angulo de incidencia no es paralelo a la velocidad relativa entre los dos sistemas
de referencia.

Calcule la inclinacién 0’ con que debe posicionar el telescopio, de acuerdo a la Figura
a.- Calcule el valor del angulo 0', en forma no-relativista: sin usar relatividad especial.

b.- Calcule 0’ usando relatividad y compare con el resultado anterior.
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Solucion

a.- Debemos usar las transformaciones de coordenadas es-
tablecidas por Galileo. El tiempo vuelve, momentaneamen-
te, a ser absoluto. Este es la aproximacion no-relativista.
La aberracion de la luz es la pequeia correccion en el dngu-
lo del telescopio 6 — ©’. Este efecto se genera debido a —_—
la velocidad del telescopio con respecto a la estrella fija. Se
trata de alinear la direccion del telescopio con la direccion
aparente del rayo de luz que lo atraviesa.

El dngulo O esta determinado por la posicidn relativa de la
estrella y el telescopio. Acé es un dato del problema para el

—

calculo de la aberracion. Figura 1.39

u  cseng
Calculamos la composicion de la velocidad de la 4
luz y la del telescopio para obtener la direccion £ ccoso
efectiva del rayo de luz con respecto al telesco-

pio. Como se indica en la figura [.41 la Tierra se
esta acercando a la estrella, la velocidad relati-
va aumenta: (W + ¢ sen 0). Recordemos que no
consideramos acd los postulados de la relatividad

Figura 1.40: Diagrama de la superposicion
de velocidades.

especial.
LS
u-+csen0
tan®’ = ———— .
c cos O : g
tan ' = [tan 0+
c cos 0
Las velocidades se suman usando las transforma-
ciones de galileo I.1. siguiendo a En forma no-
relativista en forma usual. Figura 1.41: Esquema de los sistemas S
(estrella fija) y S' (Tierra). Se definen los

dngulos 0y 0.

b.- En el formalismo relativista debemos usar la suma relativista de las velocidades:

V,—u V,
7 X (A Yy
Vi = ] uvy Yy uv,
- Y1 — )
V, = —csenb Vy, = —ccosB
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[c sen® + U] c cos 0
V)/( - —m, V\; - — usene (129)
I |1 )

Se puede comprobar que (V!)? + (Vy )? =c?. La inclinacién del telescopio estd determinada por
tangente el angulo con la vertical y que corresponde a la razén entre la componente horizontal de
la velocidad y la componente vertical

an 0 — Vi  U-+csend 1
an _\7{;_ Usend |
1+T c cos 0
U sen6
v+ ——1
c
U+ csenb u
tan ' = y—M = tan © + ——— | . 1.30
an Y cos 0 y{an +cc0s9} @30)

La diferencia con el tratamiento no—relativista es s6lo un factor y en frente de la expresion.

Ejemplo

La contraccion del largo de un objeto no ha sido medida en un laboratorio hasta hoy. Un anélisis
de este fendmeno aparece en el articulo The invisibility of length contraction, en el nimero de
Agosto 2019, de la revista Physics World.

Esto marca una diferencia con la dilatacion del tiempo, que es un fendmeno usual en el funcio-
namiento del GPS.

Este ejemplo, basado en la referencia mencionada, ilustra lo complejo que se torna ver esta
contraccion del largo. Adelantamos la respuesta para este caso simple: un marco que se mueve
a una velocidad relativista en una direccion paralela a uno de sus ejes, no se ve contraido en la
direccion del movimiento si no rotado en un cierto dngulo.

Son dos los efectos a considerar: la contraccion del largo y el hecho que dos fotones (o pulsos
de luz) que salen simultineamente de un objeto no impactan al ojo -o al detector de una camara
fotografica-, en forma simultdnea. Para que el 0jo vea o la camara grabe, los fotones deben llegar
simultdneamente. Este efecto, pasado por alto, incluso por Einstein, fue analizado por primera vez
en 1957 por un fisico americano llamado Terrell y, en forma independiente, por un matemético
inglés Roger Penrose en 1959. El efecto se denomina hoy Terrell-Penrose.

A continuacion con la ayuda de unas figuras describimos este fenémeno.

19.  COMPOSIGION DE VELOCIDADES Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Introduccidén a la Mecanica 51

Considere un cuadrado de lado L. que se traslada con ra-
pidez U hacia la derecha. Este serd nuestro sistema S’. Un

observador en reposo (sistema S), se ubica en la direccién L
perpendicular a la velocidad relativa y a una gran distancia
del cuadrado.(Esto no se refleja en la Figura adyacente) El L __U>

observador ve el cuadrado a través de lo que se indica como
rayos de luz emergiendo del lado mas cercano del cuadra-
do. Como se ubica a gran distancia del cuadrado, dibujamos \H{\Hm\ﬂ,
todos los rayos de luz paralelos y en la direccién perpendi-

” At ) Rayos de luz
cular a la rapidez U. es una buena aproximacion que sim-
plifica los célculos y mantiene el fenOmeno que queremos
describir.
Los rayos de %uz provenientes del cuadrado emanan en tq— Pl i i
das las direcciones, pero s6lo aquellos apuntando en la di- lejano
reccion indicada llegan al observador.
Si consideramos s6lo los efectos de relatividad especial, en- Figura 1.42

tonces el observador podra medir la contraccién del largo:

L1 — (U/c)

Consideremos el otro factor relevante: los fotones deben llegar simultdneamente a la cdmara
para ver el cuadrado. Supongamos un fotén saliendo desde el punto D en el vértice del cuadrado
en la Figura 1.43 y en el instante t=0. De todos los fotones que se reflejan en ese vértice, nos
interesan aquellos que se deslizan por el lado del cuadrado.

D L C E D L C
fotén.}
U U
L — 13 L —1—>
. B S .
B Sien HHE
HILY
Rayos de luz Rayos de luz

Figura 1.43: .

Para t=L/c, este fotén alcanz6 el punto F que era la posicion del vértice A en t=0. El cuadrado
se ha desplazado una distancia L. U/c hacia la derecha.

Note que en cada uno de los puntos del tramo FA existe un foton apuntando verticalmente hacia
el observador. Provienen de cada uno de los puntos del tramo DA. Han despegado oportunamente
del lado AD y han viajado menos tiempo pero han recorrido una distancia menor.

A partir de la Figura .44 , donde incluimos los efectos del retardo en el tiempo y la contrac-
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cién del largo, podemos definir U/e= sen0 y /1 — (U/c)?=cos 0. Esto corresponde a ver el
cuadrado girado en un dngulo 0.

EoD L C
U
L il
FFa 2
7
L[t - wrer]

Figura 1.44: la figura de la derecha es la imagen que capta el observador. Si sabia que era un
cuadrado, considera que se giro en un dngulo 9.

I.10. El Efecto Doppler Relativista

T ;

. AN

£ %*L

Arrios el scavndo
Aestello Al galaxin

<

_—)
B el
T A
Sequads Acstello a\rd\ﬁoh( ?\riwdf _ Qe
Tegy. despcs Asstello ale, gplaxia
“y
- s o
Primed Vi Ay T cawkan ean 42 | % SRAAK
A

Figura 1.45: En la figura de la izquierda se aprecia como un observador en reposo envia seiiales
hacia otro observador en movimiento. A la derecha se incluye el diagrama s-t para este mismo
caso.

Considere un observador, que definimos en reposo, que envia una sefial cada T segundos de
acuerdo a su reloj. Un observador en movimiento relativo, por ejemplo alejandose con velocidad
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V, recibiria la sefial periédicamente y con una regularidad de T’ . Estos dos tiempos relacionan
directamente la frecuencia de emision con la frecuencia de recepcion. Procedemos entonces a
calcular la relacion entre estos dos tiempos.

Dos comentarios previos: en el ejemplo 1.4.2 (pagina 18) calculamos algo similar pero con un
tiempo absoluto. El caso relativista se analiza en 1.8.2 (pagina 44).

Suponemos dos observadores S 'y S’ que se ale-
jan. En el instante t=0, el evento O, ambos coin-
ciden. T segundos mds tarde, en el evento A, S *
envia un fotén (o sefial) hacia S'. Este la recibe
en el evento B y su reloj en el origen, marca T. c
Para calcular la relacion entre estos dos tiempos
necesitamos el valor de Tp en el sistema S.

DB = VT; = V(T + AD) = cAD, (1.31)

donde AD es el tiempo que demora el foton en
recorrer la distancia DB. Despejando el intervalo
AD de esta dltima ecuacion, obteniendo

V/c

Despejando AD desde la ecuacién anterior 1.31,
obtenemos una expresion para Tp

\Y V/c 1
D = — = ———— = ———  |.
A T 1—V/cT:>TB 1—V/cT
(1.32)

Del grafico inferimos que Tg =Tp son simultineos en S, y las coordenadas del evento B en S’
son (t; =T', x; =0). Relacionando Tg con t; =T, a través de la transformaciones de Lorentz

Figura 1.46: .

Vv
T = v {T/ + _ZX%] =vT,
C
combinando este resultado con el obtenido en la ecuacion 1.32

_ 2 /2
To o VIZV/e, (133)

, 1
b=yl ==y 1— Ve
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1+ V/c

T/ T+ Vies (1.34)
1 —V/c

Este fenémeno describe la variacion de la frecuencia de una onda (v’ = 1/T’) que percibe un

receptor en movimiento relativo con respecto a la frecuencia emitida por la fuente. Esta variacion
puede ser positiva cuando los observadores se acercan o negativa, si se alejan.

Como la velocidad de la luz es una constante, la variacion no puede deberse a un cambio en
la velocidad de propagacion de la luz. Se debe a que el tiempo transcurre en forma diferente en
cada uno de los dos observadores en movimiento relativo. Esto se ve en el factor y en la ecuacion
1.33. Otro factor es el hecho que S’ al estar alejandose, la onda requiere mas tiempo para cruzar
a este observador. Esto se manifiesta en el factor (1 — V/c) en la la ecuacién 1.32. Note que
ambos factores actdan en oposicion: En la ecuacion 1.33 el factor 1/y disminuye el valor de T, y
1/(1 — V/c) lo aumenta. Este tltimo es mayor (proporcional a V/c) que el primero y ocurre que
T’ >T si los observadores se estdn alejando. La desigualdad se invierte si los observadores se
estdn acercando.

Otro punto de interés es el efecto Doppler no-relativista (ver ecuacion 1.8). Si desarrollamos en
serie la ecuacion 1.34 hasta primer orden en V/c, obtenemos el efecto Doppler no-relativista. Esto
aparece mas obvio si recurrimos a la ecuacion 1.33. Si eliminamos el numerador hemos eliminado
el factor de la dilatacion del tiempo que es un efecto relativista. Si desarrollamos el denominador
a primer orden en V/c, re-obtenemos el Doppler no-relativista.

Ejemplo
Grafique la evolucion de una onda desplazandose a lo largo del eje-x vista en un diagrama
espacio-tiempo. Detalle su paso a través del observador S’.

Solucion

En la Figura 1.47 se describe un pulso viajando en la direccion del eje-x desde el instante t=0
hasta que termina de cruzar al observador S’ en el evento B. El evento A indica el instante cuando
el pulso termina de cruzar al observador en reposo (X =0).

Acd se describe un pulso, pero si fuera una onda periddica la que se propagara, la distancia
desde el origen hasta el evento A corresponderia a la longitud de onda A: ¢ OA =\ donde OA es el
tiempo que tarda la ona en atravesar al observador S, como ya se sefalo.
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Figura 1.47: El pulso se ubica inicialmente (en t =0) detrds del origen. En el diagrama s-t, los
extremos del pulso se propagan apoyado en las dos lineas onduladas tipo luz -dibujadas en 45°.

Ejemplo

En el ejemplo anterior, calcule el tiempo OC en funcién del tiempo OA. (Ver Figura 1.48)

El tiempo OC representa lo que demora la onda reflejada en atravesar el observador en reposo.
Como lo ilustra la figura de la izquierda en 1.48, lo que demora el pulso, tanto el incidente como el
reflejado, nos da la respectiva longitud de onda mediante el factor c: la velocidad de la luz.

Solucion

A partir del grafico s-t, a la derecha de la Figura 1.48, se observa que OC= T+ AC, pero
AC=AD+DC. Los intervalos AD y DC son iguales, es el tiempo que el fotén tarda en viajar
-ida o vuelta-, entre el origen O y el punto B. Esto es una consecuencia del Postulado 0 (Seccion
1.7): La isotropia del espacio, las mismas propiedades independiente de la direccién del espacio.

\%
Podemos calcular su valor: ¢ AD = Xg. Del punto de vistade S, Xg =V Tg. Por tanto AD = < Tg.
Identificamos Ty =T por ser simultaneos.

OC=T+AC= T+2AD:T+2\E/TD.
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Lo que se busca es una relacion entre OC y T, debemos entonces despejar Tp en funcién de
estas variables.

\% \%
La Figura .48 indicaque Tp =T+AD=T+ —-Tp = Tp (1 — —) =T.
c c

Vv
v PILE .
OC=T+2—-Tp =T+2 vV = \C/T (I.35)
C 1 - 2~ 1 — -
C
1+ V/c
0OC = ———O0A. 1.36
1 — V/c (1.36)
U ‘ B g— -~
=
VA \ (F
Sy s
U
o )
s
=V

Figura 1.48: Los pulsos incidente y reflejado (figura de la izquierda) se dibujan en armonia con el
diagrama s-t que aparece en la derecha. El hecho que ambos pulsos estén a punto de atravesar
el observador ubicado en el origen, permite simplificar los cdlculos. El tramo OC, si obviamos la
constante c, es el tiempo que el pulso reflejado tarda en cruzar el observador S. El tramo OA, a
su vez, es el tiempo que tarda la onda incidente en cruzar el observador en reposo.

Este resultado tiene una aplicacion interesante. Es la operacion de la pistola con la cual la policia
mide la velocidad de los autos en carretera. (Ver Problema 25 al final del capitulo). La pistola
envia una onda electromagnética con la velocidad de la luz con una frecuencia conocida y recibe
de vuelta la onda reflejada en el vehiculo con otra frecuencia. Utilizando la ecuacién 1.36, donde
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la frecuencia reflejada corresponde 1/0C y la emitida a 1/OA podemos calcular la velocidad en
funcion de estos valores de la frecuencia.

En el caso ideal, suponemos que envia una sola frecuencia, pero en realidad se trata de un
paquete de ondas: muchas ondas con frecuencias cercanas y con diferentes amplitudes. Lo més
cercano a una onda con una sola frecuencia es el Laser.

La funcion k y el Efecto Doppler

Introducimos acd un método geométrico -maés directo-, para determinar la correccion debida al
efecto Doppler y a la variacion de las ondas reflejadas. El método lo introdujo H. Bondi, un fisico
inglés hace méas de 60 afios. El desarrollo que adoptado acd es una versién méas detallada de lo
expuesto por R. Wald [9] en su libro.

El factor que refleja la correccion del efecto Doppler lo denominaremos el factor k para escribir
menos. Es muy notable que operando con este factor podemos re-obtener las transformaciones de
Lorentz, las transformaciones de la velocidad, resolver el paradigma de los gemelos... en resumen
todo los resultados conocidos en relatividad especial.

A continuacion calcularemos la relacion entre las
mediciones hechas en dos sistemas de referen-
cia en movimiento relativo. Usaremos el método
gréfico.

En A dos observadores (puntos) inerciales O; y
O,, se cruzan y sincronizan sus relojes. De acuer-
do al reloj de O;, T segundos mads tarde, éste
envia un rayo de luz a O,. Este lo recibe en el ins-
tante que definimos como k T. Postulamos aqui
que cualquier diferencia en los intervalos pue-
de ser explicada en base a esta funcién k(v/c).
La funcién k sélo puede depender de la veloci-
dad relativa V/c, puesto que es el inico parame-
tro adimensional del problema: k = k(V/c) > 0.
Ademas, si V— 0, k— 1, puesto que no hay
velocidad relativa en este caso.

Si a su vez O3, al recibir la sefial la responde in-
mediatamente, entonces O la recibira en el ins-
tante K(kT).

El ultimo argumento se apoya en el postulado # 3,
que sefiala que ambos sistemas son equivalentes,
de forma que si al ir de Oy hasta O, el intervalo
de tiempo aparece multiplicado por un factor Kk, Figura 1.49:
lo mismo debe suceder al viajar de O; hacia O;.

l,

Ambos son sistemas inerciales, indistinguibles y sincronizaron sus relojes en A. Cada vez que

Universidad de Chile Departamento de Fisica



58 version de 29 de noviembre de 2019

un observador (S) detecte que otro sistema de referencia (S ) se estd alejando, los intervalos de
tiempo se relacionaran con la funcién k(v) como se ha especificado aqui.

La distancia espacial EG que aparece en el gréfico se puede calcular de dos formas:

Primer Método: podemos calcular cudnto se demoré el rayo de luz en llegar al punto G que,
como es simultdneo con E en el sistema S, es equivalente a calcular el tiempo que marca el reloj
del observador en E. Este valor es:

_— DB
EG=c-— =c-[K 1]

5 . ¢ = velocidad de la luz. 1.37)

Ny

Recuerde que la simultaneidad es un concepto relativo en esta teoria, por lo tanto
cuando decidimos comparar dos eventos simultdneos para el observador Oy, hemos
quebrado la simetria entre los dos sistemas inerciales O; y O;. Los resultados son
validos sélo para el sistema de referencia O;.

Volviendo a nuestro cdlculo, sabemos que la distancia que se alejé O, a partir del punto en que
ambos coincidian, (A) es:

— — T
>

EG=v-AE=v-(K*+1) (1.38)

Igualando estas dos expresiones, obtenemos:

T T
V- [kz—H]E = c(k2—1)z, despejando (v/c), se obtiene:
Y K2 —1 1+ B
= (I ==—"_ K="
B <c> K1 1—p

Notemos que, si k=1, entonces 3 — 0, lo cual equivale a que la velocidad de la luz c, sea infi-
nita. Este es el limite Newtoniano: en este caso las transformaciones de Lorentz, que deduciremos
mas adelante, toman la forma de las transformaciones de Galileo (I.1).

Ya hemos encontrado k como funcién de la velocidad. Podemos explicar brevemente como
podemos detectar la velocidad de un objeto mediante pulsos enviados con un intervalo de tiempo
T. Estos al rebotar en el objeto que se aleja con velocidad v, vuelven en un intervalo (k? — 1) - T.
Al medir este intervalo y conociendo T y la expresién —ya obtenida— de k? podemos conocer la
velocidad. Este es el principio fisico que regula el funcionamiento de los radares de velocidad de
la policia.
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1+
1-p

Para dos sistemas alejandose:  k

Para dos sistemas acerciandose: k = l — _] —B
k 14+

Ejercicio

Demuestre que:

1 2 1
k+ - = donde hemos definido vy = \/1—7[32

— =2y,
k 1/]_Bz Y

1.39)

Ejemplo

Demuestre que el tiempo transcurrido entre dos eventos depende de la trayectoria seguida
para ir de uno a otro: La Paradoja de los Gemelos. (Revision).

A continuaciéon demostraremos que el tiempo no es absoluto y por lo tanto transcurre de forma
diferente para distintos observadores en movimiento relativo.

Este problema tradicionalmente se conoce como la paradoja de los gemelos. Consiste lo si-
guiente: uno de los gemelos permanece en Tierra mientras el otro emprende un viaje interestelar y
posteriormente, al volver, se compara con su hermano.

La dificultad técnica que plantea este problema es la aceleracion que experimenta el gemelo in-
terestelar en el momento de invertir el sentido en la direccion de su viaje con el objeto de retornar.
Las expresiones que hemos usado no se pueden aplicar de acuerdo a los postulados, que excluyen
los sistemas acelerados. Para eliminar este problema usaremos tres sistemas inerciales sincroniza-
dos y concluiremos que el tiempo, efectivamente transcurre mds lentamente en uno de los sistemas
de referencia.
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Figura 1.50: Nos ubicamos en el sistema A en reposo. B se aleja de A con una velocidad relativa
V y el observador C se aproxima hacia A con una velocidad V (segiin A). A la izquierda se indica
el grdfico ct versus x, y a la derecha el esquema habitual con la coordenada x en el eje horizontal.

1.10.

Antes de plantear este problema hagamos un ejer-
cicio cuyo resultado serd de utilidad més tarde.
Encontramos la expresion de k en funcién de V/e
en las paginas anteriores. Note que k(-V)=1/
k(V), es decir que cuando dos observadores se
aproximan debemos usar (1 /k) en lugar de k
para relacionar los intervalos correspondientes de
tiempo. Para demostrar que el tiempo NO es ab-
soluto y depende del camino recorrido necesito
los tres observadores (o relojes) A, By C.

En el desarrollo del problema distinguimos 3
eventos:

—A coincide con B definido como: AB,

—B coincide con C definido como: BC,

—C coincide con A definido como: CA.
Denominamos T al tiempo indicado por el reloj
de B que transcurre entre el evento: [A coincide
con B] y el otro evento

[ B coincide con C]. El intervalo que transcurre
entre el evento: [B coincide con C] y el evento [C
coincide con A] es también T, segtn el reloj de
C.

EL EFECTO DOPPLER RELATIVISTA

N 7‘ 2
Py, |
§C
KT T

Figura 1.51: El factor k aparece cuando los dos
observadores se alejan y 1/k cuando se estdn
acercando.
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Esto se puede notar en la Figura, las lineas de universo de C y B son simétricas con respecto a la
vertical, porque los trazos que van desde [AB], hasta [BC] y desde [BC] hasta [CA], son idénticos
y por lo tanto ambos toman el valor T.

De acuerdo al dlgebra de los k el tramo entre los eventos [AB] y [AC] es [k T + T/K].

Por otra parte, si en [BC], el observador B acciond el reloj de C y lo dejé marcando T segun-
dos, cuando C llegue al encuentro con A marcard un tiempo 2 T. Comparando ambas cantidades,
podemos concluir:

1
k+-)T>2
(+k)T_ T

Estas expresiones son iguales s6losik =1 = vy =0, 6 ¢ = o0.

1 2

+o=—

k /1—p2

De esta forma el tiempo que marca el reloj C es menor que el indicado por A. El tiempo no es
absoluto, no transcurre igual para todos los observadores.

v

En el caso de los gemelos la respuesta es similar a la obtenida aqui. El gemelo de viaje llega
mas joven al encuentro con su hermano. La diferencia de edad no es la que obtuvimos, puesto que
es necesario considerar la aceleracion que experimenta durante parte del viaje. En este caso no
tiene sentido intentar utilizar el argumento de la simetria de los sistemas inerciales para invalidar
el resultado. El gemelo que estuvo de viaja sabe perfectamente que su sistema de referencia, al
menos por unos segundos, no fue inercial.

También se puede objetar que en el caso propuesto no se comparan los mismos relojes en A,
pero lo esencial es que el reloj C al compararlo con el de A, traia informacién acerca del tiempo
empleado por un reloj B al recorrer el trayecto que le correspondia. Se demostré entonces que el
tiempo contabilizado a lo largo del camino AB — BC — CA, es menor que el tiempo contabilizado
por S entre AB — CA.

I.11. Ejercicios Resueltos

El siguiente ejemplo ilustra lo que sucede con un objetos macroscopico que viaja con una velo-
cidad cercana a la de propagacion de la luz. También podemos considerar esta situacion como lo
que sucederia si la velocidad de la luz tuviera un valor mds pequefio y todo el resto de la fisica no
experimentara cambios.

Si un avidn se acerca a una muralla ilumindndola con un foco, como se ilustra en la Figura,
la zona iluminada se acerca desde infinito hacia la muralla. Mostraremos en este ejemplo, que es
posible que el movimiento de la sombra proyectada por una muralla debido al foco en movimiento,
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puede desplazarse desde la muralla hacia infinito, si el foco (o el avién) se acerca a velocidades
muy cercanas (pero inferiores) a la velocidad de propagacion de la luz.

Ejemplo

Un avién viaja en forma rectilinea a una velocidad u,cercana a la velocidad de la luz y a una
altura H sobre el suelo. Una linterna, encendida al pasar el avién, emite un rayo de luz pasando
apenas sobre el muro.

Dos observadores A y B en reposo, descansan detrds del muro de altura h. B se ubica justo
detras del muro, mientras que A permanece a una distancia ¢ de B.

Al pasar sobre la muralla (punto D, en la figura) el avion enciende otra linterna que ilumina al
observador B. En este ejemplo, nos interesa s6lo estas dos linternas, la situada en el punto P y
apuntando sobre el borde superior de la muralla y la situada en el punto D, justo sobre la muralla
y apuntando en forma vertical sobre B.

a) Encuentre el valor que debe tomar la velocidad u del avion de modo que el destello (foton)
emitido desde la linterna en P, al ser encendida por el paso del avidon, alcance al observador A
justo en el instante en que el foton, emitido desde la linterna situada en el punto D, alcanza al
observador B.

Hallar el rango de valores del dngulo ¢ para el cual ocurre esta situacion.

b) Demuestre que si la velocidad del avidén es mayor que el valor encontrado en la pregunta
anterior (pero siempre menor que la velocidad de la luz), entonces la oscuridad que hay en el lado
izquierdo del muro se propaga desde B, al lado de la muralla, hacia A. Justo lo opuesto a lo que
dicta el sentido comun.

Este es un ejercicio de cinemdtica no-relativista.
Solucion

a) Para encontrar el valor buscado para u, calcularemos el tiempo que tarda el rayo de luz en
recorrer los dos caminos propuestos en el enunciado (ver Figura):

T(P—C— A) =Ty,

TP—-D— C—B)=T;.

Calculemos T4.

Como los tridngulos rectaingulos A CDP ~ A CBA, entonces

AP H - H - H
o n de aqui se obtiene AP = T AC = 7V €2 + h?,
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Figura 1.52: Al pasar por los puntos P y D el avién enciende una linterna ubicada en cada uno de
dichos puntos y que apunta en la forma indicada.

donde hemos usado CA =/ h? + (2.

Pero T, es el tiempo que el fotén demora en recorrer la distancia PA, de modo que:

TA:E\/hz—i-ﬂz-

" . (1.40)

o=

Para calcular la velocidad u de modo que el destello emitido en D llegue a B simultdneamente
con el fotén que salié desde P y alcanza A, debo considerar el tramo PD que recorri6 el avion.

Tg=T(P—->D)+T(D — C— B).

El tiempo que transcurrié entre P — D es

T(P — D) :E.

u
De la Figura se tiene:
PD_¢
DC R’
de modo que
- 0 - (
PD = +DC =+ (H—h), (L41)
de esta forma
H—
T(P—D) = a )
hu
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El tiempo de viaje del destello entre D y B es:
H

de donde se puede obtener el tiempo que tarda el rayo en alcanzar el punto B, contando el instante
desde que el avion encendio la linterna en el punto P:

=Ty - WA= B

hu

Si imponemos la condicion que A y B reciban los destellos simultdneamente, se debe cumplir que
Ta = Tp, y de esta ecuacion obtenemos la condicién buscada:

((H-—h) H HVRh:+¢
—_|__:_—’
hu C c h

despejando u/c, obtenemos:

-2
como % =tan ¢, entonces: LEL = i H . (1.42)
Los o tan Cb]

El dngulo ¢ debe cumplir la siguiente condicion:

u 1—sen ¢ h
Z<1 e —COSCI) >(1_ﬁ)

En el grafico que se acompaiia se puede estimar el rango de valores posibles que puede tomar

¢.

b) Es claro que si la velocidad del avion U aumenta, entonces el destello emitido en P, llega al
punto A después que el emitido desde C, puesto que el avion viaja mds rdpido y el tiempo Tpp se
acorta.

Si el avién viaja con una velocidad U = U(¢) que se ajusta a la ecuacién 1.42, 1a regién AB se
ilumina en forma instantinea.

Si
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u/c versus phi(en radianes), para h/H=0.5
124
1.1-:-
1
0.9+ f
0.8+ (
0.7+ [
0.6t ”

: }
53 0.2 n4 0.6 5 ¢

entonces la zona AB se ilumina desde B hacia A, siempre que no emita destellos cuando ¢ < 0,6.
Para ¢ > 0,6 no se cumple que U/c < 1.

Ejemplo

La Paradoja del Granero 'Bod eqga

Un atleta corre llevando una garrocha de largo
propio igual a 20 m. La velocidad del atleta con U

.%.L

mantiene paralela a la direccién de movimiento " Garrocha i
del atleta. Su trayectoria cruza de lado a lado una

bodega de longitud propia igual a 10 m. ;Es posi- L B
ble que el portero del lugar cierre los portones de

los dos extremos de esta bodega simultdneamen-

te de forma que el atleta y su garrocha queden Figura .53:
atrapados en su interior?

3c
respecto al graneroes U = 5 La garrocha se

Analice su respuesta desde el punto de vista del atleta y del portero de la bodega.

Solucion:
Sea Lp = longitud propia del granero: longitud medida por el portero del granero: Lg =10 m.
Ls = longitud propia de la garrocha: medida en el sistema de referencia del atleta, Ly = 20 m.

De acuerdo a la expresion de la contraccion del largo encontrada en la ecuacion 1.12: L'=vy L,
donde, por convencién, L representa el largo de un objeto medido en el sistema S, considerado
en reposo y L/, el largo propio del objeto en reposo en S’ que se desplaza con velocidad V con
respecto a S.

A continuacién consideraremos alternativamente el atleta como sistema en reposo primera y
después adoptamos el punto de vista de la bodega como sistema en reposo y discutiremos los
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resultados.

En cada caso definiremos con cuidado cudles son las equivalencias entre L y L/ definidos en la
férmula anterior y los largos propios del problema: Lg y ¢.

i.- Analisis considerando al atleta como sistema de referencia en reposo:

El atleta, en su sistema de referencia, ve acercarse la bodega con un velocidad (—

V3e
2 .

En este problema se identifica L’ = Lg, el largo propio de la bodega en su sistema de referencia,
y L representa entonces el largo de esta bodega medido por el atleta, en su sistema de referencia
que definimos como Lj. Este ultimo es el largo que debemos comparar con el largo propio de la
garrocha. Por tanto

2
\/?gc 1 IJB 10
Ly = “(z ale=7=7=5m

y como la longitud de su garrocha es L. =20 m, el atleta concluye que es imposible quedar atrapado

L
en el interior de la bodega, puesto que: L > L = 78.
AS ;
Garrocha

X T

Bodega

Figura 1.54: L} es el largo de bodega la medi-
do por el atleta, considerado en reposo. Lg es
el largo propio de la bodega. L, corresponde a
la distancia entre los dos extremos de la bodega
(lineas rojas) en forma simultdnea en el sistema

S.
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S A Bodega S
Garrocha

Figura 1.55: Los valores de la velocidad de la
garrocha y los largos propios de la garrocha y
la bodega permiten que ocurra lo que se ilustra
en esta Figura: aparentemente la garrocha calza
justo en la bodega. Pero esto no es real, como se
discute en el texto.
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ii.- Analisis con respecto al observador en reposo con respecto a la bodega.

El observador en la bodega, en su sistema en reposo, ve aproximarse al atleta con -5 c).

Identificamos L” como el largo de la garrocha medido por el atleta L’ = L, el largo propio de la
garrocha. L corresponde al largo de la garrocha medido por el portero de la bodega: L =Lj;,. De
este modo

2
’ \/§C 1 LG 20

y como Lg =10 m, (largo propio del granero) entonces para el observador en la bodega es posible
que el atleta quede atrapado en el granero, ya que el largo de la garrocha -medido por el portero-,
es igual al largo propio de la bodega:

¢ = Lg L; = largo de la garrocha medido por el portero de la bodega.

Sin embargo esto no es correcto. Un argumento es el siguiente: la garrocha NO puede cambiar
de longitud al ser medida desde diferentes sistemas inerciales en movimiento relativo. Lo que ocu-
rre en este caso, de acuerdo al atleta, es que el portero primero midi6 la punta de la garrocha y
unos instantes mas tarde su cola, cuando ya la garrocha se desplaz6 hacia la derecha. Si esta puerta
estuviera cerrada, la punta de la garrocha la despedaza.

L.12. Ejercicios Propuestos

1.— Dos barras A y B, cuyo largo propio (medido en su propio sistema de referencia) es L, se
desplazan con rapidez constante en el mismo sentido y direccion. Las respectivas velocida-
des son 4 ¢ /S para A y 3 ¢/5 para B se miden con respecto a un sistema fijo S. Al comienzo
A viaja detrds de B.

a.- Si hay un observador externo, que denominamos C en reposo en S. Dibuje un diagrama
de s-t que grafique la situacion.

b.- (Cudnto tarda A en sobrepasar a B. Esto quiere decir el intervalo medido por C, entre
el instante que el frente de A coincide con la cola de B y el instante en que la cola de A
coincide con el frente de B.

2.— Existe una familia de particulas elementales llamadas muones que son similares a los elec-
trones pero tienen una masa 200 veces mayor y que, a diferencia del electrén, decaen en
otras particulas (electrones y neutrinos) después de una vida media de 2x 10~°s medido en
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su propio sistema de coordenadas. La vida media es el tiempo que debe transcurrir para que
el namero de particulas que existia inicialmente disminuye a la mitad de su valor inicial. Los
muones (identificados como 1) que se crean en la parte alta de la atmdsfera se mueven hacia
la superficie de la Tierra con una alta velocidad V =0.9999 c.

Suponga que un muén p se crea a 20 km de altura sobre la superficie de la Tierra. Si esta
particula p no colisiona con ninguna otra particula cuando se aproxima a la Tierra: Decida
si este muon alcanza la superficie de la Tierra antes de decaer en un electrén y neutrino.

Retomando los datos presentados en el problema 1, acerca de los dos carros A y B, mo-
viéndose en una dimensién con uno de ellos adelantando al otro.

a.- {Cudnto demora A en adelantar B segtin un observador en reposo en cada uno de ellos?
Lo que afirma A y lo que afirma B.

b.- Definimos el evento P como aquel en que el frente de A coincide con la cola de B.
Analogamente el evento Q representa el instante en que la cola de A coincide con el frente
de B. Un observador D camina con rapidez constante sobre B de forma que coincide con P
en la partida y con Q al final de su caminata sobre la barra B. ;Cuédnto demora, segin D, el
adelanto de A a B?

Dos trenes de largo propio L viajan en lineas paralelas con velocidad V con respecto al piso
comun. Cuando los frentes de ambos trenes se cruzan, ambos conductores ponen su relojes
en t=0. De ese modo todos los relojes de cada uno de los trenes quedan sincronizados con
el de su conductor.

a.- Unos instantes mds tarde, cuando la cola de ambos trenes coinciden, qué tiempo marca
el reloj de cada uno de los trenes. Refiera los tiempos al sistema fijo al piso.

b.- La misma pregunta anterior pero ahora tome como referencia el reloj del conductor B.

Un vagdn de tren se mueve sobre una via a velocidad constante v. A y B estdn en los extremos
del vagoén y los observadores C y D estdn de pie junto a la via. Definimos el evento AC como
en que A pasa frente a C. Las otras coincidencias se definen en forma similar.

a.- De los cuatro eventos BD, BC, AD, AC, ;Cudles de éstos sirven para que los dos obser-
vadores sobre la via puedan determinar el paso del reloj llevado por A?

b.- Sea At el intervalo de tiempo entre estos dos eventos para los observadores que estin a
un lado de la via. ;Qué intervalo de tiempo marca el reloj en movimiento?

c.- Supongase que los eventos BC y AD son simultidneos en el sistema de referencia de la via.
,Son simultdneos en el sistema de referencia del vagén?. Si no lo son, ;cudl ocurre primero?

Determine el desplazamiento de longitud de onda por efecto Doppler relativista para la linea
6563 Adel Hidrégeno H,, emitida por una estrella que se aleja de la Tierra a una velocidad
relativa de 10~3c, 10~2c, y 10~ "¢c. { Es una buena aproximacién el resultado obtenido a primer
orden en v/c?

112, EJERGICIOS PROPUESTOS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Introduccidén a la Mecanica 69

7.— Un aeroplano de 40 m de longitud en su sistema de reposo se mueve a velocidad uniforme

de 630 -, con respecto a la Tierra.
g

a.- {Qué fraccion de su longitud de reposo parecerd acortarse, con respecto a un observador
sobre la Tierra?

b.- (Cuanto tiempo tardard, segun los relojes en tierra, para que el reloj del aeroplano se
retrase un microsegundo?

8.— El radio de reposo de la Tierra puede considerarse como de 6400 km, y la velocidad a que
gira alrededor del Sol, como de 30 km/seg. ; Cudnto parece acortarse el didmetro de la Tierra
con respecto a un observador en el Sol, debido al movimiento orbital de la Tierra?

9.— Se mide la longitud de una nave espacial y se encuentra un valor exactamente igual a la
mitad de su longitud propia.
a.- ;Cual es la velocidad de la nave con respecto al sistema del observador?

b.- (Cuadl es la dilatacion del tiempo unitario de la nave?

Figura .56

10.— Dos naves espaciales tienen una longitud de 100 m cada una, medidos en su sistema propio.
Se desplazan en sentidos opuestos, cruzandose en el vuelo. El astronauta que va en la nariz
de una nave, que la designamos por A, mide el tiempo que transcurre entre el paso de la nariz
y la cola de la otra nave (B) desde su puesto de observacion. Encuentra que este intervalo es
2,50 x 107 segundos. A partir de este dato, encuentre:

a.- [ Cual es la velocidad relativa de las naves?

b.- ;Cual seria el intervalo medido en la primera nave (A), si ahora registrara el intervalo que
transcurre entre que la nariz de la nave (B) pasa frente a la nariz de (A) y la cola de (B) pasa
frente a la cola de (A)?
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11—

12—

13.—

14—

15—

Acompaiie ambas respuestas con un grafico espacio-tiempo.

Considere la existencia de particulas que tienen vida finita y cuyo nimero en funcién del

tiempo esta dado por:
—tIn2

N(t) =N, exp —
Siendo N, el nimero de particulas que existen en t = 0 y es la llamada vida media de las
particulas, ya que en el tiempo t = T el nimero inicial se ha reducido a la mitad:

Los mesones 7tt , por ejemplo, se producen en colisiones de alta energia entre una particula
de rayo césmico primario y la atmésfera terrestre. Su vida media propia es t, = 2,6 x 1072
s. Suponiendo que N, mesones 7t se han formado a la altura h de la tierra y que descienden
hacia ella con rapidez 0.9999 c llegando solamente el 1 %:

(i) Determine la altura h a la cual se han formado los mesones.

(i1) Para esa altura, comente sobre el porcentaje que llegaria a la superficie terrestre si no se
hicieran correcciones relativistas.

a.- Si la vida (propia) promedio de un mesén p es 2,3 x 107° segundos, qué distancia
promedio viajaria éste en el vacio antes de morir, de acuerdo con mediciones en diferentes
sistemas de referencia, donde su velocidad es de 0,00c, 0,60c, 0,90c, y0,99c respectivamen-
te.

b.- Compare cada una de estas distancias con la distancia que el mismo mes6n mediria.

A 200 km sobre el nivel del mar, un rayo cdésmico primario (una particula) choca contra
la atmésfera de la Tierra; en esta colision de alta energia se produce un mesén 7tt, el cual
desciende verticalmente a una velocidad de 0.99¢ y, en su sistema propio, se desintegra
2.5 x 107 8s después de producido. Segtin se ve desde la Tierra, ;a qué altura sobre el nivel
del mar se desintegra el mesén?

En la Figura, A y B son los puntos de interseccion del eje x (varilla estacionaria) con una
varilla inclinada (varilla en movimiento) en dos instantes diferentes. LLa varilla inclinada se
estd moviendo en la direccion +y (sin cambiar de inclinacion) a una velocidad v.

(a) Demuestre que el punto de interseccion de las varillas tiene una velocidad uw = vcot 0
hacia la izquierda.

(b)ySea® = 30° y v= %c. Demuestre que, en este caso, u excede a ¢ y explique por
qué no existe ninguna contradiccion con la relatividad.

Un observador en un sistema inercial S informa que dos proyectiles se estin moviendo en
linea recta, paralelamente uno respecto del otro; el primero a una velocidad de 0,9 c y el
segundo a una velocidad de 0,7 c. Encuentre la velocidad de un proyectil con respecto al
otro.
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B

16.— Un observador sobre la Tierra que llamamos A, manda una sefial con una linterna cada
seis minutos. Otro observador, B estd en una estacion espacial estacionaria con respecto a la
Tierra. Designamos con C a un astronauta que viaja en un cohete de A a B, con una velocidad
constante de 0,6 c, con respecto a A.

a.- (A qué intervalos recibe B las sefiales de A?
b.- (A qué intervalos recibe C las sefiales de A?

c.- (A qué intervalos recibe B los destellos de C?

A
/

/ Bullet
1".

.

_~Hullet /
0¥
h
Sy

17.— Dos misiles de igual largo propio pasan en sentido contrario a velocidades relativistas. El
observador O tiene un cafién en la cola de su nave apuntando en direccion perpendicular al
movimiento relativo.

a.- Como indica la figura, O dispara cuando la punta A coincide con A’. En el sistema de
referencia de O, el otro misil sufre una contraccion de Lorentz. En consecuencia O sospecha
que su bala no dard en el blanco. Pero en el sistema de referencia de O’, es el misil O el que
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18.—

Fotén rebotando en los espejos

aparece contraido y por lo tanto, cuando A y A’coinciden el observador ve lo que aparece en
la tercera figura.

(a) Uno de los diagramas contiene un error. Descubralo.

b.- Usando las transformaciones de Lorentz descubra lo que realmente sucede en este en-
cuentro.

Nota: L = largo propio de los misiles. u = velocidad del misil O con respecto a O’.

Se tiene una barra de largo L que se desplaza con velocidad v. En los extremos de esta barra
se ubican dos espejos como se muestra en la figura. Suponga que un fotén se encuentra entre
ellos. Si en t = O el espejo de la izquierda coincide con el punto x = 0 y justo en ese
instante el foton estd siendo reflejado en ese mismo espejo, dibuje la trayectoria del foton y
de la barra en un diagrama espacio-tiempo ¢ = 1.

¢

>

19—

/
Fa
donde L’ es la distancia propia con respecto a S’ y T’ es el tiempo que marca un reloj estético
con respecto a S’.

En el sistema S’, un sujeto corre en la direccion del eje y’ con velocidad constante V =

A su vez, S’ se mueve con una velocidad U con respecto a otro sistema de referencia inercial
S.

a) De acuerdo a un observador en reposo en el sistema S, calcule las dos componentes de la
velocidad de este sujeto y a partir de este resultado encuentre la tangente del &ngulo con que
éste se aproxima.

b) Suponga que en el sistema S’ hay una serie de interruptores separados por una distancia
propia L’. A medida que el sujeto avanza los va encendiendo. Al ser activados, estos envian
un fotén (o un pulso de luz, si Ud. lo prefiere) que viaja directamente hacia S en la direccion
del eje x del sistema S.

Calcule la velocidad w, con que los detectores se encienden en el sistema S, a medida
que van recibiendo la sefial luminosa proveniente de S’. Suponga, si le ayuda utilizar este
dato, que inicialmente el sistema S’ se encontraba a una altura H sobre S. Recuerde que la
distancias perpendiculares al movimiento relativo no sufren alteraciones.

c) Si el observador en S, U = V cos 0, V = V sen 0, representan las componentes de
la velocidad V con la cual se aproxima el sujeto, demuestre que la velocidad con que se
encienden los detectores en el sistema S es:
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Figura 1.57: Ejercicio # 19

V sen 0
1 V cos 0
c

Wy =

d) Demuestre que si V ~ c (es decir, B ~ 1)y el d4ngulo 8 es muy pequeiio, la velocidad
W, toma su maximo valor para 0’ =2(1—B) ~ (1+B)(1—B) = 0 ~ 1/y.

o
fr
—_=
i
s

Figura 1.58: Ejercicio # 16

20.— Un observador en un sistema inercial S informa que dos proyectiles se estin moviendo en
linea recta, en forma paralela y en el mismo sentido. Si denominamos uno de los proyectiles
por O; y le asociamos la velocidad V; = 0,9 ¢ y al otro, O; la velocidad V, = 0,7 c:

a.- Encuentre la velocidad de Oy con respecto a O;.
b.- Si los largos propios son L; y L, respectivamente, cudl es el largo del cohete L, de

acuerdo a Oj.

21.— Una barra de largo L’ con respecto a su sistema en reposo, se aleja con una velocidad V,
de un observador en reposo. Si desde cada uno de los extremos de la barra se envian dos
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destellos en forma simultdnea con respecto al sistema fijo en la barra, calcule la diferencia
de tiempo At con la cual arriba cada uno de los destellos al observador S.

A

At N e

v

Nota: El intervalo A t, no depende de la distancia a la cual se ubica la barra del origen de S.
Ud. puede posicionarla donde mds le acomode, respetando las condiciones impuestas en el
enunciado del problema.

il

[ —~ L
<E
'\ ?% Obs.

22.— Un cuadrado de largo propio L pasa frente a un observador con una velocidad V, como indica
la figura. Para los efectos que nos interesan acd, el observador es un punto. El cuadrado y
el punto se encuentran en el mismo plano. Cuando el cuadrado pasa frente al observador,
éste lo ve rotado en vez de contraido. Muestre que efectivamente se ve rotado y encuentre el
angulo de rotacion aparente.

NOTA: Aca se trata de VER y puede suponer que el largo L es mucho menor que la distancia
que separa al cuadrado del observador, de modo que los rayos provenientes de los extremos
de L se pueden considerar paralelos.

La historia de este problema es interesante. Lo resolvié R. Penrose en 1959. Einstein es-
tim6 que s6lo habia contraccion del largo. Para mas detalles y dibujos muy interesantes y la
solucién, puede ver el sitio

https://physicsworld.com/a/the-invisibility-of-length %e2 %80 %afcontraction/

aparece en la revista Physics World 13 Aug 2019, ”"Taken from the August 2019 issue of
Physics World. Members of the Institute of Physics can enjoy the full issue via the Physics
World app.”
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23.— Una varilla de un metro de longitud en su sistema propio, se aproxima a un observador en

reposo con una velocidad 75 ¢, como se indica en la Figura.

a.- ;[ Cual es el largo de esta varilla en el sistema del observador?

b.- Suponga ahora que la varilla estd inclinada en un dngulo 8’ = arcos(5/6), en el sistema
de referencia que viaja con la varilla. Calcule el dngulo de inclinacién de la varilla medido
en el sistema de referencia del observador fijo en tierra.

c.- Calcule el largo de la varilla en el sistema de referencia del observador en reposo, para
esta segunda configuracion.

¥ :
A * A

B THT THT

24— La estructura de la izquierda (remache) tiene una protuberancia de largo L. que al insertarse
en el objeto con forma de U a la derecha alcanza justo a tocar el interruptor B ubicado al
fondo de la cavidad. Esto ocurre cuando ambos objetos estdn en reposo (primera figura). B
es un interruptor que, al ser tocado, gatilla la bomba de TNT sefialada. Note que la cabeza
del remache (por ejemplo el borde A) se apoya en los bordes del objeto en U al ser insertado.

i.- Suponga que el mismo remache se acerca con una rapidez V, con respecto a un ob-
servador en reposo en la estructura en U, como aparece en la figura. Explique cuan-
titativamente qué sucede con el extremo del remache cuando A toca el borde de U:
también toca B, lo toc6 antes, a qué distancia se encuentra segiin qué observador ; Ex-
plota la bomba? Debe acompafiar un gréfico espacio-tiempo de la situaciéon donde se
especifique qué midid y su valor.
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ii.- Considere las mismas preguntas, pero ahora desde el punto de vista de un observador en
reposo con respecto al remache que ve acercarse al objeto en U. Siendo un observador
sistema inercial, opina que la estructura en U se acerca con rapidez V. ; Explota o no
la bomba, de acuerdo a este observador?

iii.- En definitiva, si la bomba explota NO puede depender del observador. ; Como resuelve
Ud. esta paradoja?

iv.- En el caso i.- suponga que se conectd un dispositivo al punto A del remache tal que si
A es presionado dispara un laser que corta el cable que une B con la bomba. En este
nuevo escenario: ;, Explota ésta o no?

25.— El diagrama representa un policia midiendo la velocidad de un auto mediante el efecto Dop-

1.12.

pler. Nos instalamos en el sistema de referencia de la autoridad. Del auto s6lo indicamos la
flecha del tiempo para no complicar el dibujo. Se indica la trayectoria de dos nodos separa-
dos por una longitud de onda (A) emitida por la pistola del policia y la recibida después de
reflejarse en el auto, unos instantes mas tarde. (recuerde que los largos, como la longitud de
onda, se miden en intervalos tipo espacio).

a.- A partir de la Figura 25, demuestre por qué:cAt = VAt + }‘reﬂejado’ y que cAt =

Aincidente — VAt, donde V es la velocidad del auto con respecto al policia.
b.- A partir del resultado anterior obtenga (f = P
frecuencia), freﬂejada = kfincidente’ con k= f ;"f
1 -+ V/C T auto dwil o o
1=V/e Polisia o

. . . m A T
c.- Suponiendo que el cambio de frecuencia es il e
pequefio debido a que el valor de V/c es muy pe- ", e
quefio, muestre que (Af/f) ~ 2 V/c . Encuentre \%{"
este valor si V=120 km/h. c At o "\
d.- El radar de la policia de Santiago, ope- :’ i \“a. .
ra con una frecuencia de 10.525 x107 ciclos/s. d A \'\
(Cuantos ciclos por segundo cambia el haz refle- ™., - N
jado comparado con el incidente (o enviado)? \ et \

SN .,

e.- (Qué resolucion debe tener la pistola que ope- h\“
ra la policia para poder discriminar entre un auto- h

movilista que viaja a 120 km/h y otro, infractor,
que guia a 121 km/h?
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