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Parte |

Sistemas de un grado de
libertad



Capitulo 1

Respuesta libre

1.1. Obtencion de la respuesta

Un modelo simple para estudiar vibraciones es un resorte (como el que se utiliza
en la suspensién de un auto) con un extremo fijo y una masa adherida en el otro
extremo. En la figura 1.1 se muestra una representacién esquematica de un sistema
masa-resorte con un grado de libertad.

Figura 1.1: Esquema de un sistema masa-resorte con 1 grado de libertad y su
diagrama de cuerpo libre

Ignorando la masa del resorte en si, las fuerzas que actiian sobre la masa son la
fuerza de gravedad (m-g) y la fuerza de restauracién del resorte (fy). La naturaleza
de la fuerza del resorte se puede deducir al realizar un experimento estatico simple.
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El que consiste en aumentar la masa adherida y medir el desplazamiento de la
masa (z), tal como se muestra en la figura 1.2.

Figura 1.2: Experimento para determinar la rigidez de un resorte

De donde se obtiene la siguiente relacion:

fv =kz (1.1)

La constante k se denomina rigidez del resorte y es una caracteristica propia de
cada resorte.

Consideremos ahora un resorte en posicion horizontal como el de la figura 1.3, el
que es elongado xy desde su posicién de equilibrio. La masa del objeto es m y la
rigidez del resorte es k. La tnica fuerza actuando sobre la masa es la fuerza del
resorte.

—
k

FAMAAA m
s

LS

Figura 1.3: Sistema masa resorte horizontal
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Por suma de fuerzas se obtiene la ecuacién de movimiento en la direccién x:

mi(t) = —kx(t) 0 mi(t) + kz(t) =0 (1.2)
donde #(t) denota la segunda derivada del desplazamiento (i.e., la aceleracién). La
solucion de esta ecuacién se puede escribir como:

x(t) = Asen(wnt + @) (1.3)

Esto describe un movimiento oscilatorio de frecuencia w, y amplitud A. w, se
denomina frecuencia natural, determina el intervalo de tiempo en el que la funcién
se repite. ¢, denominada fase, determina el valor inicial de la funcién sinusoidal.
La fase se mide en radianes (rad), mientras que la frecuencia se mide en radianes
por segundo (rad/s).

Para verificar que la ecuacién 1.3 sea efectivamente una solucion de la ecuacién de
movimiento, la substituimos en la ecuacién 1.2:

—mw? Asen(wpt + ¢) = —kAsen(w,t + @) (1.4)
Esta ultima ecuacién se satisface si,

_k L= 15
- 0 w - (1.5)

Las constantes ¢ y A, estan definidas por las condiciones iniciales del problema.
Consideremos que el resorte se encuentra en una posicién xg en t = 0, la fuerza
inicial kzg va a iniciar el movimiento. Si adicionalmente conocemos la velocidad
inicial vy, tenemos que:

xo = x(0) = Asen(¢) (1.6)

vog = #(0) =w,Acos(¢) (1.7)

Resolviendo ambas ecuaciones se obtiene:

A= VORI Wat (1.8)
Wn, Vo

Por lo tanto, la solucién de la ecuacién de movimiento para el sistema masa-resorte
es:

2 .,.2 2
o) = YERTOE (wnt 4 tan-! W) (1.9)

Wn Vo
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Esta solucion se ilustra en la figura a continuacion.

x(t)
4 27
. . T =—"
Pendiente aqui | on |
esVo | Periodo | Amplitud
1 [0 24 2 2
A = m_ ®Wn“Xo + Vo
n
Xo

Figura 1.4: Solucion de la ecuacién de movimiento para un sistema de un grado de
libertad

Utilizando las siguientes relaciones trigonométricas:

sen(x +y) = sen(x)cos(y) + cos(z)sen(y)
- 1
cos(tan~(z)) = v

sen(tan"!(z)) =

V1+ a2

la solucién de la ecuacién de movimiento entregada en 1.9 se puede escribir como:

V)
2(t) = —2 sen(wpt) + 20 cos(wpt) (1.10)
W,
La frecuencia natural, w,,, se mide en radianes por segundo y describe la repetibilidad
de la oscilacién. Como se indica en la figura 1.4 el tiempo que demora el ciclo en
repetirse es el periodo T, el que esta relacionado con la frecuencia natural por,

=27 (5 (1.11)

Wn
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Muchas veces la frecuencia natural es medida en ciclos por segundo (Hertz). La
frecuencia en hertz se obtiene al dividir la frecuencia natural por 2w

o= 22 (H) (1.12)

T om

En la figura 1.5 se ilustran tres sistemas de un grado de libertad. Para estos casos
se obtienen las siguientes frecuencias naturales y periodos de oscilacion:

Masa-Resorte

k m
=) Eradfs, T =2m 2 1.13
w 13 /s ™/ 5 (1.13)

Disco y eje

Wp = \/gmd/s7 T= 27r\/zs (1.14)

Péndulo simple

Wy = ﬁrad/s, T= 27r\/75 (1.15)
g

77774

k=rigidez
torsional

I=largo

Masa-resorte Disco y eje Péndulo simple
mi + kx = 0 Jo+k0=0 O+ (g/Do=0

Figura 1.5: Ejemplos de sistemas de un grado de libertad (pequefios
desplazamientos)

1.2. Coeficientes de Rigidez

La rigidez de un resorte se puede relacionar directamente con sus propiedades
geométricas y del material. En esta seccion se introducen las relaciones entre rigidez,
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modulo de elasticidad y geometria de varios tipos de resortes. El comportamiento
tipo resorte puede resultar de una variedad de configuraciones, incluyendo
movimiento longitudinal (vibracién a lo largo), movimiento transversal (vibracién
en direccién perpendicular al largo) y movimiento torsional (vibracién rotacional a
lo largo).

1.2.1. Movimiento longitudinal

Para una barra de largo [, seccién de area A y Modulo de Young F, la rigidez de
la barra para vibraciones con respecto a su largo viene dada por,

_BA

k
l

(1.16)

Esto describe la constante del resorte del problema ilustrado en la Figura 1.6, en
donde la masa del resorte es ignorada (o es muy pequefia con respecto a la masa
m). El modulo de Young E se pide en Pascal (Pa), lo que equivale a N/m?.

YIIIIIIIII

E = Modulo de Young
A = Area de la seccién

_[X | =largo de la barra
x = deflexion

Figura 1.6: Rigidez asociada con la vibracién longitudinal de una barra

En la tabla 1.1 se muestran las propiedades fisicas de algunos materiales comunes.

Para el caso de un resorte helicoidal (Figura 1.7) la constante de rigidez depende de
las espiras de alambre que forman el resorte. La rigidez es una funcién del médulo
de corte G, del didmetro del alambre, el didmetro de las espiras y del ntimero de
espiras:

Gd*

k= 64nR3

(1.17)
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Moédulo de Young Densidad Moédulo de corte

Material ~E (Pa) p (kg/m?) G (Pa)
Acero 2,0 x 1011 7.8 x 103 8,0 x 1010
Aluminio 7,1 x 100 2,7 x 103 2,67 x 1010
Bronce 10,0 x 100 8,5 x 10° 3,68 x 1010
Cobre 11,7 x 1010 8,9 x 103 2,22 x 1010
Concreto 3,8 x 10° 2,0 x 103 -
Goma 2,3 x 10° 1,1 x 103 8,21 x 108
Madera 5,4 x 10° 6,0 x 102 -

Tabla 1.1: Constantes fisicas de algunos materiales comunes

T
S

2R = Diametro de las espiras k= _Gd:
n = Numero de espiras 64nR-
x(t) = Deflexion

d

Figura 1.7: Rigidez de un resorte helicoidal

1.2.2. Movimiento torsional

Consideremos el movimiento torsional de una barra de seccién circular, como la
mostrada en la Figura 1.8. En este caso, la barra posee un momento de inercia polar,
Jp y un médulo de corte G. Para el caso de un eje de didmetro d, Jp = wd*/32.
La rigidez torsional viene dada por,

_ GJp
T

la que se utiliza para describir las vibraciones del sistema de la Figura 1.8, en
donde la masa del eje es ignorada. En la figura, 6 representa la posicién angular

k (1.18)



COEFICIENTES DE RIGIDEZ 10

del eje con respecto a su posiciéon de equilibrio. El disco de radio » y momento de
inercia rotacional J va a vibrar en torno a la posiciéon de equilibrio con una rigidez
de GJp/l.

L1

J = Momento de masa del disco

J» = Momento de inercia polar de la barra
G = Moddulo de corte de la barra

| =Largo de la barra

0= desplazamiento angular

Figura 1.8: Rigidez asociada con las vibraciones torsionales de un eje

En la Figura 1.9 se ilustra el caso de un resorte de torsién. En este caso la rigidez
del resorte viene dada por: k = EI/I, en donde, [ es el largo total del alambre e T
es el momento de inercia de su seccién transversal.

k_EI
o

I = Largo total del resorte
E = Modulo de Young
| = Momento de inercia de la seccion transversal

Figura 1.9: Rigidez de un resorte de torsiéon

1.2.3. Movimiento transversal

Un ejemplo de movimiento transversal son las vibraciones de una viga con una
masa en su extremo, como se ilustra en la Figura 1.10. Este tipo de comportamiento
tipo resorte, es similar a las suspensiones traseras de un automévil como también
al comportamiento de las alas de un avion. En la figura, [ es el largo de la viga,
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es el modulo de Young e I es el momento de inercia de la secciéon. La rigidez de la
viga viene dada por:

=2t (1.19)

_____________ S

E = Modulo de Young
=largo de la viga
| = Momento de inercia de la seccion transversal

L
3

Figura 1.10: Rigidez de una viga asociada a vibracién transversal de la punta de la
viga

1.2.4. Resortes en serio o paralelo

En todos los casos vistos hasta ahora hay un resorte y una masa. Consideremos el
caso de dos resortes conectados en serie como se muestra en la figura 1.11 a). La
defleccion total viene dada por la suma de ambas deflecciones,

Ay = Dy + Dy (1.20)

Por otro lado, la fuerza actuando sobre el primer resorte es la misma que sobre el
segundo resorte y equivale a la fuerza externa,

f=h=1/ (1.21)

Combinando ambas ecuaciones y reemplazado la ecuacién de equilibrio para cada
resorte (f = kA), se obtiene que,

A Y U S
&h+bfgﬁk9 (1.22)

Por lo tanto,

1 1 1

— 1.2
TR (1.23)
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En el caso de dos resortes conectados en paralelo, como se muestra en la Figura
1.11 b), la defleccién en ambos resortes debe ser la misma,

JAVIEWAN I WAV (1.24)
Y la fuerza total se divide entre ambos resortes,

f=h+/f (1.25)

Combinando ambas ecuaciones y reemplazado la ecuacién de equilibrio para cada
resorte (f = kA\), se obtiene que,

f = k1A1 + kQAQ = (kl + kQ)At (126)
Por lo tanto,

ki = (]{71 + k2) (1.27)

b) —>

k;

Figura 1.11: Reglas para el calculo de la rigidez equivalente para resortes conectados
en serie y paralelo

1.3. Amortiguamiento

La respuesta del sistema masa-resorte vista predice que el sistema va a oscilar
indefinidamente. Sin embargo, la gran mayoria de los sistemas oscilatorios
eventualmente decaen y dejan de moverse. Esto sugiere que el modelo visto debe
modificarse para incluir este decaimiento. Afladiendo un termino ci(t) a la ecuacién
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de movimiento se obtiene una solucién que decae en el tiempo. Esto se conoce
como amortiguamiento viscoso vy ha mostrado representar de buena manera las
observaciones experimentales.

Mientras que un resorte representa un modelo fisico para guardar energia potencial
y por lo tanto causar vibraciones; un amortiguador representa un modelo fisico
para disipar energia y entonces amortiguar la respuesta de un sistema mecénico.
Un ejemplo de un amortiguador corresponde a un piston que debe deslizar en un
cilindro lleno de aceite, tal como se muestra en la figura 1.12. Para ello se le realizan
hoyos al piston de manera que el aceite pueda pasar de un lado del piston al otro.

Piston :
Aceite
\ /

[z 7
l | W

Figura 1.12: Esquema de un amortiguador

La fuerza que ejerce un amortiguador es proporcional a la velocidad del piston, en
una direccién opuesta al movimiento:

fe=—ci(t) (1.28)
donde ¢ es una constante relacionada con la viscosidad del aceite. Esta constante

se denomina el coeficiente de amortiguamiento y tiene unidades de fuerza por
velocidad (Ns/m=kg/s).

Consideremos el sistema de un grado de libertad de la figura 1.13. En este caso la
ecuacién de movimiento viene dada por:

mi+ci+kr=0 (1.29)

X
—

k

o
—
—

m

LL

LSS

Figura 1.13: Sistema de un grado de libertad con amortiguador
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Para resolver la ecuacién de movimiento amortiguada, se asume una solucién de la
forma x(t) = Ae*. Substituyendo en la ecuacién 1.29:

mA2AeM + cAAeM + kAeM =0 (1.30)
Dividiendo por Ae* se obtiene la ecuacién caracteristica del sistema:

mA+ed+k=0 (1.31)

Las raices de esta ecuacion son:
c 1

R — _ 2 _
AL2 5 + 5 V¢ 4km (1.32)

Examinando esta expresién vemos que las raices pueden tener valores complejos o
reales dependiendo del valor del discriminante, ¢ —4km. Si ¢? —4km > 0, las raices
A1 ¥ A9 son dos numeros reales negativos. En caso contrario, si el discriminante
es negativo, las raices A1 y A2 son dos complejos conjugados con la parte real de
valor negativo. Si el discriminante es cero, las raices son numeros reales negativos
iguales.

Se define como amortiguamiento critico al amortiguamiento que hace que el
discriminante sea cero:

[k
Ce = 2mwy, = 2my [ — (1.33)
m

A partir de esta definicién, se define la razén de amortiguamiento, ¢, como:

(== (1.34)

Ce

Las raices presentadas en la ecuaciéon 1.32; se pueden escribir como dos raices
complejas conjugadas:

)\172 = —Cwn + WnV/ CQ -1 (135)

De donde se ve claramente que la razén de amortiguamiento ¢ determina si las
raices son complejas o reales.

Dado que z = AjeMt y x = Aye?! son soluciones del problema, su suma es la
solucién general:
= AreMt 4 Ager?! (1.36)

Las soluciones particulares dependen de las constantes, Ay y As, que se determinan
a partir de las condiciones iniciales.

La ecuacién 1.36 se puede escribir como:

r = e SwWnt (Ale‘*’" VE-It L Ajemwnv CL”) (1.37)
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1.3.1. Amortiguamiento débil

Se dice que el sistema tiene amortiguamiento débil si la razén de amortiguamiento
¢ es menor a 1 y el discriminante de la ecuacién 1.35 es negativo. Esto resulta en
un par de raices complejas conjugadas:

M= —(wp = jwd (1.38)
Ae = —(wp + jwg (1.39)
donde wyg = wyp/1 — (2 se denomina frecuencia natural amortiguada.

La solucion de la ecuacién de movimiento viene dada por:

x = e ¢rt (Ae@et 4+ AgeIwat) (1.40)

Utilizando las identidades: e/“4 = coswqt + j senwqt y e 794t = cos wyt — j sen wqt,
la ecuacién 1.57 se puede escribir como:

r = e ' (Bcoswgt + Dsenwgt) (1.41)

= Ae “nlsen(wgt + ¢) (1.42)

Las constantes A y ¢ vienen dadas por las condiciones iniciales al igual que en el
caso sin amortiguamiento,

z(0) = x9= Asen(¢) (1.43)

-
—~

=)
=

I

vg = —Awy, sen(@) + Awg cos(¢) (1.44)

Despejando se obtiene que:

2 2
Wa
_ ZToWd
— tan~! 1.46
¢ M Vo + Cwno (1.46)
Lo que también se puede escribir como:

r = e Swnt (W sen wgt + g cos wdt) (1.47)

Wy
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En la figura 1.14 se ilustra la respuesta de un sistema con amortiguamiento débil.
En este caso se obtiene una respuesta oscilatoria que decae en el tiempo. La tasa de
decaimiento esta dada por la razén de amortiguamiento (. Este tipo de respuesta
corresponde al caso mas comun en sistemas mecanicos.

Desplazamiento (m)
o

Tiempo (s)

Figura 1.14: Respuesta de un sistema con amortiguamiento débil: 0 < ( < 1

1.3.2. Sobreamortiguamiento

Cuando la razén de amortiguamiento en mayor a 1 (¢ > 1), se dice que el sistema
esta sobreamortiguado. En este caso, el discriminante de la ecuacién 1.35 es mayor
a cero, resultado es un par de raices reales. Estas son:

A = —Cwp —wpV(2-1 (1.48)
—Cwy +wn /(2 -1 (1.49)

A2

La respuesta del sistema viene dada por,

r = e SwWnt (Alef‘*’" VIt L Ajetwny CL”) (1.50)
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Lo que representa una respuesta no oscilatoria. Las constantes A, y A, vienen
dadas por las condiciones iniciales:

_ T + (_C + v CQ — 1)wnx0
Ay 2(,‘)”\/(27—1 (1.51)

o+ (CH /(2 = Dwyg
Ay = o T (1.52)

Respuestas tipicas se ilustran en la figura 1.15, en donde se observa que la respuesta
es claramente no oscilatoria. Un sistema sobreamortiguado no oscila, sino que se
dirige exponencialmente hacia su posicién de equilibrio.

—X,=a, vO—O
——— xO—O, vo—b

Desplazamiento (m)
o

Tiempo (s)

Figura 1.15: Respuesta de un sistema sobreamortiguado: ¢ > 1

1.3.3. Amortiguamiento critico

En este caso, la razén de amortiguamiento es exactamente uno (( = 1) y el
discriminante de la ecuacién 1.35 es cero. Ambas raices se repiten y tienen el valor:

)\1 = )\2 = —Wn (153)
La solucién toma la forma,

x(t) = (Ay + Agt)e™“n? (1.54)
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Las constantes A; y Ay vienen dadas por las condiciones iniciales:

Al = X (155)

Az V0 + Wno (1.56)

Las respuestas en este caso son similares a las de la figura 1.15. Los sistemas
con amortiguamiento critico se pueden ver desde distintos puntos de vista.
Estos representan al sistema con el menor valor de amortiguamiento que lleva a
movimiento no oscilatorio. El amortiguamiento critico también se puede ver como
el caso que separa la no oscilacién de la oscilacion, o el valor de amortiguamiento
que entrega el decaimiento hacia cero méas rapido sin oscilacion.

1.3.4. Estimacion experimental del amortiguamiento

Desplazamiento (m)

Tiempo (s)

Figura 1.16: Estimacién del amortiguamiento en el caso de amortiguamiento débil

El coeficiente o razén de amortiguamiento es uno de los parametros més
dificiles de determinar numérica o experimental. Experimentalmente la razén
de amortiguamiento para un sistema con amortiguamiento débil se puede estimar
a partir de la respuesta del sistema en el tiempo. Una técnica comtn, aprovecha
el hecho que la envolvente (linea segmentada) de la Figura 1.16 viene dada por
Ae~¢“nt Los puntos medidos z(#;) y z(t2) se pueden ajustar a Ae~¢@ntt y Ae=¢wntz,
Con esto, se puede determinar el valor del coeficiente (w,,. Si m y k son conocidos,
( y ¢ se pueden determinar a partir de Cw,,.
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Esta metodologia lleva a la definicién de decremento logaritmico, denotado por § y
definido como:

§=1In x(f(j)T) (1.57)

donde T es el periodo de oscilacién. Sustituyendo la expresién analitica de x(t),

Ae=“ntsen(wgt 4 @)
Ae=Cwn(t+T) sen(wq(t +T) + ¢)

§=1In (1.58)

dado que wyT = 27, el denominador se convierte en: Ae™¢“»(+ 1) sen(wyt + ¢) v
la expresién para el decremento se reduce a:

§ =Ine T = ¢w,T (1.59)
El periodo T corresponde al periodo amortiguado (27 /wg), por lo tanto,

_ Qup2m 27¢

0 = .
on T (1.60)
despejando (,
c= 0 (1.61)

VAar? 4 62
lo que determina la razén de amortiguamiento a partir del decremento logaritmico.

Por lo tanto, si se mide el valor de z(t) en dos peaks sucesivos, digamos z(t1) y
x(t2), la ecuacién 1.57 se puede usar para determinar el decremento y la ecuacién
1.61 para determinar la razén de amortiguamiento. Si se conoce el valor de m y k,
se puede determinar entonces el valor del coeficiente de amortiguacién c.

1.4. Modelamiento de la ecuaciones de movimiento

El modelamiento es el proceso de escribir una ecuacion, o sistema de ecuaciones,
que describa el movimiento de un sistema fisico. Se pueden distinguir dos métodos
de modelamiento: Ley de Newton y métodos basados en la energia.

1.4.1. Método de las fuerzas

El método de la suma de fuerzas o ley de Newton es el que se ha utilizado hasta
ahora. Este método se basa en que la suma de las fuerzas en una direccién es igual
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a la masa por la aceleracién en esa direccién:

mi = Y fu (1.62)
mij = ny (1.63)

donde f.; v fri denotan a la i-esima fuerza actuando en la direcciéon z e y
respectivamente, m es la masa del objeto y &, ¢ son la aceleraciéon del objeto
en la direccion = e y. Para el caso de rotaciones, se puede escribir que:

JO =" My (1.64)

donde My; son los torques actuando sobre el objeto, J es el momento de inercia en
torno al eje de rotacion y 6 es el angulo de rotacion.

1.4.2. Método de la energia

Si las fuerzas o torques actuando sobre un objeto son dificiles de determinar,
un método basado en la energia puede ser mas efectivo. En estos métodos, las
ecuaciones de movimiento se derivan al utilizar los principios de conservacion de
la energia. El principio bésico en este caso, es que la energia total del sistema se
mantiene constante:

T+ U = constante (1.65)
donde T' y U denotan a la energia cinética y potencial del sistema.

Para ilustrar el método, consideremos el sistema masa-resorte de la Figura 1.1,
colgando en con un campo gravitatorio de fuerza g. El efecto de anadir una masa
m al resorte del rigidez k es que la posicion de equilibrio se encuentra en = = A.
La energia potencial del sistema corresponde a la energia potencial del resorte, mas
la energia potencial gravitatoria:

U = Uresorte"’Ugravitatoria (1.66)

1
ik’(A—l—m)2 — mgx (1.67)

donde x corresponde al desplazamiento con respecto a la posicion de equilibro.

La energia cinética viene dada por:

1
T = —mi®

5 (1.68)
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Sustituyendo en la ecuacién 1.65,

%k(A +2)® — mgx + %ma’:z = constante (1.69)
derivando con respecto al tiempo,

(kA —mg)t + (m& + kx)t =0 (1.70)
de la ecuacién de equilibrio se obtiene que kA = mg, reemplazando,

(m&+ kx)t =0 (1.71)

Dado que & no puede ser cero para todo t, se llega a la ecuacién de movimiento
estandar:

mi + kx =0 (1.72)

Este procedimiento se denomina método de la energia.

1.4.3. Método de Lagrange

El método de Lagrange para sistemas conservativos, consiste en definir el
Lagrangiano, L, del sistema definido por L = T — U. En donde, T representa
a la energia cinética total y U a la energia potencial total, ambas en funcién de
las coordenadas “generalizadas”. Se denota a las coordenadas generalizadas por
qi(t). Por ejemplo, en el caso del sistema masa-resorte la coordenada generalizada
q; seria z. El método de Lagrange postula que las ecuaciones de movimiento para
sistemas conservativos resultan de:

d (0L oL
el — = 1.

reemplazando L =T — U,
d (ory or n ou
dt \ 9g; dgi  Oqi

(1.74)

Por ejemplo, en el caso del sistema masa-resorte, la energia cinética y potencial
vienen dadas por,

1 1
U:§MA+xV—mm; Tzimﬁ (1.75)

En este caso, la coordenada generalizada ¢; corresponde al desplazamiento x.
Reemplazando en la ecuacién de Lagrange:
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d (0T or  oU d
_ = — ! A — = 1.
o (3%) o + 4, g (ma) + k(A +x) —mg =0 (1.76)
= mi+kr=0 (1.77)

Amortiguamiento

El amortiguamiento viscoso es una fuerza no conservativa y se puede considerar
utilizando la funcién disipativa de Rayleigh. Esta funcién asume que las fuerzas de
amortiguamiento son proporcionales a la velocidad. La funcién de disipacién de
Rayleigh toma la forma:

1 .
F= §CTA§ (1.78)

Donde A, es la velocidad con que se comprime el r-ésimo amortiguador.
Considerando esta forma, las fuerzas generalizadas para el amortiguamiento viscoso
se pueden derivar de:

oF 4 2,....n (1.79)

Las ecuaciones de movimiento se pueden derivar a partir de:

d (0T or  oUu
i (a7) 3+ 5 =@ (1:50)

Para el caso de una fuerza (o momento) cualquiera en la coordenada i-ésima, la
fuerza generalizada viene dada por:
ow
9

Qi i=1,2,....,n (1.81)

donde W denota el trabajo.



Capitulo 2

Respuesta a una excitacion
armonica

2.1. Excitacién armoénica en sistemas sin amortigua-
miento

Consideremos el sistema de la Figura 2.1. Existen diferentes formas de modelar la
excitacién arménica, F(t). Una funcién arménica se puede representar por un seno,
un coseno o por una exponencial compleja. Definiremos la funcién de excitacién,
F(t), como:

F(t) = Fy cos(wt) (2.1)

donde Fj representa a la magnitud, o amplitud maxima y w denota la frecuencia
de la fuerza aplicada. La frecuencia w también se denomina frecuencia de entrada o
frecuencia de excitacion o frecuencia de funcionamiento y tiene unidades de rad/s.

X
Kk

AW A m e F
s

LS

Figura 2.1: Sistema masa resorte con excitacién armoénica

23
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Alternativamente, la fuerza de excitacion arménica se puede representar por un
seno,

F(t) = Fysen(wt) (2.2)
0 como una exponencial compleja,
F(t) = Fyel** (2.3)

donde j es la unidad imaginaria. Cada una de estas expresiones lleva al mismo
fenémeno, pero en algunos casos unas van a ser mas faciles de manipular que otras.

A partir de la Figura 2.1, se puede escribir la ecuacién de movimiento del sistema,

mi(t) + kx(t) = Fy cos(wt) (2.4)
dividiendo por m y definiendo fy = Fp/m, se obtiene la siguiente ecuacién
diferencial:

#(t) + w2a(t) = focos(wt) (2.5)

De ecuaciones diferenciales, se sabe que la solucién de la ecuacién 2.5, estd compuesta
por la suma de la solucién homogénea (i.e. la solucién cuando fy = 0) y la solucién
particular. La solucién particular, x,, se puede encontrar asumiendo que la respuesta
tiene la misma forma que la fuerza de excitacién:

xp(t) = X cos(wt) (2.6)

donde X es la amplitud de la respuesta forzada. Substituyendo esta respuesta en
2.5,

—w? X cos(wt) + w? X cos(wt) = focos(wt) (2.7)
factorizando,
(—w? X + w2 X — fo)cos(wt) =0 (2.8)

Dado que cos(wt) no puede ser cero para todo t, el coeficiente acompaitiado al
coseno debe ser cero. Igualando el coeficiente a cero y despejando X se obtiene,

Jo

X = (2.9)

Por lo tanto, siempre que la frecuencia de excitacién w y la frecuencia natural wy,
sean distintas, la solucién particular sera de la formas:

zp(t) = oﬂi—ocﬂ cos(wt) (2.10)
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Dado que el sistema es lineal, la solucién final viene dada por la suma de la polucién
homogénea mas la solucién particular. Vimos en la seccién anterior que la soluciéon
homogénea se puede escribir como A; senw,t + As cosw,t. Por lo tanto la solucién
final para la ecuacién 2.5 es de la forma:

z(t) = Ay senwyt + Ag coswyt + QL

. cos(wt) (2.11)

n

Los coeficientes A1 y As estdn dados por las condiciones iniciales. Definiendo zqg y
v como el desplazamiento y velocidad inicial:

.13(0) = wnAl = Vo (213)

Despejando A; y As y reemplazando en la ecuacién 2.11, se obtiene la solucién
completa:

g Jo Jo
z(t) = —senwpt + | g — ———— | coswy,t + ——— cos(wt 2.14
() Wn n ( 0 w%—cﬂ) n w%_wg ( ) ( )
En la Figura 2.2 se ilustra la respuesta de un sistema no amortiguado a una

excitacién armoénica.

Desplazamiento (m)
o

EEEEREREREER

Tiempo (s)

Figura 2.2: Respuesta de un sistema sin amortiguamiento con w,, = 1 rad/s a una
excitacién armonica de w = 2 rad/s

Se debe notar que la solucién dada en la ecuacién 2.14 no es valida en el caso que
la frecuencia de excitacién sea igual a la frecuencia natural (si w = wy,). También
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se debe notar que cuando la frecuencia de excitacién tiene valores cercanos a la
frecuencia natural la amplitud de la repuesta crece mucho. Este alto aumento en la
amplitud de las vibraciones se conoce como el fenémeno de resonancia, tal vez el
concepto mas importante en el andlisis de vibraciones.

Dos fenémenos importantes ocurren cuando la frecuencia de excitaciéon se acerca
a la frecuencia natural. Para estudiarlos, consideremos primero la respuesta a
condiciones iniciales iguales a cero:

x(t) = ﬁ(cos wt — cos wyt) (2.15)

usando identidades trigonométricas, se puede escribir como:

z(t) = QL? sen <wn2wt> sen (w";wt> (2.16)

w2 —w

Si ambas frecuencias son cercanas se tiene que (w, —w) < (w, + w) y por
tanto el termino sen [(w, — w)/2t] oscila con un periodo mucho més largo que
sen [(wy, +w)/2t]. El movimiento resultante es una oscilacién répida con una
variaciéon lenta de amplitud y se denomina pulso. De la Figura 2.3 se deduce
que la frecuencia del pulso es w, — w y por lo tanto su periodo viene dado por
T, =27/ (wy, — w).

< TP N

< Z
E
@]
c
Q
&0 1
N
©
Q.
[%2]
)]
=)

Tiempo (s)

Figura 2.3: Respuesta de un sistema sin amortiguamiento para w, — w pequeno,
ilustrando el fenémeno de pulsos

Cuando w es exactamente igual a la frecuencia natural del sistema, la solucion dada
en 2.14 ya no es valida. En este caso, la selecciéon de una funcién X coswt como
solucién particular falla, porque también corresponde a una solucién homogénea.
La solucién particular correcta es de la forma:

xp(t) = tX sen(wt) (2.17)
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reemplazando en la ecuaciéon de movimiento y despejando X, se obtiene,

zp(t) = g—itsen(wt) (2.18)
Por lo tanto, la solucién completa es de la forma:
z(t) = Ay senwt + Ay coswt + ;—Ot sen(wt) (2.19)
w
Evaluando los desplazamientos y velocidades iniciales,
_ Yo fo
z(t) = — senwt + z coswt + Q—t sen(wt) (2.20)
w w

En la Figura 2.4 se ilustra la respuesta dada por la ecuacion 2.20. Se observa que
la respuesta, x(t), crece sin restricciones. Este fenémeno se denomina resonancia
(i.e, que la amplitud de la respuesta crezca sin restricciones). Esto causaria que el
resorte falle y se rompa.

Desplazamiento (m)
o

Tiempo (s)

Figura 2.4: Respuesta forzada de un sistema masa-resorte excitado en su frecuencia
natural (w = wy,), denominada resonancia

2.2. Excitacion arménica en sistemas amortiguados

La ecuaciéon de movimiento para un sistema masa-resorte amortiguado con
excitaciéon arménica, estd dado por,

mi + ci + kx = F, cos(wt) (2.21)
dividiendo por m,

&+ 2Cwnd + wiaz = fo cos(wt) (2.22)
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donde, w, = k/m, ¢ = ¢/(2mwy) v fo = Fy/m. El calculo de la solucién
particular para el caso amortiguado, es similar a la del caso sin amortiguamiento y
se determina por el método de los coeficientes indeterminados.

De ecuaciones diferenciales se sabe que la respuesta forzada de un sistema
amortiguada, tiene la misma forma de la fuerza armoénica. La respuesta tiene
la misma frecuencia que la fuerza de excitacién con una amplitud y fase distintas.
El desfase entre la respuesta y la excitacion se produce debido al efecto de la fuerza
de amortiguamiento. Siguiendo el método de los coeficientes indeterminados, se
asume una solucién particular de la forma:

zp(t) = X cos(wt — 6) (2.23)
Para simplificar los calculos, esta solucién se puede escribir como:
xp(t) = As cos(wt) + B, sen(wt) (2.24)

donde las constantes A; = X cosf y Bs = X sen @, satisfacen:

B
X = /A2 + B2 y 0 = tan* A—S (2.25)

Derivando z,(t) y reemplazando en la ecuacién de movimiento:

(—w? Ay +2CwpwBs +w? Ay — fo) cos wt + (—w? By — 2CwnwAs +w?2 B,) senwt = 0

(2.26)

Esta ecuacién se debe cumplir para todo t, en particular, se debe cumplir para
t =0y t=7/2w. Reemplazado estos dos tiempos se llega a las siguientes dos
ecuaciones:

(sz - w2)As + (QCWnW)Bs = fo (227)
(—2¢wnw)As + (W2 —w?)By, = 0 (2.28)
Despejando,
— (Wi —w?) fo
AT e e (2.29)
B, = 26wnefo (2.30)

(Wi —w?)? + (2qwnw)?

Substituyendo en las ecuaciones 2.25 y 2.23:
X 0

2
xp(t) = fo cos(wt — tan™! %
V(W2 = w?)? + (20wnw)? wy — W

) (2.31)
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En el caso que la fuerza de excitacién sea de la forma Fy sen(wt), la solucién
particular viene dada por:

X 0
_ fo Loy 2(wnw
0= o ey TR o) 63

La solucién total, es entonces, la suma de la solucién particular y la solucién
homogénea (ecuacién 1.42):

z(t) = Ae™“tsen(wat + ¢) + X cos(wt — 0) (2.33)

donde X y 6 son los coeficientes de la solucién particular definidos en la ecuacién
2.31 y Ay 0 vienen dados por las condiciones iniciales. Notar que para valores de ¢
grandes, el primer termino tiende a cero, mientras que la solucién total se acerca a
la solucién particular. La solucién particular se denomina respuesta estacionaria y
al primer termino se le denomina respuesta transiente.

Para un desplazamiento y velocidad inicial zg y vg, los coeficientes A y ¢ vienen
dados por:

wq(xg — X cos0)
vo + (z9 — X cos§)Cw,, — wX send

¢ = tan? (2.34)

xo — X cosf
A = —— 2.35
sen ¢ ( )

En la Figura 2.5 se ilustra la respuesta de un sistema masa-resorte amortiguado
a una excitacion armonica. La repuesta esta compuesta de una zona transiente y
una zona estacionaria. La duracién de la respuesta transiente depende del factor
de amortiguamiento, mientras mayor es el amortiguamiento menor es la duracién
de la parte transiente.

Muchas veces se decide ignorar la respuesta transiente, esto tiene sentido cuando su
duracién es breve. Sin embargo, la decisién de ignorar la parte transiente se debe
basar en la aplicaciéon. En algunas aplicaciones, tales como sismos, la respuesta
transiente se vuelve més importante que la respuesta estacionaria. La respuesta
transiente también puede ser muy importante si su magnitud es alta. Usualmente,
los sistemas se disefian y analizan basandose en la respuesta estacionaria, pero la
respuesta transiente se debe revisar siempre para asegurar que puede ser ignorada
0 en caso contraria considerarla en el analisis.
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Desplazamiento (m)
o

Tiempo (s)

Figura 2.5: Respuesta de un sistema amortiguado con w, =1 rad/sy ( =0,1 a
una excitaciéon arménica de w = 2 rad/s

Teniendo esto tltimo en consideracién, es importante estudiar la magnitud, X, y
fase 0 de la respuesta estacionaria, la que es funcién de la frecuencia de excitacién.
De la ecuacion 2.31 se tiene la amplitud y fase de la respuesta estacionaria:

2Qwy,
X = Jo . 0=tan! % (2.36)
VW2 —w?)? + (2(wnw)? Wy, — W
Factorizando por w? y dividendo la magnitud por fy, se obtiene que:
Xk  Xuw? 1 2
2P AW ., O=tan " Cr2 (2.37)
Fo fo V(1 =712)2 4 (2(r)2 1—r

Donde r = w/wy, es la razén de frecuencias. En la Figura 2.6 se ilustran la magnitud
y fase para distintos valores del factor de amortiguamiento (.

De la Figura 2.6 se puede ver que, para los casos de amortiguamiento ligero
(¢ <0,1), la magnitud de la respuesta alcanza su valor méximo cuando la frecuencia
de excitacién se acerca a la frecuencia natural (r = 1). También se observa un
cambio de fase alrededor de la resonancia.

Es importante destacar el cambio en la amplitud de la respuesta en funcién del
factor de amortiguamiento. En la Figura 2.7 se ilustra el mismo grafico de la
amplitud anterior, pero ahora en escala logaritmica. Se observa que a medida que
aumenta la razén de amortiguamiento el peak en la curva de magnitud disminuye y
eventualmente desaparece. En caso contrario, cuando el amortiguamiento disminuye,
el valor del peak aumenta y la curva se vuelve més puntiaguda. En el limite, cuando
el amortiguamiento es cero el peak tiende a infinito. Vale la pena resaltar que la
magnitud de la respuesta varia ordenes de magnitud con el amortiguamiento.
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[—¢=0.1 (=025 (=05 ~—=0.7]

Amplitud normalizada XkIF0

Razoén de frecuencias r

[—=0.1 ~---£=0.25 =05 == (=0.7),

Fase 6

15

Razén de frecuencias r

Figura 2.6: Grafico de (a) la amplitud normalizada Xw?2/fo and (b) la fase de la
respuesta estacionaria de un sistema amortiguado versus la razén de frecuencias,
para distintos valores de la razén de amortiguamiento ¢

N

[—(=0.01 ~-= =005 ~=0.2 ~—-(=0.75]

=
o
T

N

Amplitud normalizada Xk/F0

Razén de frecuencias r

Figura 2.7: Gréfico logarftmico de la amplitud normalizada Xw? / fo versus la razén
de frecuencias r, para distintos valores de la razén de amortiguamiento ¢
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Se debe notar que el fendmeno de resonancia ocurre cuando w = w,, (i.e, cuando la
frecuencia de excitacién se iguala a la frecuencia natural). Esto también corresponde
con un cambio de fase de 90°. La resonancia, sin embargo, no corresponde
exactamente al valor de w que maximiza la amplitud de la respuesta estacionaria.
Lo que se muestra a continuacion.

La magnitud de la respuesta estacionaria viene dada por la siguiente ecuacion:

_ fo
oo w2/(1T =722+ (2(r)? (2.38)

derivando con respecto a r e igualando a cero:

dX  fo 1

G T WA (e A ) s =0 (2:39)

entonces la frecuencia en donde ocurre la amplitud maxima viene dada por:

rp = V1-2¢ (2.40)
wny/1— 2¢2 (2.41)

Esta relacién se cumple solo para sistemas con una razén de amortiguamiento
menor a 1/y/2. En caso contrario, la magnitud no tiene un méximo.

Wp



Capitulo 3

Excitacion en la base

Frecuentemente se tienen equipos o partes de equipos que son excitados
armoénicamente a través de una base elastica, la que puede ser modelada por
resortes y amortiguadores. Por ejemplo, la suspensiéon de un automévil que es
excitada armoénicamente por la superficie del camino, la que se puede modelar por
un resorte lineal en paralelo a un amortiguador viscoso. Otros ejemplos son las
gomas de montaje de motores que separan el motor del automovil de su marco o el
motor de un aviéon de sus alas. Tales sistemas se pueden modelar considerando que
el sistema es excitado por el movimiento de la base. Este problema de excitaciéon
por la base es ilustrado en la Figura 3.1.

m l X(t)

dn

1 v

Figura 3.1: Sistema masa-resorte con excitacién en la base

La ecuacién de movimiento para este sistema viene dada por:

mi+c(@—9)+k(z—y)=0 (3.1)

33



EXCITACION EN LA BASE 34

Se asume una excitacién arménica en la base:
y(t) =Y senwpt (3.2)

donde Y denota la amplitud del movimiento de la base y wy representa la frecuencia
de oscilacién de la base. Sustituyendo y(¢) en la ecuacién 3.1, se obtiene:

md + cx + kx = cYwy, coswpt + kY sen wyt (3.3)

Esto se puede ver como un sistema masa-resorte con dos fuerzas de excitacién.
Esta expresién es muy similar a la vista en la ecuacién 2.21 con Fy = cYwp y
w = wyp, a excepcién del termino extra kY senwyt. Se puede aprovechar el hecho
que la ecuacién 3.3 es lineal, y por lo tanto la soluciéon viene dada por la suma
de dos soluciones particulares; la solucién obtenida por la fuerza de excitaciéon

cY wy, cos wpt, CCS), y la solucién obtenida por la fuerza de excitacién kY sen wpt,

.
El calculo de las soluciones particulares viene directo de los célculos hechos en la

seccién 2.2. Dividiendo la ecuacién 3.3 por m:

&+ 2Cwnd + w2 (x) = 2CwawpY coswyt + w2Y sen wyt (3.4)

Por lo tanto, sustituyendo fo = 2{w,wpY en la ecuacion 2.31, se obtiene la solucién

particular x}(,l) :

2 Y
xl()l) = Gy cos(wpt — 01) (3.5)
V(W2 = wi)? + (20wnws)?
con
2Cw,
6, =tan~! % (3.6)
n b

2 s . . . .
Para calcular xé ), se utiliza el método de los coeficientes indeterminados con una

excitacién armoénica de la forma w2Y sen wyt. El resultado es el siguiente:
2
@) _ wn _
xy) = sen(wyt — 6 3.7
P =D T 2o (wpt — 61) (3.7)

Utilizando el principio de superposicion lineal, la solucién total es la suma de ambas

. . 1 2 .
soluciones (i.e., x, = xé )+ scé )). Sumando ambas soluciones,

1/2

Wi + (2w)” cos(wpt — 01 — 03) (3.8)

(wi — wp)? + (2Cwnws)?

2p(t) =wnY
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con

1 Wn

0y = tan™
2 an 2@»})

(3.9)

Definiendo como X a la magnitud de la solucién particular x,(t), se puede definir
la razén entre la amplitud de la respuesta, X, y la de la excitaciéon, Y, como:

X w2 + (2¢wy)? 1/2 B 1+ (2¢r)? 1/2
Y T @)t (2Cwnwb)2} a {(1 —12)% + (2(r)?

(3.10)

donde r = wy/w,,. Esta razén se denomina transmisibilidad de desplazamientos y
se usa para describir como el movimiento es transmitido desde la base a la masa,
en funcién de la razén de frecuencias wy/wy,.

En la Figura 3.2 se ilustra la transmisibilidad de desplazamientos. Se observa
que la maxima transmisibilidad ocurre en la resonancia w, = w,, es en ese punto
donde se transmite la mayor cantidad de movimiento desde la base. También se
ve que para r < v/2, la transmisibilidad es mayor a 1. Esto indica que para esas
combinaciones de w, y wp, €l movimiento de la masa es una amplificacién del
movimiento de la base. Notar que en este rango, para un cierto valor de r, la razén
de amortiguamiento determina el nivel de amplificacién. Especificamente, mientras
mayor es ¢, menor es la transmisibilidad.

| —(=0.01 ===-(=0.1 = (=025 ~=- (=075 \

Razon de desplazamientos X/Y

L
0 1 1.4142 2
Razén de frecuencias r

Figura 3.2: Transmisibilidad de desplazamientos en funcién de la razén de
frecuencias

Para valores de r > /2, la transmisibilidad es siempre menor a 1. Esto implica
que el movimiento de la masa tiene una amplitud menor que la amplitud
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del movimiento de la base. En este rango de frecuencias méas altas el efecto
del amortiguamiento es exactamente el opuesto del caso con frecuencias bajas.
Aumentar el amortiguamiento, en realidad, aumenta la transmisibilidad del sistema.
El rango de frecuencias definidas por r > /2 forman el concepto de aislamiento de
las vibraciones.

Otra variable de interés en el problema de excitaciéon en la base es la fuerza
transmitida a la masa como resultado del desplazamiento arménico de la base. La
fuerza se transmite a través del resorte y amortiguador:

F(t) = k(z —y) + (@ — 9) (3.11)
estas fuerzas se deben equilibrar con la fuerza inercial de la masa, por lo tanto:
F(t) = —mi (3.12)

Para el estado estacionaria, la soluciéon para z viene dada por la ecuacién 3.8.
Diferenciando esta ecuaciéon dos veces y sustituyéndola en la ecuacién 3.12, se
obtiene:

1/2

2 2
wn + (2wh) cos(wpt — 01 — b3) (3.13)

(wi — wp)? + (2Cwnws)?

F(t) = mwiw,Y

Usando de nuevo la razén de frecuencias, la ecuacién anterior se puede escribir
como:

F(t) = Fr cos(wpt — 61 — 62) (3.14)

donde la magnitud de la fuerza transmitida, Fr, viene dada por,

(3.15)

1+ (2¢r)? ]1/2
)2

_ 2
Fr =Ry [<1r2>2+<2<r

La ecuacién 3.15 sirve para definir la transmisibilidad de fuerzas como la razon:

Fr_ o 1tn* 17 (316)
kY (1 —1r2)2 4 (2¢r)? ’

Esta transmisibilidad de fuerzas, Fr/kY, entrega una medida adimensional de
como el desplazamiento en la base de amplitud Y resulta en una fuerza aplicada

sobre la masa.

En la Figura 3.3 se ilustra la transmisibilidad de fuerzas en funcién de la razén de
frecuencias. Se debe notar a diferencia de la transmisibilidad de desplazamientos,
la transmisibilidad de fuerzas no necesariamente disminuye para r > /2. De hecho,
mientras el amortiguamiento aumenta, la transmisibilidad de fuerzas aumenta
drasticamente para r > /2.
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(=0.25 ~=(=0.75 |

Fuerza normalizada FT/kY
N

L
1.4142 2
Razon de frecuencias r

Figura 3.3: Transmisibilidad de fuerzas en funcién de la razén de frecuencias
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Capitulo 4

Desbalance rotatorio

Una fuente usual de vibraciones son los equipos rotatorios. Pequeiias irregularidades
en la distribuciéon de la masa de un componente rotatorio puede causar altas
vibraciones. Esto se conoce como desbalance rotatorio. En la Figura 4.1 se ilustra
un esquema de sistema con un desbalance rotatorio de masa mg y distancia desde
el centro de rotacién e (excentricidad).

y

N -MMMMIMINY

7

Figura 4.1:

La frecuencia de rotacién del equipo se denomina por w,.. Por suma de fuerzas se
tiene la siguiente ecuacién de movimiento:

mi + ct + kx = —moZ,

(4.1)
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donde x, es la coordenada en x del desbalance con respecto al centro de rotacion y
se calcula como: x, = esenw,t. Reemplazando en la ecuaciéon de movimiento:

mi + ci + kx = moew? sen w,t (4.2)

La solucién de esta ecuacién esta dada en la ecuacién 2.32, con fy = moew?/m. La
solucion particular es de la forma:

xp(t) = X sen(w,t — 0) (4.3)
Definiendo r = w; /w, como antes, se obtiene:

2

_ mge r
X = m /(1 —12)2 + (2(r)2 (“4)
0 = tan! % (4.5)

Estas dos expresiones nos entregan la magnitud y fase del movimiento de la masa
m, debido a un desbalance rotatorio de masa mg. Notar que la masa m en la
ecuaciéon 4.4 es la masa total del sistema e incluye el desbalance mg.

En la Figura 4.2 se muestra como varia la magnitud normalizada de la respuesta en
funciéon de la razén de amortiguamiento para distintos niveles de amortiguamiento.
Esta amplitud cumple que para ¢ > 1 toma un valor siempre menor a uno. Esto
indica que se puede suprimir la amplificacién de la respuesta causada por desbalance
si se aumenta el amortiguamiento. Sin embargo, no es siempre practico el uso
de amortiguamientos altos. Se puede ver de la Figura 4.2 que la magnitud de la
amplitud normalizada se acerca a uno para valores de r grandes independiente de
la amortiguacién. Por lo tanto, para valores de r grandes la seleccion del coeficiente
de amortiguamiento no es importante.

El problema de desbalance rotatorio se puede ver también en el caso de un automévil
con una rueda desbalanceada. En donde, w, viene dado por la velocidad del auto
y e por el didmetro de la ruda. La defleccién z, se transmite por la direccién y
se siente como una vibracién del volante. Esto ocurre usualmente a una cierta
velocidad (cercana a r = 1). Si el conductor aumenta o reduce la velocidad, la
vibracién del volante se reduce.
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[—¢=0.01 ----¢=0.1 == £=0.25 === (=0.75|

Amplitud normalizada mX/mOe

=
T

Razon de frecuencias r

Figura 4.2: Magnitud normalizada del desplazamiento en funcién de la razén de
frecuencias, causado con un desbalance rotatorio

4.1. Balanceo en un plano (estatico)

Consideremos el caso de un sistema desbalanceado. El desbalance se puede
representar como una fuerza centrifuga actuando sobre la masa mg, como se
muestra en la Figura 4.3. Si el sistema estuviese balanceado, no habrian fuerzas
resultantes. Por lo tanto, la fuerza necesaria para balancear debe ser de igual
magnitud pero sentido contrario al desbalance. Esto equivale a colocar una masa
equivalente en la ubicacién opuesta al desbalance.

2 2
mye o, Mo€ @/

.

a) b)

Fuerza de balanceo

Figura 4.3: Ejemplo de balanceo estatico
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4.2. Balanceo en dos planos (dinamico)

Consideremos dos masas balanceadas estaticamente como se muestra en la figura
4.4, pero que estan actuando en distintas ubicaciones en un eje.

T Centro de gravedad
/ )

o=

Figura 4.4: Rotor con desbalance dinamico

Es claro, que aunque haya balance estatico las fuerzas van a ejercer un momento
sobre el centro de rotacién. En este caso, el problema se resuelve al anadir una
fuerza opuesta en cada ubicacién del desbalance, como se ilustra en la figura 4.5.

©) O

(o] O
% A
| _ X | O
A J; #) )(”f
()

@) O

Figura 4.5: Sistema con balanceo estatico y dindmico

En algunos casos las masas para balancear no se pueden colocar en los mismos
planos del desbalance, en ese caso se deben equilibrar fuerzas y momentos. Esto
queda mas claro con el siguiente ejemplo.

Consideremos el sistema de la figura 4.6, el que se debe balancear colocando masas
de balanceo en los planos A y B. Los valores de las masas de balanceo estéatico y
dindmico se obtienen al proyectar las fuerzas en los ejes = e y, y luego haciendo
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equilibrio de fuerzas y momentos,

—cmarasenf g — amsorgsen s + bmirysendy +dmprpsenfp = 0
—cmara cos4 — amors cos s + bmyry cosfy + dmprgcosfg = 0
marasenfy + morgsenfs +myrysenfy + mprgsenfp = 0
mara cosfy + marg cosly +mqrycosfy +mprgcosfg = 0
A B
Tr2 51
X
<T><—)
& N L b N
< > >
c d

Figura 4.6: Sistema con balanceo estatico y dindmico en planos arbitrarios
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Capitulo 5

Respuesta a un impulso

Una fuente usual de vibraciones es la aplicacién de una fuerza de corta duracién
denominada impulso. Una excitacion tipo impulso es una fuerza aplicada por un
periodo muy breve, o infinitesimal, de tiempo y representa un ejemplo de una carga
de impacto. Un impulso corresponde a una fuerza no periédica. La respuesta de
un sistema a un impulso, es idéntica a la respuesta libre del sistema a una cierta
condicién inicial.

Consideremos una representaciéon matematica de un impulso. Esta se puede describir
de acuerdo a la siguiente relacion:

0 t<T-—¢€
F
Ft)y=3 — r—e<t<r+e (5.1)
2€
0 t>T1+¢

donde € es un numero pequeno y 7 corresponde al tiempo en que se aplica la fuerza.
Esta fuerza se ilustra graficamente en la Figura 5.1.

Integrando la fuerza en el tiempo se obtiene la definicién de impulso:

I(e) = /oo F(t)dt = i% =F (5.2)

— 00

independiente del valor de e siempre que € # 0. En el limite cuando € — 0, la
integral toma el valor I(¢) = F'.

Si la magnitud de F' es igual a 1, se denomina impulso unitario (t), también
conocido como la funcion delta de Dirac.
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F(t)

N

F
2€

v
~

i T—€ ' T+ €

A
I
V.

Figura 5.1: Fuerza tipo impulso en el tiempo

La respuesta a un impulso para un sistema de un grado de libertad inicialmente en
reposo, se puede determinar aprovechando el hecho que un impulso produce un
cambio de momentum al cuerpo. Para simplificar el andlisis, consideremos 7 = 0 en
la definicién del impulso. Este instante de tiempo lo denotaremos como 0~ . Dado que
el sistema se encuentra inicialmente en reposo, las condiciones iniciales son ambas
cero: z(07) = £(0~) = 0. Por lo tanto, luego del golpe el cambio de momentum es
ma(0T) — ma(0~) = muo. De manera que F' = FAt = mvy — 0 = muy, mientras
que el desplazamiento inicial se mantiene en cero. Por lo tanto, un impulso aplicado
a un sistema de un grado de libertad, es lo mismo que aplicar una condicién inicial
de desplazamiento cero y velocidad inicial de vy = F /m.

Para un sistema con amortiguamiento débil (0 < ¢ < 1), la respuesta a las
condiciones iniciales g = 0,v9 = F'/m es de la forma:

Fre—Cwnt
N mwgq

a(t)

sen wqt (5.3)

de acuerdo a las ecuaciones 1.42, 1.45 y 1.47. Es conveniente escribir la ecuacién
anterior como:

(t) = Fh(t) (5.4)
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donde h(t) viene dada por,

1
h(t) = ——e ““nt senwgt 5.5
6= - ’ (55)
Notar que h(t) es la repuesta a un impulso unitario en ¢ = 0. Si se aplica en t = T,
7 # 0, se puede escribir como:

1
hit—7) = — e~ n(t=T) sen wy(t — 1), T >0, t>T1 (5.6)

Las funciones h(t) y h(t — 7) se denominan funcién de respuesta a un impulso.

En la practica, una fuerza es considerada un impulso si su duracién At es muy breve
en comparacién con el periodo, T = 27 /w,,, asociado con la frecuencia natural de
la estructura. En la Figura 5.2 se ilustra una respuesta a un impulso tipica para
un sistema de un grado de libertad.

o

Desplazamiento (m)

Tiempo (s)

Figura 5.2: Respuesta de un sistema de un grado de libertad a un impulso en un
tiempo ¢

En el disenio de sistemas sometidos a fuerzas tipo impulso o escalén, se pueden definir
tres pardmetros que miden la calidad de la respuesta: (1) el tiempo en alcanzar
la amplitud méxima, denominado ¢,, (2) la méxima amplitud de la respuesta con
respecto a la respuesta estacionaria, denominado sobresalto, (3) y el tiempo de
establecimiento, ts, que corresponde al tiempo que tarda la respuesta en permanecer
dentro de un cierto porcentaje de la respuesta estacionaria.



Capitulo 6

Respuesta a una fuerza
arbitraria

La respuesta de un sistema de un grado de libertad a una fuerza arbitraria, se
puede calcular utilizando el concepto de impulso visto en la seccién anterior.
El procedimiento es dividir la fuerza de excitacién en un conjunto de impulsos
infinitesimales, calcular la respuesta a estos impulsos y sumar las respuestas
individuales para calcular la respuesta total. Esto se ilustra en la Figura 6.1,
en donde se muestra una fuerza arbitraria dividida en n intervalos.

F(t)
4

Figura 6.1: Fuerza de excitacién arbitraria dividida en n impulsos

16



RESPUESTA A UNA FUERZA ARBITRARIA 47

La respuesta al impulso en t; viene dada por la siguiente ecuacién:

Ax(t;) = F(t;)h(t — t;) At (6.1)
de manera que la respuesta total luego de j intervalos es la suma de las respuesta
individuales:

J

2(t;) = > F(t:)h(t — t:) At (6.2)

i=1

En el limite cuando At — 0 (n — o0), la respuesta total viene dada por:

z(t) = /0 F(r)h(t — 7)dr (6.3)

Esta integral se conoce como integral de convolucion. Una convolucién es
simplemente la integral del producto de dos funciones, una de las cuales esta
desplazada con respecto a la variable de integracién. Se puede demostrar que la
convolucién cumple la siguiente propiedad:

/OF(T)h(t—T>dT=/O Pt — 1)h(r)dr (6.4)

Para un sistema con amortiguamiento débil la respuesta a un impulso viene dada
por la ecuacién 5.6. Substituyendo en la ecuacién 6.3, se obtiene la respuesta un
sistema de un grado de libertad a una fuerza arbitraria F'(t):

1 t
x(t) = m—we_c‘“"t /0 F(7)e*“"7 sen [wq(t — 7)] dr (6.5)
1 ¢
_ F(t — —CwnT )
s /0 (t—r7)e sen(wqt)dr (6.6)

siempre que las condiciones iniciales sean cero.

Como ejemplo, se puede estudiar la respuesta de un sistema de un grado de libertad
a una fuerza tipo escalén, como la mostrada en la Figura 6.2. Esta fuerza se puede
escribir por la siguiente relacion:

0 0<t< to
F(t) = (6.7)
Fy t >ty
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F(t)

%

Figura 6.2: Fuerza tipo escaléon de magnitud Fj aplicada en t = tg

Aplicando la integral de convolucién dada en la ecuacion 6.5, se obtiene:

1 to t
z(t) = ——e Swnt {/ (0)eS“n™ sen [wy(t — 7)] dT + / Foet“r™ sen [wq(t — 7)) dr
mCUd 0 to
F t
= —Oe’c“’"t/ €97 sen [wy(t — 7)) dT (6.8)
mwq to
Usando una tabla de integrales para evaluar esta expresiéon se obtiene:
o Fo  —cwn(t—to)
t) = — — —F——— “n 0 t—1tg)—0 t>t 6.9
x( ) L ]{We COs [wd( 0) ]a —to ( )
donde,
0 =tan~! ¢ (6.10)

V-

Examinando la respuesta, es claro que para tiempos grandes, el segundo termino
desaparece y la respuesta estacionaria es simplemente:

ry(t) = — (6.11)

De hecho, la respuesta consiste en un escalén de magnitud Fy/k, més una oscilacién
decreciente, como se ilustra en la Figura 6.3.
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Folk

Desplazamiento (m)

to
Tiempo (s)

Figura 6.3: Respuesta de un sistema de un grado de libertad a una fuerza tipo
escalon de magnitud F aplicada en t = tg



Capitulo 7

Respuesta a una fuerza
periodica arbitraria

En la seccién 2 se estudié la respuesta de un sistema a una excitacién armoénica. El
término arménico se refiere a una funcion sinusoidal. Ahora veremos el caso de una
funcién periédica cualquiera. Una funcién periddica es cualquier funciéon que se
repita en el tiempo, es decir, cualquier funcién para la cual existe un tiempo fijo,
T, denominado periodo que cumple que f(t + T') = f(t) para todo ¢t. En la Figura
7.1 se ilustra un ejemplo de una funcién periddica general de periodo T. Notar de
la figura que la funcién no parece periddica si se examina un tiempo menor a T,
sin embargo, la funcién si se repite cada T' segundos.

F(t)

f\/\f\,t

[AVASVARY

Figura 7.1: Ejemplo de una funcién periédica general de periodo T’
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De acuerdo a la teorfa desarrollada por Fourier, cualquier funcién periddica F(t),
con periodo T, se puede representar por una serie infinita de la forma:

(o)
a
F(t) = ?O + Z (an cos nwrt + by, sen nwrt) (7.1)

n=1

donde wy = 27 /T, los coeficientes ag, a, y b, para una funcién periddica F(t) se
determinan de acuerdo a las siguientes formulas:

9 [T
= 2| F@d 2
w = 7 [ FO 2)
o (T
ap, = — / F(t) cos nwrtdt, n=12,... (7.3)
T Jo
9 [T
b, = T / F(t) sen nwrtdt, n=12,... (7-4)
0

Notar que el primer coeficiente ag es dos veces el promedio de la funcién F'(t) sobre
un ciclo. Los coeficientes ag, a, y b, se denominan coeficientes de Fourier, y la
serie definida en la ecuacién 7.1 se denomina serie de Fourier.

La serie de Fourier es muy ttil y relativamente facil de trabajar debido a una
propiedad especial de las funciones trigonométricas usadas en la serie. Esta
propiedad, llamada ortogonalidad, cumple con lo siguiente:

! n t sen tdt = 0 m#n (7.5)
; sen mwyt sen nwr = T/2 m=n .
T
_ 0 m#n
/0 cos mwrt cos nwptdt = {T/Q m e (7.6)
T
/ cosmwrtsen nwrtdt = 0 (7.7)
0

Dado que una funciéon periédica se puede representar como una suma de senos y
cosenos y que el sistema en estudio es lineal, entonces la respuesta viene dada por
la suma de las respuestas a los términos individuales de la serie. Por lo tanto, la
solucién particular z,(¢) de:

mi + ck + kx = F(t) (7.8)

donde F'(t) es periddica, se puede escribir como:

2p(t) = 21(t) + Y [Ben(t) + zan(t)] (7.9)
n=1
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En este caso la solucién particular z; () satisface la ecuacién:

may + cxy + kzy = % (7.10)
la solucién particular z.,(t) satisface la ecuacién:
MEen + Cen + kTen = a, cosnwrt (7.11)

para todos los valores de n, y la solucién particular xg, (t) satisface la ecuacién:
MT gy + CLoy, + kTsn = by, sen nwpt (7.12)

para todos los valores de n.

La solucién de la ecuacion 7.10 se calcul en el capitulo 6, corresponde a la solucién
estacionaria con Fjy = ag/2:

ao

5 (7.13)

xl(t) =

La solucion de las ecuaciones 7.11 y 7.12 se determindé en la seccién 2.2.
Reemplazando se obtiene:

Ten(t) = aQn/m 7 cos(nwrt — 6,,) (7.14)
(2 = (neor)?)? + (2Cwnnr)?]
Zen(t) = bu/m sen(nwrt — 0,,) (7.15)

(2 — (27 + ]

_1 2Qwpnwr

6, = tan (7.16)

w2 — (nwr)?

La solucién total z(t) es la suma de la solucién particular x,(t) y la solucién
homogénea dada en la seccion 2.2. Para el caso con amortiguamiento débil, la
solucién es:

a(t) = Ae”“rt sen(wat + ¢) + = + Z Ten(t) + Ton ()] (7.17)

donde A y ¢ vienen dadas por las condiciones iniciales.



Capitulo 8

La transformada de Laplace

El método de la transformada de Laplace, es un método alternativo para determinar
la respuesta de un sistema a una variedad de fuerzas de excitacién, tanto
periddicas como no periddicas. La utilidad de la trasformada de Laplace para
determinar la solucién de ecuaciones diferenciales, en particular para encontrar
la respuesta forzada depende de la disponibilidad de una tabla tabulada con
transformadas de Laplace. En ese caso, para determinar la respuesta solo son
necesarias manipulaciones algebraicas y usar una tabla de transformadas de Laplace.

Por definicién la transformada de Laplace de una funcién f(t) viene dada por:

L{f(0) = F(s) = / " f(t)etat (8.1)

La variable s es un numero complejo. La transformada de Laplace tiene la ventaja de
transformar diferenciaciones en multiplicaciones, como se muestra a continuacién:

L[f®)] = sF(s)—f(0) (8.2)
L[f(B)] = s*F(s)~sf(0)~ f(0) (8.3)

Aplicando transformada de Laplace a la ecuacion general de movimiento:

mi + ck + kx = F(t) (8.4)
Se obtiene:
m[s2X (s) — s2(0) — 2(0)] + c[s X (s) — 2(0)] + kX (s) = F(s) (8.5)
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donde X (s) y F(s) son la transformada de Laplace del desplazamiento z(t) y de la
fuerza de excitaciéon F'(t), mientras que x(0) y 4(0) corresponden al desplazamiento

y velocidad inicial respectivamente. Reordenando la ecuacién anterior y recordando

que ¢/m = 28wy, k/m = w?

1 s+ 28w, 1

X(s) = m(s? + 28wps + w2) Fs)+ $2 4+ 28w, s + w%x(O)—l— (0)

- %
$2 4+ 28wps + w2

(8.6)

La solucién z(t) viene dada por la transformada inversa de X(s). Queda claro
de la ecuacién anterior que el método de Laplace entrega la soluciéon particular y
homogénea, tomando en consideracion las condiciones iniciales. En la tabla 8.1 se
muestran algunas transformadas de Laplace usuales.

Como ejemplo, se puede determinar la solucién de la siguiente ecuacion de
movimiento:

mi + kx = ®(t)

tomando la transformada de Laplace y asumiendo condiciones iniciales nulas:
9 1
(ms” + k)X (s) = -
s

despejando X (s),

B 1 _1/m
X(s) = s(ms2+ k)  s(s? 4+ w2)

Buscando la transformada inversa en la Tabla 8.1, se obtiene la solucion del
problema:
1/m 1
x(t) = ﬁ(l — coswnt) = z(l — oS wpt)
la que coincide con la solucién dada por la ecuacién 6.9, cuando Fyp =1, =0y
to = 0.
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F(s) f(t)
1
ol t
e~ 0(t — a), impulso unitario
e—CLS
1, escalén unitario ®(t — a)
s
1 efat
s+a
1 1
—at _ ,—bt
(s+a)(s+b) poal® )
Wn,
m sen Wnt
5 t
—_— cosw
24 w? "
: a !
_— —(1 — cosw
s(s? +w2) w2 "
1 1
- @ @ @O _— p—Cwnt t < 1 — 1 — 2
52 + 2Cwn5 4 w% Wde senwgqt, C y Wd Wn\/ <
2
w; Wn _ _
1 — 2e~Cwnlgen(wyt ,p=cos (¢, C<1
5(8% + 2Cwp s + w2) Wq (wat +6), ¢ 6 ¢
1 1
_ — (1 — e7wnt)
s(s 4 wp) W,
1 1
- - —wnt t _ 1
s2(s 4+ wp) w2 (e +n )

Tabla 8.1: Transformada de Laplace de algunas funciones usuales. (la funciéon ®
denota un escalén unitario)

8.1. Propiedades de la transformada de Laplace

Linealidad:

Llaf(t) + bg(t)]

L~Y[aF(s) +bG(s)] = af(t)+bg(t) (8.8)

aF(s) + bG(s) (8.7)
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Primer Teorema de Traslacién
Ll f(t)] = F(s — a) (8.9)

Transformada de la integral
¢ 1
L [/ f(t)dt} = EF(S) (8.10)
0

Derivada de la transformada

LO"F(s)
8571

L[t"f()] = (=1) (8.11)

Segundo teorema de Traslacién: Si ®(¢ — a) representa la funcién escalén
unitario entonces,

L{f(t —a)®(t —a)] = e “*F(s) (8.12)
Transformada de una funcién periédica: Si f(t) es una funcién periédica con
periodo T,
1 T
- - —st
Lift)] = T e—TS/O f(t)e =dt (8.13)

8.2. Funcion de transferencia y funcion de respuesta
en frecuencia

Reordenando la ecuacién 8.5 se puede escribir la siguiente relacién:

X(s) B 1 B
F(s) (ms2+cs+k) H(s) (8.14)

Esta tltima ecuacion representa la razén entre la transformada de Laplace de la
salida (respuesta) y la entrada (fuerza de excitacién) para el caso de condiciones
iniciales cero. Esta razén, H(s), se denomina funcidn de transferencia y nos entrega
una herramienta muy til en el andlisis, disefio y medicién de las vibraciones de un
sistema.

Se debe recalcar que la variable s de la transformada de Laplace, es un numero
complejo. Si el valor de s se restringe al eje imaginario (i.e, si s = jw), la funcién
de transferencia se convierte en:

1

H(jw) = (k — mw? + jwc)

(8.15)
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la que se denomina funcién de respuesta en frecuencia (FRF).

La Figura 8.1 muestra un grafico de la amplitud y fase de una funcién de respuesta
en frecuencia. Notar que el peak en la FRF se obtiene cuando w = wy, a esta misma
frecuencia la fase cambia en —180°.

Amplitud

Fase

Figura 8.1: Funcién de respuesta en frecuencia para un sistema masa-resorte



Capitulo 9

Simulacion numeérica de la
respuesta

En los capitulos anteriores se dedic6 un gran esfuerzo en derivar expresiones
analiticas para la respuesta de un sistema de un grado de libertad sometido a
distintos tipos de fuerzas. Estas expresiones analiticas son muy utiles en diseno y
para entender algunos de los fenémenos fisicos. La solucion también se puede obtener
mediante por métodos numéricos como los algoritmos de integracién numérica.
Aunque las soluciones numéricas no son exactas, permiten determinar la solucién
de sistemas sometidos a fuerzas complejas que no tienen solucién analitica.

En los procedimientos de integracion temporal, la solucion se divide en pasos de
tiempo At y se determina la solucién para cada paso de tiempo. Se han desarrollados
varios métodos de integracién numérica algunos usuales son; Euler, Runge-Kutta,
Diferencias centrales y Newmark entre otros.

El método de las diferencias centrales utiliza la aproximacién:

i(t) = AitQ (x(t — At) — 22(t) + 2(t + At)) (9.1)

El error en la expansién de 9.1 es del orden de At2?, para tener el mismo orden de
error en la expansion de la velocidad se utiliza:

(t) = QLN (z(t + At) — z(t — At)) (9.2)

El desplazamiento en el tiempo ¢t + At se obtiene al considerar la ecuacién de
movimiento en ¢:

mi(t) + ci(t) + kx(t) = f(t) (9.3)
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Substituyendo, se obtiene:

(s + gpe) 2(t+80 = 10 (k= g ) o)~ gm — gze ) ale-20
(9.4)

Se debe notar que para calcular z(t + At), son necesarios z(t) y x(t — At). Por
lo tanto, se debe utilizar un procedimiento especial de inicializaciéon. Dado que se
conocen Z(0), #(0), 2(0), las ecuaciones 9.1 y 9.2 se pueden utilizar para calcular

z(—At):

2(~At) = 2(0) — Ati(0) + %@(0) (9.5)

En general, para llegar a soluciones estables se requiere un paso de tiempo
relativamente pequeno. De hecho, en el método de las diferencias centrales el
paso de tiempo debe ser menor que un valor critico At.,.. El paso de tiempo critico
se determina como:

At = =2 (9.6)

donde T, es el menor periodo en el sistema, entre el inverso de la mayor frecuencia
natural y la frecuencia de las fuerzas externas. La Tabla 9.1 ilustra el procedimiento
paso a paso para resolver las ecuaciones de movimiento mediante el método de las
diferencias centrales.

Tabla 9.1: Procedimiento paso a paso, método de diferencias
centrales

Calculos iniciales:

1. Determinar la rigidez k, masa m y amortiguacion c.

2. Inicializar %(0), ©(0), (0).

3. Seleccionar paso de tiempo At, At < At,,.. Calcular constantes de integracion.

1 1 1
a0 = 5 a1 = 5o az = 2ao; a = -

4. Calcular z(—At) = z(0) — Atz(0) + a33(0)

5. Formar matriz de masa efectiva m = agm + a;c.
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Para cada paso de tiempo:

1. Calcular fuerzas efectivas en t¢:

A

f(t) = f(t) = (k — agm)a(t) — (aom — arc)x(t — At)
2. Determinar desplazamientos en t + At:

z(t + At) = m L f(t)
3. Si se requiere, evaluar las aceleraciones y velocidades en t¢:

#(t) = ao(z(t — At) — 2z(t) + z(t + At))
#(t) = ay (z(t + At) — z(t — At))

Como ejemplo, a continuacién se entrega el cédigo en Matlab para determinar
la respuesta de un sistema de un grado de libertad a una fuerza tipo escalon. El
resultado de la integracion numérica se muestra en la Figura 9.1, en donde se
comparan con el resultado obtenido mediante la solucién analitica.

M=2; %masa en kg
K=2e3; S%rigidez N/m
C=25; %amortiguamiento

wn=sqrt (K/M) /2/pi; %frecuencia natural en Hz

%paso de tiempo

T=1./wn; $%periodo

dt_cr=min(T) /pi; %paso de tiempo critico

dt=dt_cr/10; % paso de tiempo 10 veces menor al paso de tiempo critico

t=0:dt:1; S%vector de tiempo
N=length(t); S%numero de pasos de iteracidn

%definicidén de la fuerza
t0=0.1;
F=stepfun(t,t0); %funcidén escalon en tO0O

%condiciones iniciales
x(1)=0; dx(1)=0; ddx(1)=0;

% constantes
a0=1/dt"2; al=1/(2xdt); a2=2%al; a3=1/a2;

x0=x(:,1)—dt*dx(:,1)+a3xddx(:,1);
hM=a0*M+al*C;
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invM=inv (hM) ;

% primer paso de tiempo
hF=F (1) — (K—a2+M) *x (1) — (a0+xM—alxC) *x0; x(2)=invMxhF;

% pasos de tiempo siguientes

for i=3:N
hF=F (i—1)— (K—a2*M) *x (i—1)— (a0*M—al«C) »x (1—2) ;
X (1)=invM«hF;

end

%respuesta analitica

zeta=C/ (2+xM*wn) ;

wd=wn=*sqrt (1—zeta”2) ;
theta=atan (zeta/ (sqgrt (1—zeta”2)));

nO0=find (t==t0);

for i=n0:length(t)

xa (1) =F0/K—F0/ (K*sqgrt (l—zeta"2)) .xexp(—zeta*wn.* (t (1)—t (n0))) .*cos (wd.* (t (i)—t (n0)) —t
end

figure

set (gca, 'FontSize',16)

set (gcf, 'Position', [100 100 800 400])

set (gcf, 'PaperUnits', 'inches');

set (gcf, 'PaperSize', [8.1 4.6]);

set (gcf, 'PaperPosition', [0 0 8.1 4.6]);

plot(t,x, 'k', 'Linewidth', 2)

hold on

plot(t,xa,'r', 'LineWidth', 2)

xlabel ('Tiempo (s) ')

ylabel ('Desplazamiento (m)"')

legend('Simulacidén numérica', 'Respuesta analitica')

— Simulacién numerica
r \ — Respuesta analitica

Desplazamiento (m)
PN W A OO N @
:

OO

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tiempo (s)

Figura 9.1: Simulacién numérica de la respuesta a una fuerza escalén de un sistema
de un grado de libertad
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Capitulo 10

Dos grados de libertad

En este capitulo se estudiara en detalle los sistemas de dos grados de libertad y
como determinar la respuesta de cada grado. Los resultados de este capitulo se
pueden extender luego a sistemas con multiples grados de libertad. Al cambiar
de sistemas de un grado de libertad a sistemas con dos o mas grados de libertad,
aparecen dos conceptos importantes. El primero, es que un sistema de dos grados
de libertad tiene dos frecuencias naturales. El segundo concepto es el de modo de
vibracién, que no esté presente en sistemas de un grado de libertad. Un modo de
vibracién es un vector que describe el movimiento relativo entre los dos grados de
libertad.

En la Figura 10.1 se muestran 3 ejemplos de sistemas de dos grados de libertad;
(a) el primero consiste en dos masas unidas por resortes en serie, (b) el segundo,
muestra una masa que puede moverse en dos direcciones y (c) el dltimo caso ilustra
una masa que puede desplazarse y a la vez rotar sobre su eje.

k k,k
I X, I Xy 1 0
0
m1 '\/VVVV\/' m2 XZ m m
k k ks
1 2
l X
Xy

(a) (b) (c)

Figura 10.1: Ejemplos de sistemas de dos grados de libertad
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kiXq my ky(Xyx1)  Ky(xyxy)e—— m,

. s

Figura 10.2: Diagrama de cuerpo libre para el sistema de 2 grados de libertad de
la Figura 10.1(a).

Consideremos el sistema de la Figura 10.1(a). El diagrama de cuerpo libre de este
sistema se muestra en la Figura 10.2. Sumando las fuerzas para cada masa se
obtiene que:

mit; = —kixp+ k)g(l‘g - xl) (10.1)

mgfﬁg = —kQ((EQ - xl) (102)
Reordenando estas ecuaciones, se obtiene,

miiy + (k1 + k2)zy —kowa = 0 (10.3)
mais — ko1 + kaze = 0 (10.4)
Estas ecuaciones representan un sistema de dos ecuaciones diferenciales acopladas

con coeficientes constantes. En este caso la solucién depende de cuatro condiciones
iniciales:

561(0) = T10 171(0) = V10 1‘2(0) = T20 IQ(O) = V20 (105)

donde las constantes 19, 20 y v10, V20 representan a los desplazamientos y
velocidades iniciales.

Existen varias metodoldgicas para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
anterior. Se debe notar que no es posible resolver cada ecuaciéon de forma
independiente ya que cada ecuacién contiene a x; y zo (sistema acoplado).
Fisicamente, esto significa que el movimiento de z; afecta a x5 y viceversa. Una
forma de resolver el sistema de ecuaciones, es escribirlo de forma matricial:

(] )] s

Lo que se puede escribir como:

M+ Kx =0 (10.7)
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donde x = [z1 22]T y 0=[0 0]T, []7 denota la funcién transponer. La matriz
M se denomina matriz de masa y la matriz K se denomina matriz de rigidez. Estas
matrices tienen la propiedad de ser simétricas, es decir, M = M7 y K = KT,

Para resolver el caso de un grado de libertad se asumi6 una solucién arménica y
luego se determinaron los coeficientes. Esta misma metodologia se puede usar aqui.
Se puede asumir una solucién de la forma:

x(t) = uel*t (10.8)

Donde u es un vector con constantes a ser determinadas, w es una constante a ser
determinada y j = sqrt(—1). Notar que e/“! representa al movimiento arménico,
ya que /¥ = coswt + j sen wt. El vector u debe ser distinto de cero, de lo contrario,
el resultado seria que no hay movimiento.

Substituyendo 10.8 en la ecuaciéon de movimiento 10.7, se obtiene,
(—w?M + K)uel*' =0 (10.9)

Dado que el factor e/“? es distinto de cero para todo ¢, u vy w deben cumplir la
siguiente relacion:

(—w’M+Kju=0, u#0 (10.10)

Notar que lo anterior representa dos ecuaciones y tres escalares a determinar: w,
uy y ug, donde u = [u; uo]”.

Para que el sistema de ecuaciones anterior tenga solucién no trivial (u # 0), la
matriz (—w?M + K) no debe tener inversa. Si tuviese inversa se podria multiplicar
a ambos lados de la ecuacién por (—w?M + K)~! y se obtendria la solucién u = 0.

La condicién que la matriz (—w?M + K) no tenga inversa, es equivalente a decir
que su determinante sea cero:

det(—w?’M + K) =0 (10.11)

lo que entrega una ecuacién algebraica para la incognita w?. Substituyendo para el
caso de las dos masas en serie se obtiene:

—w2m1 + k1 + ko —ko

det 71@‘2 7w2m2 kg

=0 (10.12)

Usando la definicién del determinante, se obtiene que w? debe satisfacer la siguiente
ecuacién:

mimaw® — (myka + maky + make)w? + kika =0 (10.13)

Esta expresién se denomina ecuacion caracteristica del sistema.
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Una vez que se determinan los valores de w? que resuelven la ecuacién 10.12, el
vector u se puede determinar resolviendo la ecuacién 10.10 para cada valor de w?.
Esto es, para cada valor de w? (i.e. w} y w3) existe un vector u que satisface la
ecuacion 10.8:

(—wiM +Ku, = 0 (10.14)

(~wsM + K)u; = 0 (10.15)

Estas dos expresiones nos entregan la direcciéon de los vectores u; y us, pero no su
magnitud. Para mostrar que esto ultimo es cierto, notar que si uy es solucién de la
ecuacion 10.14, también lo es el vector auy, donde a es un numero distinto de cero.
Por lo tanto, los vectores u; y us tienen magnitud arbitraria.

La solucién de la ecuacién 10.7 sujeta a condiciones iniciales xg y vo se puede
definir en términos de los coeficientes +wy, tws y los vectores u; y us. Dado que
el sistema de ecuaciones es lineal, la suma de cualquier conjunto de soluciones es
también una solucién. Siguiendo el desarrollo anterior se pueden escribir cuatro
posibles soluciones:

X(t) = upe” 1", wpet Ut ugem ", uget st (10.16)
Por lo tanto, la solucién general es una combinacion lineal de las cuatro soluciones:

x(t) = (ae™ " + bet ) uy + (ce™ " + de™? )u, (10.17)
donde a, b, ¢ y d son constantes determinadas por las condiciones iniciales.

Aplicando las formulas de Euler, la ecuacion anterior se puede escribir como:
X(t) = A1 sen(wlt + ¢1)111 + A2 sen(wgt + ¢2)U2 (1018)

Las constantes A1, As, ¢1 v ¢2 se pueden determinar a partir de las condiciones
iniciales xg y vo. Notar que la solucién dada por la ecuaciéon 10.18 es analogo de
dos grados de libertad de la solucion vista en el caso de un grado de libertad.

La solucién dada por la ecuacién 10.18 formula que cada masa en general oscila con
dos frecuencias wy y ws. Las que se denominan frecuencias naturales del sistema.
Adicionalmente, supongamos que se tienen condiciones iniciales tales que Ay = 0.
Con esas condiciones iniciales, cada masa oscila a una frecuencia, wy, y la posicién
relativa de las masas en cada instante esta dada por el vector u;. Por lo tanto,
u; se denomina primer modo de vibracion del sistema. De manera similar, si las
condiciones iniciales son tales que A; = 0, las masas oscilan a ws de acuerdo al
vector us. Este segundo vector se denomina entonces seqgundo modo de vibracion del
sistema. El concepto de frecuencia natural y modo de vibracién es muy importante
y es uno de los conceptos mas usados en el estudio de las vibraciones.
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A continuacién se mencionan algunas consideran importantes para el caso de dos
grados de libertad.

Frecuencias: Es importante destacar que las dos frecuencias naturales wy y ws del
sistema de dos grados de libertad no son iguales a ninguna de las frecuencias
naturales de los dos sistemas de un grado de libertad construidos con los
mismos componentes. Es decir, w; y ws no son iguales a y/ki/mi ni a

\/kg/mg.

Pulsos: El fenémeno de pulsos visto en la respuesta forzada de un sistema de un
grado de libertad (Figura 2.3), también puede existir en la respuesta libre de
un sistema de dos grados de libertad. Si las masas y las rigideces del sistema
son tales que las dos frecuencias naturales son cercanas, entonces la respuesta
tendra la forma de pulsos. Por lo tanto, el fenémeno de pulsos puede ocurrir
en dos circunstancias: primero, en la respuesta forzada de un sistema cuya
frecuencia de excitacion es similar a una frecuencia natural y segundo, en la
respuesta libre de un sistema con dos frecuencias naturales cercanas.

Calculos: El método usado para calcular las frecuencias naturales y modos de
vibracién visto en esta seccién, no es el mas eficiente. Este método es
instructivo, pero tedioso. En la seccién a continuacién se estudiard una
metodologia basada en el calculo de los valores y vectores propios, que
simplifica bastante el analisis.

10.1. Valores propios y frecuencias naturales

Consideremos la ecuaciéon de movimiento de un sistema con multiples grados de
libertad:

Mx+Kx=0 (10.19)
pre-multiplicando por M~}

I5s+M 'Kx=0 (10.20)
asumiendo una solucién de la forma x = ue’*?, se obtiene que:

(M7'K —w?Tu=0 (10.21)
reordenando y definiendo A =w?I y A= MK

Au=)u (10.22)

donde u # 0. Por definicién, esto es un problema de valores y vectores propios. El
escalar \ que satisface la ecuacion 10.22 para un vector u # 0 se denomina valor
propio y el vector u correspondiente se denomina vector propio.
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Por lo tanto, las frecuencias naturales y modos de vibraciones se pueden determinar
a partir de los valores y vectores propios de la matriz M ~'K.

Los vectores propios tienen una magnitud arbitraria, sin embargo siempre se pueden
normalizar para tener un largo deseado. La norma o magnitud de un vector se
denota ||x|| y viene dada por:

1/2

x| = VxTx = | Y a7 (10.23)
[

Los vectores propios tienen la interesante propiedades de ser ortogonales a las
matrices de rigidez y de masa. Esta propiedad se puede utilizar para desacoplar las
ecuaciones de movimiento. Consideremos el problema de valores y vectores propios
para el caso sin amortiguamiento:

(~w?M + K)u; =0

Consideremos ahora dos modos arbitrarios r y s:

Ku, = w?Mu,
Ku, = wf Mu,
pre-multiplicando la primera ecuacién por ul y la segunda ecuaciéon por ul:
u'Ku, = w?ulMu,
u'Ku, = w?ulMu,

Transponiendo la segunda ecuacién y restandola a la primera, se tiene que:

(w? = w?)ul' Mu, =0 (10.24)

T

Esta ecuacién nos da dos posibilidades diferentes:

u'Mu, =0 r#s (10.25)
u'Mu, #0 r=s (10.26)
La primera ecuacion nos dice que dos modos distintos son ortogonales con la matriz
de masa (también con la matriz de rigidez) y que cuando se calcula el producto del

mismo modo con la matriz de masa como en la segunda ecuaciéon, el producto no
es cero. El valor de este producto se denomina masa generalizada m;;

my = ul Mu; (10.27)



VALORES PROPIOS Y FRECUENCIAS NATURALES 69

De manera similar se define la rigidez generalizada k;;
ki = ul Ku; (10.28)

Dado lo anterior, se tiene que:

PTMP = m (10.29)
PTKP = k (10.30)
donde P = [uj uzus...u,] es la matriz de modos normales, m y k son

matrices diagonales denominadas matriz de masa modal y matriz de rigidez modal
respectivamente.

Debido a que la matriz de modos normales esta sujeta a una normalizacién arbitraria,
los valores de k;; y m;; no son tinicos. Lo que si se puede demostrar es que la razéon
K;i/mi; es tnica y tiene un valor igual a w?. Usualmente, los modos se normalizan
con respecto a la matriz de masa de forma que my; = 1y ki = w?, es decir,
PTMP=1.

Introduciendo la transformacién modal x = Py en la ecuaciéon 10.19 y pre-
multiplicando por PT', se obtiene que:

PTMPy+P'KPy=0 (10.31)
Utilizando PTMP = m y PTKP =k, el sistema de ecuaciones se reduce a:
my + ky = 0 (10.32)

Usando una normalizacién de los modos con respecto a la matriz de masa y
desarrollando los cdlculos matriciales para el caso de dos grados de libertad:

e ][ S]] - 6] 1039

U1 + w%yl - 0

Este sistema equivale a las siguientes dos ecuaciones desacopladas:

h+wiyy = 0 (10.35)

o +wiys = 0 (10.36)
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Estas dos ecuaciones estan sujetas a condiciones iniciales, las que también deben
transformarse en el nuevo sistema de coordenadas y(t) desde el sistema original

x(t):
yo = PTMx (10.37)
yo = PTMv, (10.38)

Definiendo los modos normalizados con la matriz de masa, se tiene que PTMP =T
y por lo tanto P~' = PT M.

Las ecuaciones 10.35 y 10.36 se denominan ecuaciones modales y el sistema
de coordenadas y = [y1 y2| se denomina sistema de coordenadas modales. Las
ecuaciones 10.35 y 10.36 se dice que estan desacopladas porque cada una depende
de una sola variable. Por lo tanto, se pueden resolver de forma independiente. La
soluciéon de cada ecuacién viene dada por:

[ 2.2 | 2
y(t) = V@iyio T Ui sen(wt + tan ! Lyw) (10.39)
Wi Y10
/3.2 -2
ya2(t) = Vw230 ¥ V3o sen(wot + tan™* %) (10.40)
w2 Y20

Una vez calculada la solucion para cada una de las ecuaciones. La solucion general
se obtiene al superponer las soluciones modales:

(t) = Py(t) = > wys(t) (10.41)
i=1

Notar que la ecuacién anterior se puede escribir como:

n
2(t) =Y wd; sen(wit + ¢;) (10.42)
i=1
Los factores d;, que dependen de las condiciones iniciales, indican cuanto participa
cada modo en la respuesta total. Mientras mayor es d; mayor es la contribucién
del modo i-esimo en la respuesta. En consecuencia, los factores d; se denominan
factores de participacion modal.

10.1.1. Ejemplo

Consideremos el sistema de la Figura 10.3 con m; = my =m, k1 = ko = ks = k.
Determinar la respuesta para vo = [0 0]7 y los siguientes desplazamientos iniciales
2o=[-11T, 20=[11]T yxo=[-12]T
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Figura 10.3: Sistema de dos grados de libertad fijo a ambos extremos

La ecuacién de movimiento para este sistema es:

mii + (kl + k2)$1 — koo = 0

mg.’fg — kgl’l + (kl + kQ)l’g = 0
en forma matricial,
mq 0 T I k1 + ko —ko Ty |
0 mo i}z —kz k?g + kg xro -
Por lo tanto, las matrices M y K vienen dadas por:

10 2 -1
Meml o V] w=k] 2

o O

|

Los valores y vectores propios de M 'K son:

N e
I*ma 2777’7/7 1*\/% 1 5 27\/% 1

Entonces wy = T]; yV wy = %’f La matriz de modos P viene dada por:

gl 4

Notar que los modos estan normalizados con respecto a la matriz de masa: PTMP =
1
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Caso 1: vy =[00]T y 29 = [-1 1]

En este caso, las condiciones iniciales en coordenadas modales son:

Yo = PTMIO\/%“ _11H(1) (1)][_11]\/%{—01}

jo = PTMUOZ%“ —11][8]:{

Reemplazando en las ecuaciones 10.39 y 10.40, se obtiene que los factores de
participacién modal son d; = 0 y dy = v2m. Por lo tanto, para esta condicién
inicial en la respuesta solo participa el segundo modo de vibraciéon. La respuesta

x(t) viene dada por:
oo (o)
o2 T

Caso 2: v =[00]" y 2o =[11]7

En este caso, las condiciones iniciales en coordenadas modales son:

yo = PTMxo\/%“ lei}\/%{H

v = PTMUO:\/%“ _11][8]:[8}

Los factores de participacién modal son d; = v/2m y do = 0. Por lo tanto, para
esta condicién inicial, solo participa el primer modo de vibracién. La respuesta x(t)

viene dada por:
2(t) = { | }sen <\/zt+7r/2> . S:n (\/g:ﬂ/z)
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Caso 3: vy =[00]T y 29 = [-12]7

En este caso, las condiciones iniciales en coordenadas modales son:

R SR VR
- e AL

Los factores de participacién modal son d; = /3 y d2 = 3,/75. En este caso
participan ambos modos de vibracién. La respuesta x(t) viene dada por:

2(t) = % ! ]sen (@Hm) +g { ! }Sen <\/ft—7r/2>

) _ sen <\/Zt+7r/2> + 3sen (ﬁt - 7r/2>
(B o) ven (o)




Capitulo 11

Mas de dos grados de libertad

Muchas estructuras, equipos y componentes mecanicos requieren mas de dos grados
de libertad para describir su movimiento. El procedimiento para analizar sistemas
con multiples grados de libertad, es el mismo visto en la secciéon anterior.

A cada masa y/o grado de libertad en el sistema, le corresponde una coordenada
x;(t) que describe su movimiento en una dimensién; esto resulta en un vector x(t)
de dimensiones n x 1, con matrices de masa M de n X n y matriz de rigidez K de
n X n que satisfacen:

M+ Kx =0 (11.1)

La forma de la ecuacién anterior se mantiene si a cada masa se le permite rotar o
moverse en las direcciones y, z. En esta situacion el vector x puede tener hasta 6
grados de libertad por cada masa.

Como ejemplo genérico, consideremos n masas conectadas por n resortes, como se
ilustra en la Figura 11.1.

}—)Xl }—)Xz }—)Xn-l }—)xn
my '\/\/\/I\</\/\/' my = —=—NWMAA My, '\/\/VVV\/’ my
kl 2 kn.1 kn

Figura 11.1: Ejemplo de un sistema con n grados de libertad
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Sumando las fuerzas para cada masa se obtienen n ecuaciones de la forma:
miii‘Fki(ﬂ?i—l’i_l) —ki+1(Ii+1 —Jii) =0, 1=1,2,...,n (11.2)

donde m; denota la i-ésima masa y k; el i-ésimo resorte. En forma matricial, estas
ecuaciones toman la forma 11.1 con:

0 mo
ms3
M = , (11.3)
Mp—1 0
. 0 0 my, |
[k + ko —ko 0 - 0
—kg kz + ]fg —k3
0 —ks ks + kq
K = . (11.4)
: kn-1+kn —kn
L O P _kn kn i

El vector de desplazamientos x se representa como:

Z1
X2

X = . (11.5)
T

La notacién del caso con dos grados de libertad se puede usar directamente para
resolver el sistema con n grados de libertad. Se siguen los mismos pasos, excepto que
ahora las matrices son de n X n, el resultado son n ecuaciones modales desacopladas:

j+wiyy = 0
Go+wiys = 0 (11.6)
Un + wiyn = 0

Existen ahora n frecuencias naturales, w;, que corresponden a los valores propios de
la matriz M1 K. Los n vectores propios de esta matriz corresponden a los modos
de vibracién.
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11.1. Nodos de un modo

El nodo de un modo corresponde a la coordenada de valor zero en un modo de
vibracion. Esto significa que si el sistema es excitado para vibrar solo a ese modo,
la coordenada del nodo no se va a mover. Por lo tanto, un nodo es una ubicacién de
no movimiento para ciertas condiciones iniciales. Los nodos son excelentes puntos
de ubicacién para montar equipos.

11.2. Modos de cuerpo rigido

Usualmente ocurren casos donde algunos de los grados de libertad de un sistema
no tienen restricciones. Un ejemplo, es un tren formado por dos carros conectados
por un resorte como se muestra en la Figura 11.2. El tren se puede trasladar sin
restricciones, mientras los carros vibran con un movimiento relativo entre ellos.

La existencia de un grado de libertad sin restricciones en las ecuaciones de
movimiento, cambia un poco el andlisis. Primero, el movimiento consiste en una
traslacién mas una vibracion. Segundo, la matriz de rigidez se vuelve singular y
el problema de valores propios resulta en un valor igual a cero para una de las
frecuencias naturales. La frecuencia igual a cero hace que la ecuacién 10.39 sea
incorrecta y por lo tanto los factores de participacién modal deben ser modificados.
El modo asociado a la frecuencia natural igual a cero, es un modo de traslacién del
cuerpo (en el grado de libertad sin restricciones) y se denomina modo de cuerpo

rigido.
}—)Xl }—)xz

m M\WWWAA m,

Q__O k Q0
4 S

Figura 11.2: Un sistema de dos grados de libertad sin restricciones

Como ejemplo, consideremos el sistema de la Figura 11.2 con m; = mg = m,
vo = [0 1T y 29 = [0 0]T. Las ecuaciones de movimiento, llevan al siguiente sistema
de ecuaciones matricial:

AERTIF TR R I
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Los valores y vectores propios de M 'K son:

k 1 1 1 1
)\:0,)\ 22—7u = — , U = ——
=0 =2 = | = |

Entonces wy =0y wy =4/ % rad/s. Los modos ya estdn normalizados con respecto

a la matriz de masa.

En este caso, las condiciones iniciales en coordenadas modales son:

s N NGRS

IR

La primera frecuencia natural igual a cero, hace que la ecuacién 10.35 cambie.
Ahora la ecuacién de movimiento es: §j; = 0, cuya solucién es y;(t) = a + bt. Donde
a y b son constantes de integracion dadas por las condiciones iniciales. Aplicando
las condiciones modales iniciales:

Yo

y1(0) = a=0

) = b=4/3

Por lo tanto, la primera solucién modal es:

Para la segunda ecuaciéon modal, dado que ws es distinto de cero, la ecuacion 10.40
se mantiene y la segunda solucién modal es:

wit)= 7\ [2 senty/ 2
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La respuesta x(t) viene dada por:
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Capitulo 12

Sistemas con amortiguamiento
VISCOSO

Como en el caso de un grado de libertad, el amortiguamiento viscoso se introduce
por conveniencia mateméatica mas que por una verdad fisica. Sin embargo, el
amortiguamiento viscoso nos entrega un buen modelo para muchas situaciones
fisicas y representa una mejora significativa sobre el modelo sin amortiguamiento.
El método mas simple de introducir el amortiguamiento es usar amortiguamiento
modal. El amortiguamiento modal agrega un termino de la forma,

2Gw;i(t) (12.1)

en las ecuaciones 11.6. Esta forma se elige principalmente por su conveniencia
matemadtica. Aqui, ¢;(¢) denota la velocidad de la i-ésima coordenada modal, w; es
la i-ésima frecuencia natural y (; es el i-ésimo factor de amortiguamiento modal.
Los factores de amortiguamiento, (;, tienen valores entre 0 y 1 y se definen por
“experiencia” o por mediciones experimentales. Usualmente el valor de (; es pequefio
a menos que la estructura contenga materiales viscoelasticos u amortiguadores
hidraulicos. Valores comunes son 0 < {; < 0,05. La suspensién de un automoévil,
que utiliza amortiguadores hidraulicos, puede tener valores tan altos como (; = 0,5.

Una vez asignados los factores de amortiguamiento, las ecuaciones 11.6, se convierten
en:

Gi(t) + 2Gwigi(t) + wiy(t) =0 i=1,2,...,n (12.2)
las que tienen soluciones de la forma (0 < ¢; < 1)

yi(t) = Aje %t sen (wait + &) (12.3)
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donde A; y ¢; son constantes que dependen de las condiciones iniciales y wq; =

w“/l — 412

. i )2 o y271/2
Ai _ (yzO + CzwzyzO) + (yszdz) (124)
w3,
4

YioWds

¢ = tan ! —%
' Yio + GiwilYio

(12.5)

Estas ecuaciones son validas solo para sistemas con amortiguamiento débil y sin
modos de cuerpo rigido. Si existe alguna frecuencia natural igual a cero, entonces
se debe seguir el procedimiento de la seccién 11.2.

Una vez determinadas las soluciones modales, las soluciones en coordenadas fisicas
se determinan siguiendo el mismo procedimiento del caso sin amortiguamiento. De
donde se obtiene lo siguiente:

a(t) =Y die i sen (wait + ¢i) vy (12.6)
i=1
donde,
o a2 N2
di _ |:(y20 + Czwzyzol + (yszdz) (127)
Wai
¢; = tan~t Y0 (12.8)

Yio + CiwiYio
Los modos de vibracion u; y las frecuencias naturales w;, se obtienen como los

vectores y valores propios del sistema sin amortiguamiento.

El amortiguamiento también se puede modelar de forma directa. Consideremos,
por ejemplo, el sistema de la Figura 12.1. Las ecuaciones de movimiento de este
sistema se pueden escribir en la siguiente forma matricial,

KA1 B3R s | el I R RS
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Lo

Il
1

Figura 12.1: Sistema de dos grados de libertad con amortiguamiento viscoso

La ecuacién 12.9 da un ejemplo de una matriz de amortiguamiento C', definida por,

C= [Cl+02 02} (12.10)
—C2 C2

La matriz de amortiguamiento C' es simétrica y en un sistema de n grados de
libertad corresponde a una matriz de n x n. Por lo tanto, un sistema amortiguado
de n grados de libertad se puede modelar por una ecuacién de la formas:

M%+Cx+Kx=0 (12.11)

La dificultad con modelar el amortiguamiento de esta forma, es que no se puede
utilizar una metodologia general de andlisis modal. Se podria utilizar analisis modal
de forma directa si la matriz de amortiguamiento C, se puede escribir como una
combinacion linear de las matrices de masa y rigidez:

C =aM + BK (12.12)

donde « y [ son constantes. Esta forma de amortiguamiento se denomina
amortiguamiento proporcional. Substituyendo 12.12 en la ecuacion 12.11, se obtiene:

Mx+ (aM+BK)x+ Kx=0 (12.13)
realizando el cambio de variables = Py y pre-multiplicando por PT

my + (em+ fk)y +ky =0 (12.14)
esto corresponde a n ecuaciones desacopladas de la forma:

i + (o + Bw?) 9 + wiy; =0 (12.15)

definiendo 2¢;w; = o + Bw?, la ecuacién anterior se puede escribir de la forma
general:

i + 2Gwit + wiyi =0 (12.16)
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con

« 5&)1' .
= :1 2 c e
2wi =+ 2 ) ? y &y )

Gi n (12.17)

En este caso a y 8 se pueden seleccionar para obtener un valor medido (o deseado)
de (;. Por el contrario, si @ y 8 son conocidos, la ecuaciéon 12.17 nos entrega los
valores de los factores de amortiguamiento modal ¢;. La solucién del sistema de
ecuaciones anterior esta dada por las ecuaciones 12.6, 12.7 y 12.8.

12.1. Analisis modal de respuesta forzada

La respuesta forzada de un sistema de n grados de libertad también se puede
calcular utilizando anélisis modal. En este caso, la ecuacién de movimiento toma
la forma:

Mx+Cx+Kx=F (12.18)
realizando el cambio de variables = Py y pre-multiplicando por P7

my + (am + k) y + ky = f (12.19)
con f=PTF

i + 2Gwigi + wly = fi (12.20)

con ﬂ =fi/myuy ¢ = af2w; + Bw; /2.

La solucién de la ecuacion 12.20, se obtiene se acuerdo a los procedimientos vistos
para los casos de un grado de libertad.

La soluciéon homogénea se puede escribir como una suma modal:
n
zp(t) = Z die %%t sen (wyit + ¢;) vy (12.21)
i=1

donde u; son los vectores propios unitarios de la matriz M ~'K. Por otro, lado la
ecuaciéon particular se puede expresar como:

zp(t) = Pyp(t) (12.22)

donde y,(t) es la solucién particular de la ecuacién 12.20 y P es una matriz que
contiene los modos u;.

Por lo tanto, la solucién de la ecuacién 12.18 viene dada por:

x(t) = Z die= 5 sen (wait + ¢i) w; + Py,(t) (12.23)
i=1



Parte |l

Diseno para la supresion de las
vibraciones

83



Capitulo 13

Medicion Experimental

13.1. Transductores de vibracion

Un transductor es un elemento que transforma la vibracién mecénica en una
sefial eléctrica analdgica, para ser posteriormente procesada y analizada. Los
transductores de vibracién més frecuentemente utilizados son : (1) Sensor de
proximidad, (2) Sensor sismico de velocidad y (3) Acelerémetros piezoeléctricos.
Las lecturas de velocidad son generalmente las de mayor campo de aplicacion,
ya que la velocidad es directamente proporcional al esfuerzo y al desgaste del
sistema mecanico. La velocidad se puede medir directamente mediante un sensor de
velocidad o mediante un acelerémetro cuya sefial es posteriormente integrada. Por
otro lado, lass mediciones de aceleracion son las mejores para analizar fendmenos
de altas frecuencias. La aceleracion es el parametro que ofrece la mejor medida de
la fuerza asociada a una fuente particular de vibracion.

13.1.1. Sensor de proximidad

Un sensor de proximidad, conocido también como “de corriente Eddy” o proximetro,
se aplica normalmente a bajas frecuencias (entre 0 y 1000Hz) para medir vibraciones
en sistemas rotatorios. Los proximetros se usan para medir desplazamiento radial
o axial de ejes. Se instalan usualmente en la cubierta de los rodamientos y miden
el desplazamiento relativo entre el eje y la posicién de anclaje del sensor. Un
sistema de captacion de proximidad de tipo Eddy se compone del propio sensor,
un cable de extension y un acondicionador de sefial. En la Figura 13.1 se ilustra el
esquema de funcionamiento de un proximetro de inductivo, éste posee una bobina
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electromagnética que se usa para detectar la distancia a un objeto metalico. Este
tipo de sensores ignora objetos no metalicos.

Medida de proximidad

\Campo magnético
\\ Superficie objeto

Figura 13.1: Esquema de un proximetro

13.1.2. Sensor sismico de velocidad

Los sensores sismicos de velocidad se utilizan en equipos con altos niveles de
vibracién. Como se muestra en la Figura 13.2, se componen de un imén permanente
ubicado en el centro de una bobina de hilo de cobre. Cuando el sensor vibra, se
crea un movimiento relativo entre el iman y el bobinado, induciéndose por la ley
de Faraday una tensiéon proporcional a la velocidad del movimiento. Tienen la
ventaja que miden directamente la velocidad, que es proporcional a la severidad
de la vibracién. Sin embargo, las dimensiones del transductor son relativamente
grandes, necesitando grandes bases magnéticas para su sujeciéon. En consecuencia,
el rango de frecuencias es, en cierto modo, restrictivo: 10-1.000 Hz.

___ Conector

Resorte

Bobina

Imén
% L Fluido amortiguador

N

Figura 13.2: Esquema de un sensor de velocidad
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13.1.3. Acelerémetro piezoeléctrico

Este tipo de transductor genera una tensién eléctrica proporcional a la aceleracion
por presién sobre un cristal piezoeléctrico. Un acelerémetro piezoeléctrico puede
captar con precisiéon senales entre 1 Hz y 15.000 Hz. Estos dispositivos son muy
apropiados para tomar datos de vibracién a alta frecuencia, donde aparecen grandes
esfuerzos con desplazamientos relativamente pequenos. También existen sensores de
velocidad piezoeléctricos, los que se construye igual que un acelerémetro, pero con
un amplificador de senal que realiza una integracién logica. Aprovechando asi, las
buenas caracteristicas de respuesta en frecuencia de un acelerémetro, de modo que
genera una salida lineal en un rango de frecuencia mucho mayor que el velocimetro
sismico. Los transductores de tipo ICP o IEPE tiene un acondicionador de senal
interno, el que transforma la carga del cristal en voltaje.

g o)
| ™~ Conector
Médulo ICP
| Masa
=] Cristal
Base

I

Figura 13.3: Esquema de un acelerémetro piezoeléctrico




Capitulo 14

Analisis Espectral

Los transductores de vibraciéon entregan la sefial capturada directamente de
la estructura o maéquina, esta senal contiene informacién importante sobre el
comportamiento de cada componente de la maquina. Sin embargo, existe un
problema a la hora de realizar un diagnostico: estas senales estan cargadas de
mucha informacion, la que comprende las sefiales caracteristicas de cada componente
de la maquina, por lo cual resulta practicamente imposible distinguir a simple vista
sus comportamientos caracteristicos.

Una forma de separar cada componente de la senal es mediante el analisis espectral,
en donde se estudian las senales en el dominio de frecuencias. El matematico francés
Jean Baptiste Fourier (1768 - 1830) encontr6 la forma de representar una senal
compleja en el dominio del tiempo por medio de series de curvas sinusoidales con
valores de amplitud y frecuencia especificos. Entonces lo que hace un analizador de
espectros que trabaja con la transformada rédpida de Fourier es capturar una senal,
calcular todas las series de senales sinusoidales que contiene la senal compleja y
por ultimo mostrarlas de forma individual en una grafica de espectro.

En la Figura 14.1 puede verse una senial de vibracién compleja. A dicha sefal se le
calculan las senales sinusoidales que la componen y por tltimo se muestra cada
una de ellas en el dominio de la frecuencia.
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zzzzz

~~~~~~~~~ \_Espectro de vibracién

Frecuencia

WL

Figura 14.1: Espectro de una senial de vibracién compleja

14.1. La Transformada de Fourier

Para cualquier sefial periddica g(t) de periodo T tal que:

g9(t) = g(t+T)

se puede mostrar que:

+oo
g(t) == + Z ay, cos(kwot) + Y _ ax sin(kwot)
k=1 k=1

donde wy es la frecuencia angular fundamental en rad/s = 2%

Los coeficientes para los cosenos y senos se obtienen al correlacionarlos con la
funcién g(t):

T/2

ap = —/ ) cos(kwot)dt
T/2
T/2

b, = —/ ) sin(kwot)dt
T/2
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Definiendo Af=1/T (wo=27Af).

—+o0

g(t) = Z GkAf)ed2mhATt

k=—o00

Los coeficientes de fourier viene dados por:

1 +T/2 )

G(kAf) = — / g(t)e I2mkATL gt
T ) 12

t: tiempo, k: entero que cuenta los pasos en frecuencia, A f: espaciado de frecuencias:

Af =1/T, T: periodo de tiempo: T = 1/Af.

El set de valores G(kAf) se denomina espectro de la funcién g(t). En general el
espectro posee valores complejos.

Al utilizar computadores digitales, es necesario adquirir la sefial continua en
intervalos de tiempo. Esto significa que la sefial continua es representada por
una senal discreta con valores a tiempos equidistantes. Considerando esto la
transformada de Fourier queda como:

1 +fs/2 S At
ont) = 7 [ ., Gnerminsiag (14.1)
+oo
G(f) = _ g(nAt)e72minat (14.2)

COI1:

= n: entero contando el numero de pasos de tiempo
= At: intervalo de muestreo: At =1/f;

= fs: frecuencia de muestreo: fs = 1/At

En condiciones reales de medicion experimental es imposible medir la sefial temporal
hasta un tiempo infinito. Una parte de la sefial debe ser seleccionada. Se asume que
la senial capturada se repite con un periodo T, entregando una funcién peridédica.
Combinando la hipdtesis de periodicidad con un muestreo temporal de la senal, se
obtiene la definicién de la transformada discreta de Fourier:

Ny—1
g(nAt) :fi > G(kAf)er2 /N (14.3)
% k=0
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Ng—1
1 - .
G(kAf) = + > g(nAt)em2mmk/Ne (14.4)
S n=0

con: Ny : nimero de datos: T'= N;At y fo = N,Af

La evaluacién directa de la transformada discreta de Fourier requiere N2 operaciones.
Con la transformada répida de Fourier (FFT) se reduce el niimero de operaciones a
N logy Ng. La transformada rapida de Fourier es el nicleo de todos los procesadores
de sefial modernos.

Consideremos como ejemplo una senal sinusoidal, con periodo T=0.02s y amplitud
A=1:

z(t) = sen(2750t) (14.5)
La senal es muestreada a una frecuencia de 10kHz y se considera el periodo de

tiempo 0-0.2s. En la Figura 14.2 se ilustra el resultado de la transformada rapida
de Fourier de la senal.

1 15
0.5
1 L
° °
2 2
S 0 =
3 £
< <
0.5¢
-0.5
-1 . . . 0
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0 20 40 60 80 100
Tiempo (s) Frecuencia (Hz)

Figura 14.2: Espectro de una sefal periddica

14.1.1. Algunos parametros importantes
Aqui se resumen algunos de los pardmetros mencionados en los parrafos anteriores:

= T : Periodo de tiempo en donde se adquieren Ny muestras equiespaciadas
de la senal a ser analizada. En la mayoria de los analizadores de Fourier
N estd restringidos a potencias de 2 (por ejemplo, 1024). Relaciones: T =
N;At =1/Af
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= f,: Frecuencia de muestreo, frecuencia a la cual se adquieren y digitalizan
los datos. Relaciones: f; = 1/At = N;Af

= At : Intervalo de muestreo: intervalo de tiempo al cual la sefial es muestreada.
Relaciones: At =T/N, =1/ f,

= Af : Espaciado de frecuencias en el espectro. Relaciones: Af =1/T = f;/Ns.
En consecuencia, mediciones con un espaciado de frecuencias pequetio (i.e.
una resolucién en frecuencias alta) conllevan tiempos de medicién mayores.

® frae @ Frecuencia méxima: frecuencia mayor contenida o permitida en la
senial temporal. Segun el teorema de Shannon: f,a. < fs/2

= N, : Niumero de muestras en el periodo de tiempo T: Ny = T/At = fs/Af

14.2. Errores

Durante el proceso de andlisis digital de una senal pueden ocurrir muchos errores.
Errores tipicos son sobrecargas, ruido digital, errores de cuantificacién, limitaciones
del rango dindmico. Sin embargo, los dos errores principales son aliasing y leakage.

14.2.1. Aliasing

El aliasing se produce debido al hecho que la senal temporal debe ser muestreada.
Componentes de alta frecuencia en la senal pueden causar errores de amplitud y
frecuencia en el espectro. Si la mayor frecuencia contenida en una sefial no cumple
con el teorema de Shannon: fi,q. < fs/2, entonces las frecuencias por sobre f;/2
van a aparecer como frecuencias menores a fs/2. La Figura 14.3 muestra un ejemplo
de Aliasing, se muestran tres senos con frecuencias de 1, 4 y 6 Hz muestreados a 5
Hz, a la frecuencia de muestreo los tres senos son idénticos.

Aliasing se puede evitar removiendo todos los componentes con frecuencias mayores
a fs/2. Esto se puede lograr con una senal de excitaciéon apropiada, aunque se
logra generalmente utilizando un filtro pasa bajas. Dado que no existen filtros que
remuevan todas las frecuencias altas a cero sin influenciar en las bajas, los filtros
se fijan normalmente a un 40 % de f,.
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Amplitud

0 0.2 0.6 0.8 1
Tiempo (s)

Figura 14.3: Aliasing: Seno a 1, 4 y 6 Hz, muestreados a 5 Hz (circulos)

14.2.2. Leakage

El Leakage se origina debido a que los datos deben ser adquiridos en un periodo
de observacién finito T'. La transformada discreta de Fourier asume entonces que
la sefial es periddica con periodo T. Si esta condiciéon no se cumple, se produce un
error de “leakage”. La Figura 14.4 ilustra el espectro obtenido de una senal tipo
coseno, cuando la funcién es periddica en T y cuando no lo es. En el segundo caso,
el espectro discreto no coincide con el real. El error en la hipétesis de periodicidad
produce errores importantes de amplitud y frecuencia.

La tnica solucién al problema de leakage, es asegurarse que la sefial es peridédica o
se observa completamente en el periodo de adquisicion, lo que en general, es muy
dificil de lograr. En sistemas perfectamente lineales, se puede lograr al excitarlos
con una senal periédica en el intervalo de tiempo considerado. Aumentar el tiempo
de adquisicién, i.e. aumentar la resolucién en frecuencias, ayuda a mejorar la
periodicidad de la sefial. El uso de ventanas de tiempo también ofrecen una solucién
parcial al problema de leakage.
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Capitulo 15

Niveles aceptables de vibracion

Para disenar un componente en términos de su respuesta vibracional, se debe
establecer claramente cual es la respuesta deseada. Se debe definir con claridad
antes del diseno, si el criterio se establece en términos de desplazamiento, velocidad
o aceleracion y exactamente como se deben medir estos. Estas opciones dependen
mayormente de la aplicacion especifica. Por ejemplo, en la practica es generalmente
aceptado que la mejor indicacién para posible dano estructural es la amplitud de
la velocidad de la estructura, mientras que la aceleracién es la mas perceptible por
los humanos. En la tabla 15.1 se muestran algunos rangos usuales de frecuencias y
desplazamientos para vibraciones.

Frecuencia Amplitud del desplazamiento

(Hz) (mm)
Vibracién atémica 1012 1078-1076
Limite de percepciéon humana 1-8 102
Vibracién de maquinaria y edificios 10 — 100 1072 -1
Vaivén de edificios altos 0,1-5 10 — 1000

Tabla 15.1: Rangos de frecuencia y desplazamiento para vibraciones

Se han propuesto diferentes métodos para medir y describir niveles aceptables de
vibracién. La ISO (International Organization for Standardization, www.iso.org)
entrega un estandar de niveles de vibraciones aceptables. Estos estandar estan
dados en términos del valor rms (root mean square) de la senal. El valor rms
corresponde a la raiz cuadrada del promedio temporal de la senal al cuadrado. Para

04
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el desplazamiento z(t), el valor rms estd dado por la siguiente ecuacién,
LT 1/2
Tpms = | lim — / z2(t)dt (15.1)
T Jo

T—o0

Una forma conveniente de describir los niveles de vibracién aceptable es a través
de graficos como el de la Figura 15.1. Este gréafico es una representacion de la
relacion entre desplazamiento, velocidad, aceleracién y frecuencia para un sistema
de un grado de libertad sin amortiguamiento. Se debe tener en consideracién que
ha medida que avanza la tecnologia los niveles aceptables de vibraciones cambian.
Por lo tanto, los datos entregados en la Figura 15.1 se deben considerar sélo como
indicaciones aproximadas.
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Figura 15.1: Nomograma con niveles de vibracién permisible (RMS) para dafio
estructural, percepciéon humana y vibracién de maquinaria.

Este grafico asume vibraciones sinusoidales, es decir,

z(t) = Asenwyt, v(t) = Aw,, coswyt, a(t) = —Aw? senw,t
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De donde se obtiene que los valores rms del desplazamiento, velocidad y aceleracién,
viene dados por,

A Aw,, Aw?

n

Lrms = ﬁa Urms = W, Qrms = W

15.1. Efecto de las vibraciones en el cuerpo humano

Cuando una superficie vibrante entra en contacto con el cuerpo humano o alguna de
sus partes (cabeza, espalda, nalgas, extremidades, manos) se produce una agresiéon
mecanica cuyos efectos pueden ser la incomodidad, la reduccién de la eficiencia
o inclusive lesiones o estados patolégicos. Estos efectos se deben en general a
la apariciéon de fuerzas oscilantes que son contrarrestadas fisicamente por tres
mecanismos:

1. La tensién muscular
2. La compresién de los tejidos

3. La aceleracién de las masas de tejidos

La tension muscular de origen vibratorio causa fatiga y resta precision a los
movimientos. La compresiéon de tejidos puede producir trastornos circulatorios
locales e inclusive la ruptura de vasos sanguineos capilares que pueden afectar
el suministro de oxigeno a diversos 6rganos. Ello se observa, por ejemplo, en
vibraciones del cuello y de las manos. En el caso del cuello puede comprometerse la
afluencia de sangre, provocando sensaciones de vértigo. En el caso de las manos da
origen al sindrome de Raynaud o dedos frios. Por ultimo, la aceleracién de partes del
cuerpo produce movimientos relativos que en general recaen en las articulaciones
o en las vértebras. El efecto de las vibraciones en el cuerpo humano estd dado
principalmente por la frecuencia y magnitud de éstas. Por ejemplo, se tienen los
siguientes efectos en el cuerpo humano segin la frecuencia de la vibracion:

= Las oscilaciones de frecuencia menor a 0.5Hz producen malestar semejante al
mareo en un barco

= Las frecuencias de 5-6 Hz causan fatiga general, debido a la resonancia de los
musculos

= La cabeza y el cuello son muy sensibles a vibraciones que varian entre los 18
y 20 Hz

= Las zonas viscerales se muestran especialmente sensibles a frecuencias entre

5y 7Hz
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= Frecuencias del orden de 20 Hz son perjudiciales para las vértebras cervicales

= Las vibraciones aceptables estan restringidas a frecuencias comprendidas
entre 1 y 2 Hz.

Existen varias normas internacionales que ofrecen criterios para la exposicion del
ser humano a las vibraciones. En relaciéon con las vibraciones de cuerpo entero,
transmitidas a través de los pies, las nalgas o la espalda segtin la postura, se tiene
la Norma Internacional ISO 2631, la que es publicada en cinco partes. La parte
1 trata las especificaciones generales y los criterios para vibraciones de 1 Hz a
80 Hz del cuerpo entero. La parte 2 se refiere a la aplicacion especifica al caso
de las vibraciones en edificios en igual rango de frecuencia. La parte 3 trata las
vibraciones de muy baja frecuencia, 0.1 Hz a 0.63 Hz, que tienen lugar en vehiculos
tales como buques o aviones. La parte 4 trata sobre los efectos de las vibraciones y
movimiento rotacional en pasajeros de sistemas de transporte con rieles fijos, y la
parte 5 trata sobre los efectos de las vibraciones que contienen multiples impactos.

La norma ISO 5349, considera las vibraciones transmitidas a través de las manos y
brazos.

En términos generales los criterios cubren tres tipos de situaciones: la comodidad, la
eficiencia laboral y la seguridad y la salud. Estos criterios se basan en tres clases de
limites: el limite del confort reducido, a partir del cual se compromete el bienestar
fisico o psiquico del individuo, el limite de la capacidad reducida por la fatiga, més
alla del cual se ve afectada la eficiencia en las tareas, y el limite de exposicién,
luego del cual comienza a haber riesgo para la salud.

15.2. Severidad vibracion en maquinaria

Las normas de severidad de vibraciones de maquinaria se basan en dos pardametros de
vibracién: amplitud y frecuencia. Las dos normas maés relevantes sobre la severidad
de vibraciones de méaquinas de la Organizacién Internacional de Normalizaciéon
(International Standard Organization), son las normas ISO 2372 e ISO 10816.

La norma ISO 2372 “Vibracién mecanica en equipos rotativos” es aplicable a equipos
rotativos cuyo rango de velocidades esta entre 600 y 12.000 RPM. Los datos que se
requieren para su aplicacion son el nivel global de vibracién en velocidad RMS, en
un rango de frecuencia entre 10 y 1.000 Hz, distinguiendo varias clases de equipos
rotativos segun la Tabla 15.2.
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Clase Descripcién

Clase I Equipos pequenios hasta 15 kW

Clase I Equipos medios, de 15 a 75 kW o hasta 300
kW con cimentacién especial

Clase III  Equipos grandes, por encima de 75 kW
con cimentacion rigida o de 300 kW con
cimentacion especial

Clase IV Turbomaquinaria (equipos con RPM >
velocidad critica)

Tabla 15.2: Clasificacién de equipos en ISO 2372

Velocidad Tipo de maquina
RMS (mm/s) Clase | Clase Il Clase 1l
0.18 2 0.28
0.28 2 0.45
0.45a0.71
0.71a1.12
1.12a1.8
1.8a2.8
2.8a45
45a71
7.1a11.2
11.2a18
18228

Clase IV

“ Buena Insatisfactoria
Satisfactoria n Inaceptable

Figura 15.2: Severidad de la vibracién segin la norma ISO 2372

La norma ISO 10816 “Vibraciéon mecanica. Evaluacién de la vibraciéon en una
maquina mediante medidas en partes no rotativas”, establece las condiciones y
procedimientos generales para la medicién y evaluacion de la vibracion, utilizando
mediciones realizadas sobre partes no rotativas de las maquinas. Este estandar
consta de cinco partes:

= Parte 1: Indicaciones generales.
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= Parte 2: Turbinas de vapor y generadores que superen los 50 MW con
velocidades tipicas de trabajo de 1500, 1800, 3000 y 3600 RPM.

= Parte 3: Maquinaria industrial con potencia nominal por encima de 15 kW y
velocidades entre 120 y 15000 RPM.

= Parte 4: Conjuntos movidos por turbinas de gas excluyendo las empleadas en
aerondautica.

= Parte 5: Conjuntos de maquinas en plantas de hidrogeneraciéon y bombeo
(tinicamente disponible en inglés).

La severidad de la vibracién se clasifica conforme a los siguientes parametros:

Tipo de maquina, potencia o altura de eje. Se clasifican las maquinas en los
siguientes cinco grupos:

= Grupo 1: Maquinas rotatorias grandes con potencia superior 300 kW.
MaAquinas eléctricas con altura de eje H >= 315 mm.

= Grupo 2: Méquinas rotatorias medianas con potencia entre 15 y 300 kW.
Maéquinas eléctricas con altura de eje 160 =< H =< 315 mm.

= Grupo 3: Bombas con impulsor de multiples dlabes y con motor separado
(flujo centrifugo, axial o mixto) con potencia superior a 15 kW.

= Grupo 4: Bombas con impulsor de multiples dlabes y con motor integrado
(flujo centrifugo, axial o mixto) con potencia superior a 15 kW.

La altura del eje H de una maquina esté definida como la distancia medida
entre la linea de centro del eje y el plano basal de la maquina misma. La altura
del eje H de una maquina sin patas o de una maquina con pies levantados
o cualquier maquina vertical, se debe tomar como la altura de eje H de
una maquina horizontal en el mismo marco basico. Cuando el soporte es
desconocido, se puede utilizar la mitad del didmetro de maquina.

Flexibilidad del soporte: Si la primera frecuencia natural del sistema maquina-
soporte en la direccién de la medicidon es mayor que su frecuencia principal
de excitacién (en la mayoria de los casos es la frecuencia de rotacién) en
al menos un 25 %, entonces el sistema soporte puede ser considerado rigido
en esa direccién. En algunos casos el sistema méaquina-soporte puede ser
considerado rigido en una direcciéon de medicion y flexible en la otra direccién.
Por ejemplo, la primera frecuencia natural en la direccién vertical puede
estar sobre la frecuencia principal de excitacién mientras que la frecuencia
natural horizontal puede ser considerablemente menor. Tales sistemas serian
rigidos en el plano vertical y flexibles en el plano horizontal. En estos casos,
la vibracién debe ser evaluada de acuerdo a la clasificacién del soporte que
corresponda en la direccién de la medicién.
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En la Figura 15.3 se ilustra una tabla para evaluar la severidad de la vibraciéon
segun la norma ISO 10813.

Velocidad Grupo

RMS Grupo 4 Grupo 3 Grupo 2 Grupo 1
(mm/s)

Base Rigida Flexible  Rigida Flexible Rigida Flexible Rigida Flexible

- L La mdquina no puede operar un
Mdquina nueva o reacondicionada )
tiempo prolongado

La maquina puede operar . o, i .
. _ La vibracién esta provocando dafios
indefinidamente

Figura 15.3: Severidad de la vibracién segin la norma ISO 10813



Capitulo 16

Aislamiento de las vibraciones

La forma mas efectiva de reducir vibraciones no deseadas es detener o modificar la
causa de las vibraciones. Si esto no se puede realizar, es a veces posible disefiar un
sistema aislador de vibraciones para aislar la causa de la vibraciones del sistema o
componente de interés. Esto se puede realizar mediante el uso de materiales con
alto amortiguamiento, como la goma, para cambiar la rigidez y amortiguacion
entre la causa de las vibraciones y el componente que necesita ser protegido de las
vibraciones.

La herramienta utilizada para disenar aislador de vibracién es el concepto de
transmisibilidad de desplazamiento y fuerza introducido en el capitulo 3. Estos
conceptos se resumen en la Figura 16.1.

En el capitulo 3 se estudié el caso en que el origen de las vibraciones viene de la
base. Existe un segundo caso, donde las vibraciones provienen de un componente
montado sobre una base fija (por ejemplo, desbalance rotatorio). En este caso, se
quiere aislar la transmisién de vibraciones del componente a la base.

Consideremos el sistema de la Figura 16.1 (derecha). La fuerza transmitida a la
base a través del resorte y amortiguador viene dada por,

Fr(t) = ka(t) + ci(t) (16.1)

La solucién para el caso de una fuerza de excitacion arménica de la forma Fg cos wt
fue calculada es el capitulo 2.2 y viene dada por,

z(t) = Ae™“ntsen(wqt + ¢) + X cos(wt — 6)

En el caso estacionario (i.e., después que ha pasado un tiempo) el primer término
decae a cero y la respuesta se puede modelar como,

z(t) = X cos(wt — ) (16.2)

101
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El modelo de la base moévil de la izquierda se utiliza en el diseno de
aislamiento para proteger al dispositivo del movimiento de la base. El
modelo de la derecha se utiliza para proteger el punto de fijaciéon (base) de
la vibracién de la masa.

Transmisibilidad de desplazamientos Transmisibilidad de fuerzas
l F(t)=F, sin(wt)
l X(t)=X sin(®,t-0) m

Causa de las
vibraciones l x(t)

Dispositivo

<= N Aislador de vibraciones

Aislador de vibraciones

.-—"’l y(t)=Y sin(mt) ,’/

Base movil (causa de las vibraciones)

Base fija
Causa de las vibraciones Causa de las vibraciones montada
modelada como un movimiento sobre el aislador

de la base
Aqui F(t) = Fysen(wt) es la fuerza de
Aqui y(t) = Y sen(wt) es el movimiento excitacién y,
de la base, la ecuacion 3.10, 12
2
2 1/2 Fr _ 1+ (2¢r)
X _ {1 + (2¢r) )2} Fo | (=22 + (20r)?

Y (1 =722+ (2«r

define la transmisibilidad de desplaza-
mientos y es grafica en la Figura 3.2
(r = w/wn). La transmisibilidad de
fuerzas viene dada por la ecuacién 3.16,
y esta ilustrada en la Figura 3.3

Fr 1+ (2¢r)? 2
v T |22+ (2002

define la transmisibilidad de fuerzas
para el aislamiento de las vibraciones,
como se deriva en el capitulo 16.

Figura 16.1: Resumen de formulas para transmisibilidad de desplazamientos y
fuerzas

Diferenciando con respecto al tiempo,

z(t) = —wX sen(wt — ) (16.3)
Substituyendo 16.2 y 16.3 en la ecuacién 16.1, se tiene,

Fr(t) = kX cos(wt—0)— cwX sen(wt —0) (16.4)

= kX cos(wt —0) + cwX cos(wt — 0 + 7/2) (16.5)
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La magnitud de Fp(t), denotada por Fp, se puede calcular a partir de la ecuacién
16.5 si se nota que ambos cosenos estan desfasados por 90°, y por lo tanto, se
pueden pensar como dos vectores perpendiculares. Esto lleva a que la magnitud
Fr, se puede calcular como,

Fr=/(kX)? + (wX)? = X\V/k2 + 2w? (16.6)

De acuerdo a la ecuacion 2.36, el valor de X viene dado por,

¥ — fo _ Fo/k

VWi —w?)? + (2Qwaw)? /(1= 12)2 + (2r)?

donde r = w/w,,. Substituyendo el valor de X en la ecuacién 16.6,

= Fo/k ccw
Fr = T #2)2“20‘)2\/1@2 + 2w? (16.7)

_ g ML/ (16.8)
V=T @i
1+ (20r)2

VIR + @y

Fy

(16.9)

donde ?w?/k? = (2mw,()*w?/k? = (2¢r)2. La razén de transmisibilidad, denotada
T.R., se define como la razén entre la magnitud de la fuerza transmitida y la
magnitud de la fuerza aplicada,

_ Pr 1+ (2¢r)?
TR = = \/(1 R G (16.10)

Si se compara ésta transmisibilidad de fuerzas con la transmisibilidad de
desplazamientos dada en la Figura 16.1, se ve que ambas son idénticas. Sin embargo,
es importante notar, que a pesar de tener el mismo valor, vienen de problemas de
aislamiento distintos y, por lo tanto, describen fenémenos diferentes.

En la Figura 16.2 se gréfica la razén de transmisibilidad para distintos valores de la
razén de amortiguamiento ¢ y razén de frecuencias r. Mientras mayor es el valor de
T.R., mayor es el desplazamiento de la masa. Estas curvas son ttiles en el disefio
de aisladores de vibracién. En particular, en el proceso de disefio consiste en elegir
¢ y r, entre los aisladores disponibles de manera que T.R. sea pequeno.

Se puede ver de la Figura 16.2 que el aislamiento ocurre sélo cuando r es mayor a
V/2. Para r menores a /2 la vibracién se ve amplificada. El valor de la razén de
amortiguamiento nos entrega cuanto se puede reducir T.R. para un r dado. Cercano
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a la resonancia, el T.R. esta completamente determinado por el valor de . En la
zona de aislamiento, mientras menor sea ¢ menor es T.R. y mejor es el aislamiento.
Se debe notar también que en la zona de aislamiento, mientras mayor es r menor
es T.R., es equivale a aumentar la masa o reducir la rigidez del aislamiento.

10 T T T T T T T
| —¢=0.01 =-=-¢=0.1 === (=05 (=10
8 [ -
. 6 [
o
|_
4+
2 L
0 1
0 0.2
r
N Zona de amplificacion "1” Zona de aislamiento

Aumento de la zona de aislamiento

Figura 16.2: Grafico de la razén de transmisibilidad

Casos usuales en donde la masa es la causa de la vibraciéon son equipos rotatorios
como motores eléctricos, turbinas de vapor, motores de combustién interna,
generadores, maquinas de lavar .En estos casos, se debe elegir un aislamiento
que cumpla que 7 > /2. Si con esto no se llegan a resultados aceptables, se puede
anadir masa al equipo (r = w/y/k/m) o disminuir la rigidez del aislamiento.

Mientras se aumenta el amortiguamiento para un r fijo, el valor de T.R. aumenta,
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por lo que se recomiendan valores de amortiguamiento pequeno. Sin embargo, algo de
amortiguamiento es necesario, dado que cuando el equipo parte, causa una excitacion
armoénica en un rango de frecuencias y generalmente pasa por la resonancia (r = 1).
Como se muestra en la Figura 16.2, la presencia de amortiguamiento en critica
para reducir la transmisibilidad en la resonancia. La presencia de amortiguamiento
también es muy importante en el estudio de la respuesta transiente. Se vio en el
capitulo 6 que en la parte transiente el sobresalto y el tiempo de establecimiento,
tp, dependen fuertemente del amortiguamiento. A mayor amortiguamiento menor
es el sobresalto y menor es t,,.

Para los casos de la razones de frecuencias suficientemente grandes (cerca a r > 3) y
amortiguacién suficientemente pequena (¢ < 0,2) el valor de T.R. no se ve afectado
por el amortiguamiento. Dado que la mayoria de los resortes tienen factores de
amortiguamiento pequefios (menores a 0,01), el termino (2¢7)? es muy pequeiio
(por ejemplo, r = 3, (2¢r)? = 0,0036). En consecuencia, es usual en el disefio de
aisladores de vibracién despreciar el término (2¢r)? en la ecuacién 16.10. En este
caso, T.R. viene se puede aproximar por,
T.R L 16.11

S ) (r>3) (16.11)
La frecuencia de excitacién de un equipo usualmente se entrega en su velocidad de
rotacién en revoluciones por minuto (rpm). Si n es la velocidad en rpm, entonces,

2

= — 16.12
w c0 (16.12)

Adicionalmente, los resortes son usualmente clasificados en términos de su defleccién
estética definida por A = W/k = mg/k, donde m es la masa del equipo y g es la
aceleracion de gravedad. Se ha vuelto muy comin diseniar los aisladores de vibracién
en términos de la velocidad de rotaciéon n y la defleccién estatica A. Se utiliza
también una tercera cantidad, R, definida como la reduccién en transmisibilidad,

R=1-T.R. (16.13)
la que es usualmente usada para cuantificar la efectividad del aislador de vibraciones.
Substituyendo el valor de T.R. en la ecuacién 16.13 y despejando r, se obtiene:

w 2—R

= = 16.14
Vk/m 1-R ( )
substituyendo w y reemplazando k = mg/A,
30 2—R
no30 [9C=F) (16.15)
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esta ultima ecuacién relaciona la velocidad del motor con el factor de reduccién
y con la defleccion estatica. Se utiliza para construir curvas de disefio para el
aislamiento de vibraciones.

Como ejemplo de utilizacion de éstas curvas, consideremos un equipo que opera a
5000rpm y tiene una masa de 3kg. Se quiere calcular la rigidez del aislamiento para
asegurar una reduccion del 95 % de las vibraciones. De la Figura 16.3, 5000rpm y
95 % de reduccién equivale a una defleccién de 0.75mm. Lo que significa un resorte
de rigidez:

mg 3x9,8

k=X = 075 x 1073 — 39200N/m (16.16)
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Figura 16.3: Curvas de diseno para el aislamiento de vibraciones



Capitulo 17

Absorbedor de vibraciones

Otra opcién para proteger a un componente de vibraciones arménicas a una
frecuencia constante es un absorbedor dindmico de vibraciones. A diferencia del
aislador de la seccién anterior, un absorbedor dindmico consiste en un segundo
sistema masa-resorte que se anade al componente principal para evitar que vibre.
El efecto mayor de afiadir un segundo sistema masa-resorte es cambiar el sistema
de un grado de libertad a un sistema de dos grados de libertad. El nuevo sistema
tiene dos frecuencias naturales. El sistema masa-resorte afadido se denomina
absorbedor. Los pardmetros del absorbedor (masa y rigidez) se eligen de manera
que el movimiento del componente original este en un minimo. Esto se acompaina
con un movimiento sustancial del sistema absorbedor.

Los absorbedores son usualmente utilizados en maquinas que funcionan a una
velocidad constante, tales como lijadoras, compresores, cortadoras eléctricas, etc.
En la Figura 17.1 se ilustra un absorbedor simple anadido a un sistema masa-resorte.
La ecuacién de movimiento de este sistema es:

m 0 T k+k, —kq x | | Fpsenwt
RN 1 A Rl | ol o B
donde z es el desplazamiento de la masa principal de masa m y rigidez k, z,
es el desplazamiento del absorbedor de masa m, y rigidez k, y F(t) = Fpsenwt
es la excitacién armonica aplicada sobre la masa principal. Se desea disenar el

absorbedor de manera que el desplazamiento de la masa principal sea el menor
posible para el caso estacionario.
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F(t)=F, sin(ot)

1x

|
m
kaé
k/2
m

a

f k/2

244

Figura 17.1: Sistema masa-resorte con un absorbedor dindmico de vibraciones

A diferencia de la técnica de analisis modal utilizada anteriormente, aqui se quiere
determinar la solucién en términos de los pardmetros del sistema (m, k, m, y kq).
Para esto, definamos la solucién estacionaria de la forma:

z(t) = Xsenwt (17.2)

zo(t) = Xgsenwt (17.3)

Substituyendo éstas soluciones estacionarias en la ecuacién 17.1,

k+ kg — mw? —kg X | Fo
[ “ka ko — maw? ] [ X, ]senwt— [ 0 }senwt (17.4)

Dividiendo por senwt e invirtiendo la matriz de coeficientes, se obtiene:

X B 1 ko, — maw? kg Fy
Xo| (b + ke —mw?) (ke — mew?) — k2 kq k+ ko — mw? 0
1 (ko — maw?)Fy
= 17.5
(k + ko — mw?)(kq — maw?) — k2 [ ko Fo (17.5)

Recordar que la inversa de una matriz A de 2 x 2 viene dada por,

Tab L1 [d b
A{c d]’ A ad—bc{—c a]
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De la ecuaciéon 17.5 se puede despejar X v X,

(ko — maqw?)Fy
X = 17.
(k + kg — mw?) (kg — maw?) — k2 (17.6)

ko Fy
X, = 17.
¢ (k4 kq — mw?)(kq — mqw?) — k2 (17.7)

Notar de la ecuacién 17.6 que los coeficientes del absorbedor se pueden elegir de
forma que la magnitud de la vibracién estacionaria de la masa principal, X, sea
exactamente cero. Esto se cumple si,

w? = la (17.8)

Por lo tanto, si se eligen k, y m, de manera de satisfacer la ecuacion 17.8, la
respuesta estacionaria de la masa principal es cero. En este caso, la respuesta
estacionaria del absorbedor viene dada por (k, = m,w?),

F
Xg = —k—o sen wt (17.9)

el absorbedor oscila con una amplitud igual a X, = Fy/k,

Notar que la magnitud de la fuerza actuando sobre el absorbedor es k,z, =
ko(—Fo/kq) = —Fp. Por lo tanto, cuando el absorbedor es sintonizado a la frecuencia
de excitacién y ha llegado a un estado estacionario, la fuerza provista por el
absorbedor es igual en magnitud y de direccién contraria a la fuerza de excitacion.
Entregando una fuerza neta igual a cero sobre la masa principal, la que no se
mueve. Notar que mientras que la fuerza aplicada sobre el sistema es absorbida
completamente por el movimiento del absorbedor, el sistema no esta experimentando
una resonancia puesto que \/k,/m, no es una frecuencia natural del sistema de
dos grados de libertad.

La efectividad de un absorbedor de vibraciones, depende de varios factores. Primero,
la excitaciéon armoénica debe ser conocida y no desviarse mucho de su valor constante.
Si la frecuencia de excitacion varia mucho, el absorbedor yo no estara sintonizado
y la masa principal va a experimentar alguna oscilacion. Existe también el peligro
que la frecuencia de excitacién varie y tome el valor de alguna de las dos frecuencias
naturales del sistema. En el altimo caso el sistema entraria en resonancia y
potencialmente fallaria. Otro factor importante en el diseno es que el resorte
de rigidez k, debe ser capaz de soportar la fuerza completa de la excitacién, por lo
tanto debe ser capaz de realizar las deflecciones correspondientes. El problema del
tamano del resorte y defleccion, también como la masa del absorbedor entrega una
restriccién geométrica en el diseno de un sistema absorbedor de vibraciones.
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El problema de evitar resonancias en el disefio de absorbedores en caso que la

frecuencia de excitacion se desvie, se puede cuantificar examinando la razén de

masas p, definida como la razon entre la masa del absorbedor y la masa principal:
Mg

=2 17.1
p=— (17.10)

Adicionalmente, conviene definir las frecuencias,

| k

wp = — Frecuencia natural del sistema primario sin el absorbedor
m
ka
Mg

Frecuencia natural del absorbedor sin sistema principal

Con éstas definiciones, se puede notar que,

kq w? 9
e 17.11
k ng P ( )

donde ff = wq/wp es la razén de frecuencias. Substituyendo los valores de p, wy, y
wg €en la ecuacion 17.6:
Xk 1 — (w/wa)?

?o - 14+ pB2 — B2(w/we)?] [1 — (w/wa)?] — B2 (17.12)

En la Figura 17.2 se grafica el valor absoluto de ésta expresién para el caso pu = 0,25
y 8 = 1. Este gréfico ilustra cuanta variacién en la frecuencia de excitacién se
puede tolerar en el diseno del absorbedor. Notar que si la frecuencia varia a
0,781w, o 1,28w, el sistema combinado entra en resonancia y falla. De hecho, si la
frecuencia de excitacién varia de manera que | Xk/Fy| > 1, la fuerza transmitida
al sistema principal es mayor a la fuerza original y el absorbedor deja de ser
una mejora. El drea sombreada en la Figura 17.2 indica los valores de w/w, de
manera que |Xk/Fy| < 1. En este caso, el rango operativo del absorbedor de
vibraciones es 0,908w, < w < 1,118w,. En este rango el absorbedor va a entregar
algo de protecciéon en el sistema principal al reducir la magnitud de sus vibraciones
estacionarias.

El diseno de un absorbedor se puede estudiar mas a fondo examinando el efecto
de p y B. Estas dos cantidades adimensionales, indirectamente especifican la masa
y rigidez del absorbedor. La ecuacién caracteristica para sistemas de dos grados
de libertad se obtiene al definir el determinante de la matriz de coeficientes en la
ecuacion 17.4 igual a cero. Los valores de w que satisfacen la ecuacion caracteristica,
corresponden a las frecuencias naturales del sistema. La ecuacidon caracteristica
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equivale, entonces, a igualar el denominador de la ecuacién 17.12 y reemplazar w
por w,. Reordenando se obtiene:

> ((wh ’ 2 wy
B <w3> —[1+5(1+M)];§+1:0 (17.13)
La solucién de esta ecuacién viene dada por,

Wn 2—1+52(1+”)ii
we ) 232 232

VB 1+ )2 = 2821 — p) + 1 (17.14)

La que ilustra como varian las frecuencias naturales del sistema en funcién de p
y . Estan soluciones se grafican en la Figura 17.3 para el caso § = 1. Notar que
a medida que p aumenta, las frecuencias naturales se separan y le alejan de la
condicién de operaciéon w = w, del absorbedor. Por lo tanto, si 1 es pequeno, el
sistema no va a tolerar mucha variacién de la frecuencia de excitacién antes de
fallar. Como regla general, se eligen valores de u entre 0,05 y 0,25. Los absorbedores
de vibracién también pueden fallar por fatiga, en general, en el disefio se definen
también limites para la amplitud de vibraciéon del absorbedor X,,.

1=0.25, p=1

25r 1

N
T
I

Magnitud normalizada |Xk/F0|
—_ a

0.5r 4

0 Il Il
0 0.5 0.781 1 1281 1.5 2
Frecuencia normalizada (m/wa)

Figura 17.2: Magnitud normalizada de la masa principal versus la frecuencia de
excitaciéon normalizada para el caso p=0,25y =1
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0.6

0.5F b

0.4 b

0.31 b

0.2 b

0.1+ 4

W, 1 w,

Frecuencia natural normalizada (mn/wa)

Figura 17.3: Grafico de la razén de masa u versus las frecuencias naturales del
sistema para el caso § =1



Capitulo 18

Absorbedor de vibracion con
amortiguacion

El amortiguamiento esta usualmente presente en distintos componentes y puede
disminuir la capacidad de un absorbedor de vibraciones de lograr que la masa
principal no oscile. A pesar de esto, el amortiguamiento se afiade usualmente en
los absorbedores para prevenir resonancias o para mejorar la banda efectiva de
operacion del absorbedor de vibraciones. También se puede utilizar un amortiguador
solo como un absorbedor de vibraciones, ya que disipa energia. Estos dispositivos
se denominan amortiguadores de vibracion en vez de absorbedores.

Consideremos primero el efecto de anadir amortiguamiento en un absorbedor de
vibraciones estandar. En la Figura 18.1 se ilustra un ejemplo de un absorbedor
de vibraciones con amortiguacion en el sistema principal y en el absorbedor. Las
ecuaciones de movimiento de este sistema son:

A 1 A R v I Y 3 vl S B
(18.1)

Debido al amortiguamiento estas ecuaciones no se pueden desacoplar, sin embargo,
se puede calcular la solucién estacionaria asumiendo una solucién de forma
exponencial. Para ello, definamos la fuerza de excitacién de la forma F(t) = Fye/®!
y asumamos una solucién de la forma,

a

x(t) = Xed“t — [ 2 } ot (18.2)
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F(t)=F, sin(ot)
m LY

kaé c,

X

k/2, c/2 | <1 k/2,¢/2
R m. l ]

S

Figura 18.1: Esquema de un absorbedor de vibraciones con amortiguamiento en el
sistema principal y en el absorbedor

Donde X es la amplitud de vibraciéon de la masa principal y X, la amplitud de
vibracién del absorbedor. Reemplazando 18.2 en la ecuaciéon 18.1,

(k + ko — mw?) + jw(c+ cq) —kq — jweg X pit _ Fy gt
—k, — jweg (ka — maw?) + jweq | | Xa 0

(18.3)

Dividiendo la ecuacién anterior por €j ¢ e invirtiendo la matriz de coeficientes, se
)
obtiene:

(ka - maw2) + jwe, ko + Jweg )
X7 ko + jweq (k+ ke — mw?) + jw(c+ca) | | O (18.4)
Xo| det(K — w2M — jw0) '
El determinante en el denominador de la fraccién viene dado por,
det(K —w?M — jwC) = mmaw* — (cac + ma(k + kq) + kam)w? + k. k

+  J[(kca + cka)w — (ca(m + mg) + cmq)w®][18.5)
Simplificando la ecuacién 18.4 se obtiene:

[(ka - maw2) + jwca] Fy

X
det(K — w?M — jwC)

(18.6)

(ka + jwca) Fo
X, = 18.
“ det(K — w?M — jw(C) (18.7)
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Estas expresiones corresponden a la versién de dos grados de libertad de la funcién
de respuesta en frecuencia vista en 8.15. Es importante notar, que a diferencia
del caso sin amortiguamiento, la respuesta de la masa principal no puede ser zero
aun si la condicién de sintonizacién se satisface. Por lo tanto, la presencia de
amortiguamiento impide la capacidad del absorbedor de anular completamente el
movimiento de la masa principal.

Las ecuaciones 18.6 y 18.7 se pueden estudiar para distintos casos especificos.
Consideremos primero, el caso en que el amortiguamiento del sistema principal es
despreciado (¢ = 0). Si el sistema principal esta hecho de metal, el amortiguamiento
interno es muy pequeno y es razonable despreciarlo. En este caso, el determinante
en la ecuacién 18.5 se reduce a:

det(K —w?M—jwC) = [(k — mw?®)(ky — mqw?) — makqw?®]+j [(k — (m + mg)w?)cqw]

La defleccién méxima de la masa principal viene dada por la ecuaciéon 18.6, con el
determinante definido en la ecuacién anterior. Esto corresponde a la divisién de
dos numeros complejos y, por lo tanto, es un numero complejo representando la
amplitud y fase de la respuesta de la masa principal. Usando algebra de ntimeros
complejos, la amplitud de movimiento de la masa principal se puede escribir como:

_ \/ (ko = maw?)? + w?c2 (18.8)
[(k — mw?)(ka — maw?) — makaw?]® + [(k — (m + ma)w?)cqw]’

Fy

Recuerdo de algebra de numeros complejos

La respuesta dada por la ecuacién 18.6 se puede escribir como la razén
entre dos nimeros complejos:

X _ A+iB
Fy o As + jB2

multiplicando por el conjugado del denominador arriba y abajo:

X  (Ai+jBi)(A2—jB2)  AjAy+ BBy |  BiAy+ A1Bs
Fo (A2 +jB2)(A, - jB2)  AZ-BZ ' A3 B2

lo que indica como X/ Fy se puede escribir como un ntimero complejo de
la forma X/Fy = a + jb. La magnitud de X/F, viene dado por va? + b2,
de donde se obtiene que:

_ A+ BY
-\ A2+ B2

lo que corresponde a la expresion en dada en la ecuacién 18.8

Fy
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Utilizando los mismos pardmetros definidos en el capitulo anterior: u = mg,/m,

Wo = Vka/Ma, wp =\ k/M, 8 = ws/wp, T = w/w,, e introduciendo el “factor de

amortiguamiento mixto” definido por,

¢ =

Ca

(18.9)

2mqwp

La expresién de la ecuacion 18.8 se puede expresar como:

Xk \/ (2C7)2 + (r2 — §2)2 (18.10)

Fooo N 2¢r)2(2 — 14 pwr2)? + [wr2B? — (2 — 1)(r2 — 2))°
la que entrega la amplitud adimensional de la masa principal. La que se encuentra
determinada por cuatro parametros fisicos:
1 es la razon entre la masa del absorbedor y la masa principal
[ es la razén entre las frecuencias naturales desacopladas
r el la razoén entre la frecuencia de excitacion y la frecuencia natural principal
¢ es la razén entre amortiguamiento del absorbedor y 2mqwp,
Estos cuatro parametros se pueden considerar como variables de diseno y se eligen
de manera de obtener el menor valor posible en la respuesta de la masa principal,

X, para una aplicacién en particular. En la Figura 18.2 se ilustra como el valor del
amortiguamiento, reflejado en (, afecta la amplitud de la respuesta para pu = 0,25

yp=1

20 e

£=0.01 === (=0.05 ~=-C=0.1 = £=0.5]

|

[E=Y
a1

Amplitud normalizada |Xk/FO|
H
ul o

O |
0 0.5
Frecuencia normalizada r

Figura 18.2: Amplitud normalizada de la masa principal como funcién de la razén
de frecuencias r, para el caso 4y =025y f =1
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En la Figura 18.2 se observa que el efecto de anadir amortiguamiento es un aumento
del rango de operacién | X k/Fy| < 1. El precio de este aumento en el rango operativo
es que la amplitud no es nunca cero.

Consideremos ahora el caso que el absorbedor sea un amortiguador puro como
en la Figura 18.3. Sistemas se esta forma aparecen en el disenio de reductores de
vibracién para sistemas rotatorios como motores, donde la velocidad de operacion,
y por lo tanto la frecuencia de excitacion, varfa en un rango amplio. En esos casos,
se anade un amortiguador viscoso al final del eje (o componente rotatorio) como
se ilustra en la Figura 18.4. El eje rota con un angulo 6, con rigidez torsional k e
inercia J;. El amortiguador de inercia Js gira con dngulo f3 en un medio viscoso
de amortiguacion c,.

Sistema principal Absorbedor viscoso

Figura 18.3: Sistema amortiguador-masa aniadido al sistema principal para formar
un absorbedor viscoso de vibraciones

Disco interno de inercia J,
Rigidez torsional, k y coordenada rotacional 6,

Aceite viscoso con
amortiguamiento c,

Figura 18.4: Amortiguador viscoso y masa afiadido a un eje rotatorio para absorcién
de vibraciones de amplio espectro

En este caso se tiene que k, = 0, por lo tanto w, = 0y § = wy/wp, = 0.
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Reemplazando en la ecuacién 18.10 y asumiendo que la fuerza Fy es un momento
de magnitud My, se obtiene:

2 2
Xk A+ (18.11)
M, 42 (r2 = 1+ pr?)2 4 (r? — 1)%r2

donde ¢ = cq/(2Jowp), 1 = w/wp ¥y p = J2/Ji. En la Figura 18.5 se ilustra la
amplitud Xk/Mj para distintos niveles de amortiguamiento en funcién de r. Notar
que el mayor amortiguamiento no corresponde a la mayor reduccién de amplitud.

100¢

[N
(=]

Amplitud normalizada |Xk/MO|
|_\

0 0.5

Frecuencia normalizada r

Figura 18.5: Amplitud de la respuesta para un sistema con un amortiguador viscoso,
caso pu = 0,25



Capitulo 19

Adicion de amortiguamiento
viscoelastico

Una manera efectiva y usual de reducir las vibraciones transientes y estacionarias,
es aumentar el amortiguamiento en el sistema de manera que haya una mayor
disipacién de energia.

La adicién de amortiguamiento consiste en anadir una lamina de material
viscoelastico, como goma, en la estructura. El sistema combinado tiene un mayor
nivel de amortiguamiento y por lo tanto puede reducir vibraciones no deseadas.
Este procedimiento se determina usando notacion de rigidez compleja. El concepto
de rigidez compleja se obtiene a partir de la respuesta armonica de un sistema
amortiguado de la forma:

mi + ci + kx = Fyel** (19.1)
Asumiendo una solucién de la forma x(t) = Xe/*t, se obtiene,
(—mw? + juc+ k)X = Fy (19.2)

lo que se puede escribir como,

(—mw? + k(j% +1)X = F (19.3)

o

(—mw? + k)X = F, (19.4)

donde k* = k(1 + j7i). Donde 77 = we/k se denomina factor de pérdida y k* se
denomina rigidez compleja. Esto ilustra que en el caso estacionario, la respuesta
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de un sistema amortiguado se puede representar como la respuesta de un sistema
“sin amortiguamiento” con rigidez compleja. Dado que el factor de pérdida tiene la
forma,

7= %w (19.5)
este factor depende de la frecuencia de excitacién. Por lo tanto, el valor de la
energia disipada depende de la frecuencia de excitacion.

El concepto de rigidez compleja se denomina modelo de Kelvin-Voigt de un material.
Este corresponde al sistema masa-resorte-amortiguador clasico. La diferencia entre
el modelo de Kelvin-Voigt y los modelos vistos anteriormente, es que el primero
solo es valido para la respuesta estacionaria de movimiento armoénico.

La formulacion de la rigidez compleja, también se puede extender al modelo de
young de un material viscoelastico. Tales materiales se denominan wviscoeldsticos
porque poseen un comportamiento tanto elastico como viscoso. El modulo de
elasticidad complejo de éstos materiales se puede escribir como,

E* = E(1+ jn) (19.6)

como antes 7 es el factor de pérdida del material viscoeldstico. El modulo de
elasticidad complejo de un material, se puede medir y en general depende de la
frecuencia de excitacién y de la temperatura del material.

Los materiales que tienen un comportamiento viscoelastico son la goma y materiales
tipo goma, plexiglas, vinilo y nylon. Un uso comun de estos materiales es para
la adicion de amortiguamiento o como aisladores. Estos materiales se afiaden
usualmente en capas a estructuras formadas por materiales de bajo amortiguamiento,
como aluminio o acero, para formar una nueva estructura con suficiente rigidez y
amortiguamiento. En la Tabla 19.1 se entregan valores de modulo de elasticidad
y factor de perdida en funcién de la frecuencia y temperatura para un material
viscoelastico.

E (Pa) n T (°C) w (Hz)
2,068 x 107 0.21 24 10
2,758 x 107 0.28 24 100
4,826 x 107 0.55 24 1000
2,758 x 10 0.25 10 10
4,137 x 10" 0.5 10 100
8,963 x 107 1 10 1000

Tabla 19.1: Datos de modulo de elasticidad complejo para Paracril-BJ con 50
PHRC?

El factor de perdida n definido en termino del modulo de elasticidad complejo
estd relacionado con el factor de perdida de la rigidez 7, de la misma forma que el
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modulo de elasticidad y rigidez de una estructura estan relacionados. Por ejemplo,
si el componente es una viga, la rigidez asociada con la defleccién se define como,

k= """ (19.7)

donde I es el momento de inercia de la seccion y [ es el largo de la viga. Por lo
tanto, si la viga esta hecha de un material viscoelastico,

. 3E*I 31 , .,
k= = Z—SE(l +4n) = k(1 + jn) (19.8)

de manera que las dos nociones de factores de perdida son idénticos, n = 7.

Como se mencioné anteriormente el amortiguamiento se anade a la estructura
adhiriendo una capa de material viscoelastico sobre ella, como se ilustra en la
Figura 19.1. Considerando este caso, la viga estd compuesta de dos materiales.
El primero es un metal de modulo de elasticidad E; y espesor H;. El segundo
material, corresponde a un material viscoelastico de modulo de elasticidad Fs,
factor de perdida 72 y espesor Hs. Se puede demostrar que la rigidez combinada
de la viga ET viene dada por,

eaha

EI=F I |1 h3 +3(14 hy)?—=2=—
1 +622+(+2)1+62h2

(19.9)

donde e; = F5/Fy y hy = Ho/H; son adimensionales. Notar que resultado de la
viga compuesta es una viga de rigidez un poco mayor a la original. El factor de
perdida del sistema combinado 1 viene dado por,

eaha(3 4 6hy + 4h3 + 2eah3 + e3h3)
1+ 62h2)(1 + 4eqghg + 6€2h% + 4€2h% + egh%) 2
Esta tltima ecuacion se puede utilizar en el diseno de adhesion de amortiguamiento

a vigas simples. Sin embargo, es una expresion un poco larga para ser usada en
diseno. Muchas veces se usa la aproximacion,

1 = 14(e2h3)ns (19.11)

n = ( (19.10)

la que es razonable en muchos casos. Los valores de es y 72 viene dados por los
materiales. Por lo tanto, una vez seleccionado el material, la variable que queda
como parte del disefio es el pardmetro he = Ho/Hj.

[ | Material
Hz% E,(14jn,) " viscoelastico
Hy Ey [~ Estructura
metdlica

Figura 19.1: Viga simple con adhesién de amortiguamiento
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Capitulo 20

Vibracion en barras

Consideremos la vibraciéon de una barra elastica de largo [ y seccién variable, como
se indica en la Figura 20.1. La densidad de la barra se denota por p y el drea de la
seccién como A(z). Usando el sistema de coordenadas indicado en la Figura, la
suma de fuerzas en un elemento infitesimal en la direccion x es,

0%w(w,t)
ot?
donde w(x,t) es la defleccién de la barra en la direccién x, F denota la fuerza que
actta por la izquierda de elemento, mientras que F + dx es la fuerza actuando por
la derecha. Reordenando la ecuacién anterior se tiene que:
ar )82w(x,t)
dx ot?

F+dF — F = pA(x)dx (20.1)

(20.2)

=
5

| F F+dF

|—> wixt) X x-de

Figura 20.1: Barra empotrada con vibracién longitudinal en la direcciéon z

LS

De resistencia de materiales la fuerza F' viene dada por F' = oA, donde o5 es la
tension unitaria en la direccién x y tiene el valor Fe,, donde E es el modulo de
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Young y e, es la deformacién unitaria. Esto lleva a:

B ow(x,t)
F = EA(z)—5— (20.3)
Reemplazando 20.3 en la ecuacién 20.2:
0 ow(x,t)\ 0?w(x,t)

En los casos en que A(x) es constante, la ecuacién anterior se puede escribir como:

E Pw(x,t)  O*w(z,t)
p ox2 ot

(20.5)

Esta ecuacion se conoce como la ecuacién de onda, donde ¢ = /E/p corresponde
a la velocidad de propagacion de la deformacién en la barra.

La ecuacién 20.5 se resuelve con un método de separacién de variables. En este
método se asume que la solucién w(x,t) se puede escribir como la multiplicacién
de dos funciones, una que depende solo de = y otra que depende solo de t. Por lo
tanto:

w(z,t) = X (x)T(t) (20.6)
Reemplazando en la ecuacién 20.5:

EX"(2)T(t) = X (x)T(t) (20.7)
reordenando,

X"(@) T
X(x) _ 2T() (208)

Dado que ambos lados de la ecuacién son funciones de una variable distinta, entonces
para que se cumpla la relaciéon 20.8, ambos deben ser iguales a una constante:

X'@)  Fw)

X(z) T (209)

En este caso, la constante —o? se elige para asegurar que sea un numero negativo.
En realidad, se deben considerar todas las opciones (negativo, positivo o cero). Sin
embargo, con las otras dos opciones se llegan a resultados fisicamente imposibles.

Reordenando 20.9, se tiene que X (z) debe satisfacer:

X"(x) 4+ o*X(2) =0 (20.10)
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la que tiene solucién de la forma:
X(x) = aysenox + ag cos ox (20.11)

donde a; y as son constantes de integracién y dependen de las condiciones de
borde.

Si consideramos el caso de una barra empotrada por la izquierda y libre en el
extremo derecho, se tienen las siguientes condiciones de borde:

X(0)=0,X(1)=0 (20.12)

Aplicando la primera ecuacién se obtiene que as = 0, de manera que X (z) tiene la
forma:

X(z) = a;senox (20.13)
Aplicando la segunda condicion:

X'(l) =ajocosal =0 (20.14)
Dado que a1 no puede ser igual a cero, entonces se debe cumplir que:

ol = (2n — 1) * g (20.15)

Los modos de vibracion son entonces de la forma:

2n —1

X(z) = ay sen (W) (20.16)
Consideremos ahora la ecuacién para T'(t):

T (t) + 02T, (t) = 0 (20.17)
la que tiene solucién de la forma:

T,.(t) = A, senoyct + By, cosopet (20.18)
La solucién final es por lo tanto de la forma:

w(x,t) = Z cp sen o, xsen oy, ct + d,, sen o, x cos o, ct (20.19)

%

El set de constantes ¢, y d,, se puede determinar al aplicar las condiciones iniciales
de w(z,t). Consideremos el desplazamiento inicial:

w(z,0) = wo(z Zd sen< "_ll) a:) (20.20)
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multiplicando ambos lados de la ecuacién por sen (Wm) e integrando sobre
el largo:
l
2m — )7 (2n—1 2m — 1
/0 wop () sen <( m ) dx = Zdn/ sen (n%)ﬂ-x> sen <(m2l)ﬂ-x> dx

(20.21)

Dado que {seno,,z} es un set de funciones ortogonales, cada termino del lado
derecho es igual a cero excepto para n = m:

/ol e <(2n2_ll)ﬂx) sen ((QmQ_lm“‘) dr = { l{f’ Z ; Z (20.22)

Por lo tanto,

/Ol wo() sen (Wm) do = dy (20.23)

d, = ?/Ol wo(z) sen ((%2—11)%) dx (20.24)

Consideremos ahora la velocidad inicial:

chancsen< 2"2_l1) > (20.25)

multiplicando nuevamente ambos lados por sen ((2"127;1)”36) e integrando sobre el
largo:
l
2 2n —1 2m — 1
A wo(l') sen <( m— ) dx = chgn / sen <(n2l)ﬂ-$> sen <(Tn2l)ﬂ-x> dx

(20.26)

de donde se obtiene que:

2 [ (2n —1)m
Cn = p /0 wo(z) sen (%x) dx (20.27)
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Por lo tanto, la respuesta libre de una barra empotrada con un lado libre
viene dada por:

w(x,t) = ¢y sen o, x sen o, ct + d,, sen o,,x cos o, ct
K

2

con,

2n—)m
21

E
p

2 [ (2n — )7
d, = 7/0 wo(x) sen (2133) dx
2

l
B ) ‘ (2n— 1)
Cn = Uncl/o wo(a:)sen< 57 x| dx

En la Tablas 20.1 y 20.2 se resumen distintas condiciones de borde usuales en
barras con sus respectivos modos y frecuencias caracteristicas.

Fijo en un extremo: w(z,)[,_,, =0
Libre en un extremo: M =0
O =0,
t 2w (x, t
Masa adherida a la izquierda: AE M =m %;E’)
or |, ot 0
2
Masa adherida a la derecha: AE M =—-m M
9r ey CLE
. . oo w(z,t)
Resorte de rigidez k adherido a la izquierda: AE e =k w(z,t)],_,
=0
0 t
Resorte de rigidez k adherido a la derecha: AE dulw,t) =—kw(xz,t)|,_,
T =l

Tabla 20.1: Resumen de varias condiciones de borde para la vibracion longitudinal
de una barra
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Configuracion

Frecuencia caracteristica (rad/s)

Modos de vibracién

|—x

]

libre-libre

X

fijo-libre

f—o—X

fijo-fijo

X

T

fijo-resorte

fijo-masa

nmwe
Wy, = ——

(2n — 1)mc
21

wWp =

nmc
Wn =

Apcot N, =

m
cot )\n = (pfll) )\n

‘>/
~|3
o

cos (")
- ((2n 211)7@)

o ()

Tabla 20.2: Distintas configuraciones para una barra con vibracién longitudinal
ilustrando sus modos y frecuencias caracteristicas



Capitulo 21

Vibracion torsional

La barra del capitulo anterior puede vibrar también en la direccién torsional como
se muestra en el eje circular de la Figura 21.1. En este caso, la vibracién ocurre
en la direcciéon angular en torno al centro del eje. La rotacion del eje, 6, es una
funcién de la posicién a lo largo, x, y del tiempo, t. La ecuacién de movimiento se
obtiene al considerar el balance de momento de un elemento infitesimal de largo
dx, como el ilustrado en la Figura 21.1. El torque a la derecha del elemento es 7,

or
mientras que el torque a la izquierda viene dado por 7+ afdx.
x
X
x+dx T
T+dt 0(x,t)

Ofx,t)+d0 j—dx

Figura 21.1: Eje circular ilustrando un movimiento angular 6(z, t)
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De resistencia de materiales, el torque aplicado se relaciona con la defleccién
rotacional por:
00(x,t)
T=G]——= 21.1
pe (21.1)
donde G es el modulo de corte y J el momento de inercia polar de la secciéon. Notar
que J podria ser una funcién de x, pero la vamos a considerar constante. Sumando
el torque total actuando sobre dx se tiene que:
L9 2120, (21.2)
T+ —dr —7=Jy—=dz :
Ox 002
donde % es la aceleracion angular y Jy es el momento de inercia por unidad
de largo, se puede demostrar que Jy = pJ. Reemplazando el torque dado en la
ecuacién 21.1, se obtiene que:

P 00(x,t)\ 0%

Simplificando en el caso de J constante:

9%0(z,t) <G) 020(x,t)

7 =) e (21.4)

0x?

Esta ecuacién es idéntica a la ecuacion de ondas con ¢ = /G/p. Para otro tipo se
secciones, la ecuacion torsional de un eje todavia se puede ocupar para aproximar
el movimiento torsional. Sin embargo, se debe reemplazar J en la ecuaciéon 21.1
por una constante torsional 7y, que equivale al momento requerido para producir
una rotacién de 1 rad en un eje de largo unitario dividido por el modulo de corte.
Por lo tanto, en un eje de seccién no circular, la ecuacién de movimiento se puede
aproximar por:

P _ (G) Foten

ot? pJ 2 (215)

En la Tabla 21.1 se entregan valores de v para algunas secciones usuales.

La solucién de la ecuacién 22.1 depende de dos condiciones iniciales en el tiempo
(0(x,0) y 06(x,0)/0t) y dos condiciones de borde, una en cada extremo del eje.
Las elecciones posibles de condiciones de borde son similares a las de la barra. En
la tabla 21.2 se entregan algunas condiciones de borde usuales.

En la Tabla 21.3 se entregan las frecuencias naturales y modos de vibracién para
distintas configuraciones. Notar la similitud con el caso de la barra con movimiento
longitudinal. La tdnica diferencia esta en la interpretacién fisica del movimiento.
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Seccion Constante torsional ~y

R4
2

% 5 (B — RY)

0,14064*

©

>

2AB(a — A)%(b— B)?
aA+ 0B — A2 — B2

Tabla 21.1: Algunos valores de la constante torsional para distintas secciones

Fijo en un extremo: 6(z,t)|,_,, =0

Libre en un extremo: 00(z, t) =0
O =0,
0(x,t 20(x. t
Inercia J, adherida a la izquierda: GJ M =] Lﬁ’)
or |, ot o
0(x,t 20(z. t
Inercia J; adherida a la derecha: GJ 90(x,) =—J; L‘Z’)
* z=l ot =l
00(x,t
Resorte de rigidez k adherido a la izquierda: G.J g;’ ) =k 0(x,1)],_,
=0
o6 (x,t
Resorte de rigidez k adherido a la derecha: GJ % = —k 0(z,t)|,_,
x =l

Tabla 21.2: Resumen de varias condiciones de borde para la vibracién torsional de
un eje
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Configuracién Frecuencia caracteristica (rad/s)  Modos de vibracién
X 9 nwx
] nmc cos [ —
I Wn = 7 ( l )
libre-libre
X 0 B
_____________________ (2” — ].)7TC sen M
3 Wn = 21 21
fijo-libre
- o nwT
) _ nhme sen (—)
/ Wn = —— l
= l
fijo-fijo
kl
X 0 Apcoth, = -— (> Az
= U 7o)
fijo-resorte Anc
Wy = —
l
Jo >
X cot A, = ( An
,,,,,,,,,,,,,,,, J -96 pl/y Sen (ATL:'L.)
° l
fijo-masa )\nc
Wn =

Tabla 21.3: Distintas configuraciones para una eje con vibracién torsional ilustrando
sus modos y frecuencias caracteristicas



Capitulo 22

Vibracion transversal en vigas

En la Figura 22.1 se ilustra una viga con vibracién en la direccion transversal;
defleccién w(z,t) en la direccién y. La viga tiene seccion A(x) y largo I. Asociada
a la viga se define la rigidez por flexién EI(z), donde E es el modulo de Young
para la viga e I(x) la inercia de la seccién con respecto al eje z. De resistencia
de materiales, el momento sobre la viga, M (z,t), se relaciona con la defleccion,
w(x,t), por:

O?w(x,t)

M(z,t) = EI(x) 92

(22.1)

Un modelo para las vibraciones en flexion se puede derivar al examinar un elemento
infitesimal como el de la Figura 22.1. De la suma de fuerzas en la direccion y se
obtiene:

AV (z,1)

(V(x,t) + adeC) —V(z,t) + f(z,t)de = pA(z)dxw

503 (22.2)

donde V(z,t) es la fuerza de corte a la izquierda del elemento y V(x,t) + dV (x,t)
es la fuerza a la derecha del elemento, f(x,t) es la fuerza externa total aplicada
al elemento por unidad de largo. En el balance de fuerzas anterior, se asume que
la deformacién por corte es despreciable, esto es cierto si i/he > 10y I/hy > 10,
donde hy y hs son la base y altura de la seccion de la viga.

Equilibrado, los momentos actuando sobre el elemento, se tiene que:

M (z,1)
X

oV (z,t)
7

T

<M(x,t) + d:L') M(x,t)Jr(V(x,t) + d;c) da-+[f (z, t)da] dg —0

(22.3)
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w(x,t

y. flx,t)

fixt)
M(x,t) M(x,t)+dM

V(x,t) V(x,t)+dV(x,t)

d l

X
X X+dx

Figura 22.1: Viga de largo [ en vibracion transversal y deformada por una fuerza
por unidad de largo denotada f(z,t)

Simplificando la expresién anterior,

OM (x,t) oV (z,1) N f(z,t)

+V(m,t)] dx—i—[ o 5

2 _
o dz® =0 (22.4)

dado que dx es muy pequeiio dz? es casi cero, y por lo tanto se tiene que:

OM (x,t)
_ 22.
Vigt) = -208 (22,5
Reemplazando esta relacién en la ecuacion 22.2, se tiene que:
0?M (z,t) 0?w(w,t)
Substituyendo ahora la ecuacién 22.1 y dividiendo por dz:
Pw(x,t) 0 0%w(x,t)
Alr)——="—2> + =— |El(z)——=—2| = 22.
i) =55+ 1) 55| = fa (227)

Si no se aplican fuerzas externas y se asume una seccién constante, la ecuacion
anterior se simplifica a:

2 4 EI
R 29




VIBRACION TRANSVERSAL EN VIGAS 135

Notar que a diferencia de los casos anteriores, ésta ecuacion contiene una derivada
a la cuarta y, por lo tanto, requiere cuatro condiciones de borde para calcular la
solucién. La presencia de una segunda derivada temporal, indica que se necesitan
dos condiciones en el tiempo, una para el desplazamiento y una para la velocidad.

Las condiciones de borde necesarias para resolver la ecuacion 22.8 utilizando el
método de separacién de variables al examinar la defleccién w(x, t) son; la pendiente
de la defleccién Ow(z,t)/dz, el momento de flexion EI19%w(z,t)/02% y la fuerza de
corte 8 [EI19%w(x,t)/da?] /Ox en cada extremo de la viga. Condiciones de borde
usuales son; empotrada, apoyo simple, libre o deslizante. En un apoyo deslizante la
viga puede deslizar pero no puede rotar.

Si una viga estd libre en un extremo, la deflecciéon y pendiente en ese extremo no
tienen restricciones, pero el momento y la fuerza de corte son cero:

0%w(x,t)
El———————=
Ox?

momento = =0 (22.9)

2
fuerza de corte = 32 [E[ag:(;’t)} -0

Si, por otro lado, el extremo de la viga esta empotrado, el momento y la fuerza
de corte no tienen restricciones, pero la defleccién y su pendiente son cero:

defleccibon = w=0 (22.10)
pendiente = a—w =0
ox

En el caso de un apoyo simple, la pendiente y la fuerza de corte no tienen
restricciones, pero la defleccién y el momento son cero:

defleccion = w=0 (22.11)

2
EIa w(z,t)

oxz 0

momento =

Por ltimo, una condicién deslizante significa que la pendiente y las fuerzas de
corte son cero, mientras que el momento y la defleccién no tienen restricciones:

0
pendiente = 8—1::0 (22.12)

2
fuerza de corte = 6% [Elalg(;’t)} =0
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Otras condiciones de borde son posibles al conectar un extremo de la viga a un
resorte, mesa, amortiguador, etc. Estas condiciones de borde vienen determinadas
por balance de fuerzas y momentos.

La ecuacion 22.8 se resuelve por medio del método de separacién de variables usado
en los capitulos anteriores. Substituyendo w(z,t) = X (z)T'(¢):
2X"@) T _ o

X~ T =Y (22.13)

Se ha elegido la constante w? basado en la experiencia con los sistemas anteriores,
en donde, la frecuencia natural se obtiene de la ecuacion temporal:

T(t) +w’T(t) =0 (22.14)
Esta ecuacién temporal tiene solucién de la forma:
T(t) = Asenwt + Bcoswt (22.15)

donde las constantes A y B se van a determinar eventualmente por medio de las
condiciones iniciales de defleccién y velocidad. La ecuacién espacial queda como:

" _ w 2 —
X" () (C) X(z) =0 (22.16)
definiendo,
2 2
1w pAw
Bl= =07 (22.17)

y asumiendo una solucién de la forma Ae®” la solucién general de la ecuacion 23.1
tiene la forma:

X (x) = ay sen fx + az cos B + ag senh Sz + a4 cosh Sz (22.18)

En este caso el valor de § y tres de las cuatro constantes de integracion aq, ao, ag
v a4 se van a determinar con las cuatro condiciones de borde. La cuarta constante
se combina con las constante A y B de la ecuacién temporal, las que se determinan
de las condiciones iniciales.

Ejemplo

Como ejemplo, determinemos los modos y frecuencias naturales de una viga
empotrada en un lado y con un apoyo simple en el otro extremo.

En el extremo empotrado se deben cumplir las condiciones de borde dadas en 22.10:

b
—~
(=}
=
|

0= ax+as4 =0

™
=
(=)
S
I

0= f(a1+a3)=0



VIBRACION TRANSVERSAL EN VIGAS 137

X 74|>7

Figura 22.2: Viga de largo [ empotrada en un extremo y con un apoyo simple en el
otro extremo

Reemplazando en la ecuacién 23.3 se obtiene que,

X (x) = ay(sen Bz — senh Bz) 4+ as(cos Sz — cosh Sx) (22.19)

Por otro lado, en el extremo de la derecha se deben cumplir las relaciones dadas en
22.11:

X() = 0= ai(senpl —senh fl) + az(cos Bl — cosh fl) =0

EIX"() = 0= B%a;(—senpl —senh pl) + f%az(—cos Bl — cosh fl) = 0

Las dos ecuaciones anteriores se pueden escribir de forma matricial como,

(sen 8l — senh Bl) (cos Bl — cosh Bl) ap | |0
(—sen Bl —senh Bl) (— cos B8l — cosh 1) az | |0

Este sistema de ecuaciones puede tener una solucion distinta de cero para el vector
T . . . .
a = [aj ag] solo si el determinante de la matriz de coeficientes es cero.

Definiendo el determinante de la matriz de coeficientes igual a cero se obtiene la
siguiente ecuacion,

tan 81 = tanh i

la que se satisface para un numero infinito de valores de (3, denotados por (3.
La solucién se puede visualizar al graficar ambos tan 5l y tanh 8l versus gl en el
mismo grafico, como se muestra en la Figura 22.3.

Las primeras cinco soluciones viene dadas por:

Bil = 3,9267  Pol = 7,0686 B3l = 10,2102
Bil = 13,3518 Psl = 16,4934

Para el resto de los modos (i.e. para valores del indice n > 5), las soluciones de la
ecuacién caracteristica se pueden aproximar por:
(An+ 1)w
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\ —tan(BI) ----tanh(ﬁl)\

[y

0 2 4 6 8 18

o

Figura 22.3: Gréfico de tan 8l y tanh 5l versus fl

Con los valores de la frecuencias f3,,, se pueden calcular las formas modales.
Reemplazando 5, en la ecuacién 22.19,

aq (sen B, — senh 5,1) + as(cos ,l — cosh 5,1) =0
Por lo tanto,

cos Bl — cosh ﬁn
sen 3,l — senh ﬁn

a]; = —

para cada n. El coeficiente as no se puede determinar por este set de ecuaciones
porque la matriz es singular (en caso contrario se tendria que cada a; es cero).
Este coeficiente se convierte en la magnitud arbitraria del modo de vibracién.
Esta constante depende de n, lo que vamos a denotar por (as),. Reemplazando se
obtienen los modos de vibracion:

_ cos Bl — cosh 3,1
sen 3,1 — senh 3,1

X,(x) = (a2)n |cosBrx — cosh Bz (sen B,z — senh B, x)

n = 1,2,3...

En la Figura 22.4 se muestran los primeros tres modos de vibracién para (az), = 1.
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x/l

Figura 22.4: Grafico de los primeros tres modos de vibracién de una viga empotrada-
apoyada

Se puede demostrar que los modos de vibracién son ortogonales, es decir:

/ X (@)X, (2)dz = 0 (22.20)
0

para n % m. Como en capitulos anteriores esta condiciéon de ortogonalidad junto
con las condiciones iniciales, se usan para calcular las constantes A,, y B,. La
solucion final para el desplazamiento viene dada por:

w(z,t) = Z (A, senwyt + B, coswyt) X, () (22.21)
n=1

En la Tabla 22.1 se resumen las frecuencias naturales y modos de vibracién para una
viga con distintas condiciones de borde. Los coeficientes o, fueron determinados a
partir de las ecuaciones dadas en la tabla 22.2.

El modelo utilizado en esta seccién se conoce como la viga de Fuler-Bernoulli. Para
la formulacién de este modelo que asumié que la viga es:

= Uniforme a su largo.
= Compuesta de un material lineal, isotropico y eldstico sin cargas axiales.
= Tal que las secciones planas se mantienen planas.

= Tal que el plano de simetria de la viga es también el plano de vibracién, de
manera que la rotaciéon y traslacion estdn desacopladas.

= Tal que la inercia rotacional y la deformacién por corte se pueden despreciar.
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Configuracién Bl Modos de vibracién on

cosBlcosh Bl =1
Y 0 ( cuerpo rigido)

4,73004074 0,9825
’ 1,0008
x 1’85320462 cosh Bpx + cos Bnx 0,9999
0,9956078 —on(senh Bnx + sen Brz) 1,0000
14,1371655 0.9999
) . 17,2787597 ’
Libre - libre 2n+ ) s 1,n>5
2 b
y cos Blcosh Bl = —1
1,87510407 0,7341
4,69409113 1,0185
X 7,85475744 cosh Bpx — cos Bnx 0,9992
10,99554073 —on(senh Bnz — sen Brz) 1,0000
14,13716839 1,0000
Empotrado - libre 2n—1)7 n>5 1,n>5
2 b
v tan Bl = tanh Bl
3,92660231
7,06858275
X 10,21017612 cosh Bpx — cos Bpx 1,0008
13,35176878 —on(senh fpx —sen Brr) 1, n > 1
16,49336143
Empotrado - apoyado (4n+ )7 n>5
4 b
v tan Bl + tanh Bl = 0
2,36502037
5,49780392
X 8,63937983 cosh Bpx — cos Bnx 0,9825
11,78097245 —on(senh fpx —sen Brpx) 1, n > 1
14,92256510
Empotrado - deslizante (4n —L)m n>5
4 b
v cos Blcosh Bl =1
4,73004074 0,982502
7,85320462 1,00078
X 10,9956079 cosh Bpx — cos Bnx 1,999966
14,1371655 —on(senh Bz — sen Brz) 1,00000
17,2787597 1,00000
Empotrado - empotrado @2n+ n> 5 1,n>5
2 b
y
x _senfl=0_ sen 7% -
nm l

Apoyado - apoyado

Tabla 22.1: Distintas configuraciones para una viga con vibracién transversal
ilustrando sus modos y frecuencias caracteristicas. La frecuencia natural viene dada

por w, = 32\/EI/pA
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Condicién de borde Formula para o,

cosh 3,1 — cos B,1

Libre-libre In = enh Bnl — sen B,,1
Bpotradolibre o, = g EOY
e
Empotrado-deslizante On = senb Jnl + seb Pl

cosh 8, — cos 3,1

cosh 8,1 — cos 8,1

Empotrado-Empotrado oy, = senh 3,1 — sen 3,1

Tabla 22.2: Ecuaciones para los coeficientes o,, usados en la tabla 19.1



Capitulo 23

Modelos de amortiguamiento

Los modelos presentados en los capitulos anteriores no toman en cuenta la
disipacién de energia. El amortiguamiento se puede introducir de dos formas;
como amortiguamiento modal o con un modelo fisico del amortiguamiento.

Una forma sencilla de anadir el amortiguamiento, es incluirlo en la ecuacién
temporal luego de separar las variables. Consideremos la forma general de la
ecuacién temporal:

T,(t) +wWiTo(t) =0, n=1,23,... (23.1)

Donde w, es la n-ésima frecuencia natural. El amortiguamiento modal se puede
afiadir en la ecuacién anterior al incluir el siguiente termino:

2 pwnTn(t), n=1,23,... (23.2)

donde (, es la n-ésima razén de amortiguamiento modal. Las razones de
amortiguamiento, (,, se eligen basado en la experiencia o en mediciones
experimentales. Tienen valores entre 0 y 1, el caso méas usual es tener valores
de ¢, < 0,05.

Una vez que las razones de amortiguamiento modal son asignadas, se anade el
termino de amortiguamiento modal en la ecuacién temporal:

T (t) 4 2Cawn T (t) + w2 T, (t) = 0, n=1,2.3,... (23.3)
La solucién para el caso de amortiguamiento débil viene dada por:

T, (t) = Ape™ St sen(want + én), n=1,2,3,... (23.4)

donde wg, = wpy/1 — (2. Las constantes A, y ¢, viene dadas por las condiciones
iniciales, se determinan siguiendo la misma metodologia vista en el capitulo 20.
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El amortiguamiento también se puede modelar como amortiguadores discretos. De
hecho, en muchos casos se disipa mas energia con amortiguadores discretos que con
el amortiguamiento interno del material. Por ejemplo, consideremos la vibracién
longitudinal de una barra con sistemas resorte-amortiguador en sus extremos, como
se muestra en la Figura 23.1.

En este caso, el amortiguador se anade como una fuerza externa que se opone al
movimiento,

0?w(x,t) 0?w(x,t)
Ao AT

p — f(a.1) (23.5)

Donde la fuerza f(z,t) viene dada por:

c@w(O, t) I caw(L, t)

flz,t) =d(x) Y d(xz—1L) Y (23.6)

T k
e g
C C

Figura 23.1: Barra en vibracién longitudinal sujeta por un sistema resorte-
amortiguador en ambos extremos
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Respuesta forzada

La respuesta forzada de un sistema continuo se puede determinar usando las
condiciones de ortogonalidad de los modos de vibracién. De esta manera se
desacoplan las ecuaciones de movimiento. Este procedimiento se ilustra mejor
con un ejemplo.

Ejemplo

Consideremos una barra empotrada en un extremo y con una fuerza de excitacién
sinusoidal en el otro extremo. Como se ilustra en la Figura 24.1. La ecuacién de
movimiento de una barra con fuerzas externas viene dada por:

0?w(x,t) 0?w(x,t)
T

pA — f(a.1) (24.1)

En este caso f(z,t) = 0 para x # 1y f(x,l) = Fysenwt. Esta funcién se puede
escribir como f(z,t) = §(xz — ) Fysenwt donde d(x — 1) es la funcién de Dirac
indicando que la fuerza se aplica en x = [. Los modos de vibracién para una barra
empotrada-libre viene dados por:

X,.(2) = an sen ((2”_%1)”) (24.2)

Asumiento una solucién de la forma wy, (z,t) = X,,(z)T,, (). Reemplazando en la
ecuacién 24.1:

pAX, (2)T(t) — EAT ()X (x) = d(x — 1) Fy sen wt (24.3)
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X

E,p,Al —Fysinot

Figura 24.1: Barra empotrada con fuerza de excitacion sinusoidal

Reemplazando el valor de X, (z):

21

pAT(t) + EA ((2”_1)”)2 T(t) 5

sen (W””) = §(z—1)Fysenwt (24.4)

donde el coeficiente a, se ha definido arbitrariamente igual a 1. Multiplicando por

sen (W) e integrando:

(2n — D)7z

PAT@%+EA<@n&1M>2T@ = ﬂj&x—wﬂwﬂwﬁ%n( o

N | =~

) as

— Fosenarsen (21207 (21.5)

2

La ecuacién 24.5 se puede escribir de la forma:

T (t) + w?T, (t) = Fysenwt, n=1,2,3,... (24.6)
donde,
E ((2n—Dr
n o= 4= [ — 24.
oo p( = ) (24.7)
. 2 (2n — 1)m
E, = R Al iy} 24.8
IpA b sen ( 5 ) ( )

Cuya solucion es de la forma:

T,.(t) = A, senwy,t + By, coswyt + wzinz sen wt (24.9)

La solucion final viene dada por:

A

> E, (2n — 1)7x
w(z,t) = Z A, senw,t + B,, cosw,t + o2 sen wt | sen —
n=1 n
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(24.10)

Las constantes A, y B, se obtienen como en casos anteriores a partir de las
condiciones iniciales usando las propiedades de ortogonalidad de los modos.

Consideremos el desplazamiento inicial:

wo(z) = i B, sen (m;;)“”) (24.11)

n=1

W) e integrando:

multiplicando por sen (

B, = ?/Ol wo(x) sen (W) dx (24.12)

Reemplazando ahora la velocidad inicial:
. Nt an 2n — 1)mx
() = Z Apw, + W] sen (()> (24.13)
n=1 n
(2m—1)rz

21
multiplicando por sen (T) e integrando:

2 [ (2n — 1)7x Eow
A, == [ 4 il L I L 94.14
lwn Jo () sen < 21 ) . wp (w2 — w?) ( )

En resumen la solucién viene dada por:

A

F, 2n —1
A, senw,t + B, cosw,t + ﬁ sen wt] sen <(n)m;>
w2 —w

w(z,t) = Z
n=1

2 21
donde,

E —
- E ((2n 1)7r>

P 21
s 2 2n— )7
F’I’L = lijO sen (2)

2 [ (2n — D)7z Fow

A, = Ton /. wo(x) sen ( 57 > dx — (@2 — )

l j—
B, = 2/ wo(z) sen ((Qn 1)71-96) dx
A 2




Parte V

Elementos Finitos
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El método de elementos finitos es una técnica que utiliza métodos de interpolacién
para modelar y resolver problemas como los descritos en el capitulo anterior,
asociados a problemas vibracionales en sistemas continuos (por ejemplo, barras,
vigas, placas, etc). Este método es también, muy 1til para modelar sistemas
complejos con formas geométricas inusuales.

El método de elementos finitos comienza por dividir una estructura en un nimero
de partes pequenas. Estas partes pequenas se denominan elementos finitos y el
procedimiento de dividir la estructura se denomina discretizacion. Cada elemento
es, usualmente, muy simple como una barra, viga o placa, el que tiene una ecuaciéon
de movimiento que se puede resolver o aproximar. Cada elemento tiene puntos
terminales denominados nodos, los que lo conectan con el elemento siguiente. El
conjunto de elementos finitos y nodos se denomina malla de elementos finitos.

Se debe definir la ecuacién de movimiento para cada elemento finito. Las soluciones
de las ecuaciones de movimiento se aproximan por combinaciones lineales de
polinomios de bajo orden. Cada una de las soluciones individuales debe ser la
misma que las soluciones de los elementos adyacentes en los nodos comunes (lo
que se denomina como condicién de continuidad). Estas soluciones se acoplan en
un procedimiento de ensamblado, lo que resulta en matrices de rigidez y masa
globales, las que describen la vibracion de la estructura como un todo. Este modelo
de masa y rigidez global representa una aproximacién de la estructura que se
puede analizar y resolver usando los métodos vistos en la parte II. El vector x(t)
de desplazamientos asociados con la solucién del modelo en elementos finitos,
corresponde al movimiento de los nodos de la malla.



Capitulo 25

Elemento de barra

La vibracién longitudinal de una barra nos entrega un ejemplo sencillo de como
se construye un modelo en elementos finitos. Consideremos el caso de una barra
empotrada, en la Figura 25.1 se ilustra esta barra con dos mallas distintas. Tomando
el primer caso de un solo elemento en la Figura 25.1(a). El desplazamiento estatico
(independiente del tiempo) de esta barra debe satisfacer la ecuacion:

0?u(z)
Ox?

EA =0 (25.1)

para cada valor de x en el intervalo [0 [].

u,(t |L(t;

Elemento EIementos
\ A\

s e
1 +—> u(x,t) § e 3 +—> u(xt)
1 2 31 3 4

\/ W

Nod Nod
N odos N odos

(a) (b)

uy(t) Uz(t) Us(tl | Uy(t)

LI

Figura 25.1: Dos mallas distintas para la misma viga empotrada de largo [ en
vibracion longitudinal. (a) malla de un elemento y dos nodos, (b) malla de tres
elementos y cuatro nodos
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La ecuacién 25.1 se puede integrar directamente, de donde se obtiene:
u(z) = 1z + o (25.2)

donde ¢; y ¢ son constantes de integracion con respecto a z. Por lo tanto, aunque
c1 y ¢ se denominan constantes, podrian ser funcién de otra variable como t.

La ecuacién 25.2 para el desplazamiento estético se puede determinar directamente
porque la estructura a modelar es muy simple. Para estructuras mas complicadas,
la forma funcional de u(x) se debe suponer, usualmente como un polinomio de
bajo orden. El método de elementos finitos utiliza dos aproximaciones, la primera
es definir la discretizacién del modelo (i.e., que malla y tamatio de malla, donde
poner los elementos y nodos, etc.). La segunda corresponde a la eleccién de los
polinomios a utilizar en la ecuaciéon 25.2.

En cada nodo, el valor de u se permite que dependa del tiempo, por eso el uso de
etiquetas uq(t) y ua(t) en la Figura 25.1(a). Las funciones dependientes del tiempo
u1(t) y uz(t) se denominan desplazamientos nodales. La funcién espacial u(z) y los
desplazamientos nodales wuj(t) y us(t) se relacionan por las condiciones de borde
en los nodos:

uw(0)=u1(t) = e
u(l) =u2(t) = al+co
de manera que ¢; = [u2(t) — u1(t)]/l v c2 = ui(t). Reemplazando ¢; y c2 en la

ecuacion 25.2, se obtiene una aproximacién para u(z,t), dada por:

u(z,t) = (1 . %) ui(t) + §u2(t) (25.3)
Si up(t) y ug(t) fueran conocidas, entonces la ecuacién 25.3 nos entregaria una
solucién aproximada para los desplazamientos de la barra. Los coeficientes (1 — /1)
y (x/1) se denominan funciones de forma.

Para determinar la ecuaciéon de movimiento, consideremos la energia asociada. La
energia de deformacién (potencial) de la barra viene dada por la siguiente integral:

Vi) =g /0 pA [a“g;t)rdaz (25.4)

reemplazando la solucién aproximada para u(z,t) dada en la ecuacién 25.3:

[—uy (t) + ua ()] da = ET?(uf — 2uyug + u3) (25.5)

1 LEA

t) = =
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La tltima expresién se puede escribir como V (t) = %uTK u, con:

ult) = [538] (25.6)
K = EZA[_ll _11] (25.7)

K define la matriz de rigidez asociada al elemento individual.
Por otro lado, la energia cinética del elemento viene dada por la integral:
1/ ou(z,t)]?
Tt)== [ Ap|———*| d 25.8
0 =3 [ 40|50 ao (25.8)
donde p es la densidad de la barra. Utilizando la aproximacién 25.3, se tiene que:

iz, t) = (1 - %) a (t) + %ﬂg(t) (25.9)

asumiendo una densidad constante (p(x) = p) y reemplazando 25.9 en la ecuacién
25.8, se obtiene:

LpAl, o . . .
T(t) = 5%( 1+ tty +3) (25.10)

esta expresioén se puede factorizar de la forma T(t) = $u” M, con:

A
M:’%l[i ;] (25.11)

la matriz M se define como la matriz de masa del elemento de barra individual.

La ecuacién de movimiento se puede determinar utilizando el método de Lagrange.
En este método las ecuaciones de movimiento vienen dadas por:

8<6T) or v

7t \ 90 + =), i=1,2....n (25.12)

B 8711' 8ul

donde u; es la i-ésima coordenada del sistema y f;(t) es la fuerza externa aplicada
en la coordenada 1.

Examinando las condiciones de borde en la Figura 25.1(a) se ve que el
desplazamiento en el lado empotrado es igual a zero uy(t) = 0. Por lo tanto,
la energia cinética total es:

1pA
T(t) = 5%@3 (25.13)
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y la energia potencial total:

_1EA,

Vi(t) = 577 (25.14)
Reemplazando estas dos expresiones en la ecuacién de Lagrange:
Al EA
P+ B, =0 (25.15)
3 l
simplificando:
. 3E
Ug + ?UZ =0 (2516)

la que constituye un modelo simple en elementos finitos de una barra empotrada
utilizando un solo elemento.

La solucion de la ecuacién 25.16 dadas las condiciones iniciales viene dada por:

= \/w%uz (Ooi +2(0)? sen (wnt +tan~! wZ:(QO()O)> (25.17)

donde u2(0) y u2(0) son el desplazamiento y velocidad inicial. La frecuencia natural
wy, viene dada:

U2 (t)

wy = 2422 (25.18)

Respuesta libre de un sistema de un grado de libertad

La solucién de la ecuacién i(t) + w2z (t) = 0 sujeta a x(0) = xo y #(0) = vy es:

2,2 2
waLxy + v WnT

z(t) = V0 T 70 gopy (wnt 4 tan ! "0>

Wn, Vo

La soluciéon 25.17 se puede combinar con la ecuacién 25.9 para determinar la
solucién aproximada para la respuesta transiente del desplazamiento de la barra.
El desplazamiento de la barra viene dado por:

w2u9(0)2 4+ u2(0)2 x Wl
u(z,t) = Ve 2(02%—'_ 2(0) 7 sen (wnt + tan™? 112(20()0)> (25.19)

Esto describe una vibracién de frecuencia 1/14/3E/p, en contraste con la solucién
exacta dada en el capitulo 20, la que describe la vibraciéon a un nimero infinito de
frecuencias.
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25.1. Barra de tres elementos

Si se quiere aumentar la precision del método en elementos finitos, es necesario
aumentar el nimero de divisiones en el modelo. Consideremos ahora aumentar el
tamafio del modelo a 3 elementos y 4 nodos como se ilustra en la Figura 25.1(b).
Cada elemento de la barra tiene la misma energia potencial dada por la ecuaciéon
25.5, con dos diferencias. La primera es que el largo del elemento es ahora /3
en vez de | y la segunda es que las coordinadas de los nodos son distintas para
cada uno de los elementos. Tomando en cuenta estas consideraciones y utilizando
notaciéon matricial, la energia potencial de los tres elementos viene dada por:

- -T r - - -

Vi(t) = % 32 _11 *11 52 (25.20)
3EAT us 17T 1 =1 1[ us |

Vlt) = S| o o (25.21)
3EA[ wz 1" 1 —17[ ug |

Valt) = S| L o (25.22)

La energia potencial total es la suma:

V() = Va(t) + Va(t) + Va(t)
S T

S EERI

1 0 0 1 -1 0
3EA | 2
| w 00 0 0 0 0
0 O 0 Us
+ 0 1 -1 us
0 -1 1 Ug
T
2 -1 0 U
EA | 2 2
Uy 0O -1 1 Ug
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Lo que se puede expresar de la forma V(t) = %uTKu7 donde u = [ug uz ug)7 es el
vector de coordenadas activas. La derivada de V() con respecto a u es:
2 —1 0 (%]
oV 3EA
" 0 -1 1 uy

De manera similar, la energia cinética viene dada por:

O R AR R

Lo que se puede escribir como

o [ T4 1 077
T(t) =T | s 14 1 || a (25.26)
Uy 0 1 2 Uy
Esto se puede expresar de la forma T'(t) = %ﬂTM u. El primer termino en la
expresion de Lagrange viene dada por:
4 1 0 U2
0oV pAl
G Py 41| (25.27)
Ot Ou 18 0 1 2 i

Reemplazando 25.24 y 25.27 en la ecuacién de Lagrange, se obtiene la siguiente
ecuacion:

Mia(t) + Ku(t) =0 (25.28)
con,

410

M = %l 1 4 1 (25.29)
01 2
2 —1 0

K = g 12 -1 (25.30)
0 -1 1

Las matrices M y K son las matrices globales de masa y rigidez que definen el
modelo dinamico de la barra.



Capitulo 26

Elemento de Viga

Consideremos un elemento de viga como el de la Figura 26.1. Este elemento
contiene dos nodos y cuatro coordenadas. Las coordenadas corresponden a dos
desplazamientos verticales w1 y ug y dos rotaciones us y uy4. Es decir, cada nodo se
modela con dos grados de libertad.

La ecuacién de movimiento estacionaria debe satisfacer:

4
proiuat)

26.1
p (26.1)
integrando se obtiene:

u(z,t) = c1(t)x® + co(t)z? + c3(t)z + ca(t) (26.2)

donde ¢;(t) son constantes de integracién con respecto a la variable espacial z. La
ecuacién 26.2 se utiliza para aproximar el desplazamiento transversal dentro del
elemento.

us(t) us(t)

u(x,t)

uy(t) I Uy(t)
+Nodo 1 { Nodo 2

/ |
—x

Figura 26.1: Elemento de viga simple
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Siguiendo el mismo procedimiento de la secciéon anterior, los desplazamientos
desconocidos u;(t) deben satisfacer las condiciones de borde:

w(0,t) = ur(t) 24(0,t) = ua(t)
ull,t) = us(t)  Be(0,1) = wal0) (26.3

A partir de estas relaciones en conjunto con la ecuaciéon 26.2 se pueden despejar
las constantes de integracién, obteniendo:

alt) = R —us) + i — ) (26.4)
cat) = llg [B(ug —u1) — 1(2ug + uq)] (26.5)
Cg(t) = UQ(t) (266)
alt) = i) (26.7)

Reemplazando los coeficientes en la ecuacién 26.2 y reordenando, se obtiene una
aproximacién para el desplazamiento u(z,t) en funcién de los desplazamientos
nodales:

2 z3 T x? 23
u(:c,t) = |:1—3l2+2l3:| Ul(t)+l [1_212+13:| U2(t)
2 a8 z? 28
+ {312 - 213] ug(t) +1 {12 + 13] uy (t) (26.8)

como antes los coeficientes junto a cada uq(t) definen las funciones de forma del
elemento de viga.

Las matrices de masa y rigidez se pueden calcular siguiendo el mismo procedimiento
que en el caso de la barra. La energia cinética del elemento viene dada por:

T(t) = %pA /Ol [aug’ t)rdx (26.9)

la que se puede escribir de la forma:

1
T(t) = §uTMu (26.10)
donde M es la matriz de masa. El vector 1 es la derivada temporal del vector de

coordenadas u(t) = [u1 us us uyg]. Luego de integrar y factorizando la matriz de
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masa para el elemento de viga es:

156 221 54 —13]
_pAL | 220 42 131 312
T 420 | 54 131 156 —221
—131 =312 —221 412

Por otro lado, la energia potencial de la viga se puede calcular como:

V(t) = %EI /Ol {azg(;’t)rdz

El resultado se puede factorizar en la forma:

1
V(t) = 5uTKu

De donde se obtiene la matriz de rigidez:

12 6 -12 6l

K EL| 6l 4 -6l 2
B -12 -6l 12 -6l

60 2% 6l A

(26.11)

(26.12)

(26.13)

(26.14)

Las matrices K y M definen el elemento finito de una viga en vibracién transversal.
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Matriz de masas concentradas

En los capitulos anteriores la matriz de masa de un elemento se construyé usando
las funciones de forma derivadas de los desplazamientos estaticos junto con la
definicién de energia cinética. Las matrices construidas de esta forma se denominan
matrices de masa consistentes, porque son derivadas a partir de un set de funciones
de forma consistentes con el calculo de la matriz de rigidez.

Una forma alternativa para aproximar la matriz de masa, es la matriz de masas
concentradas. La derivacién de esta matriz supone una distribucién uniforme de
masas concentradas sobre los nodos del modelo en elementos finitos. Las masas
concentradas se dividen de forma proporcional al tamano y numero de elementos
del modelo. Tales matrices se denominan matrices de masa inconsistentes.

El método de masas concentradas tiene la ventaja que se puede determinar de
forma sencilla y produce estimaciones méas bajas de las frecuencias. Las matrices
con parametros concentrados son matrices diagonales, lo que simplifica los calculos.
A pesar de estas ventajas, las matrices concentradas tienen varias desventajas.
Primero, pueden causar errores debido a la perdida de precisién. Segundo, si el
elemento bajo consideracién posee una coordenada rotacional, esta coordenada no
tendria masa asignada y la matriz resultante se vuelve singular (no tiene inversa).
Esos sistemas requieren de métodos especiales para su solucion.

La matriz de masas concentradas se obtiene al ubicar en cada nodo masas
concentradas con valores acordes a la proporcién adecuada de la masa total del
sistema. Por ejemplo, consideremos el elemento de barra del capitulo 25. La masa
total del elemento de largo [ es pAl. Ubicando una mitad en cada nodo, se obtiene:

pAlL 1 0
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Esta es la matriz de masas concentradas del elemento de barra.

Consideremos ahora el elemento de viga del capitulo 26. La masa de un elemento
de largo [ es pAl. Si la masa se divide entre la dos coordinadas transversales (u; y
u3), la matriz de masas es:

100 0

pAL 1 0 0 0 O
M=="10 01 0 (27.2)

0000

Dado que las coordenadas rotaciones (ug y uy4) no tiene masa asignada, la matriz
diagonal tiene dos ceros en su diagonal y por lo tanto es singular. La singularidad
de la matriz de masa puede causar muchas dificultades en el calculo e interpretacién
de los valores propios y por lo tanto de las frecuencias naturales. La naturaleza
singular de la matriz de masa de la viga se puede resolver al asignar inercias
asociadas a las coordenadas rotacionales us y u4. Esto se hace al calcular la inercia
de la mitad del elemento de viga en cada extremo. En una viga uniforme esto es:

1/ pAl\ [1\? pAB
I:3<p2> (2) = (27.3)

asumiendo esta inercia en us y uy4, la matriz de masas concentradas para un
elemento de viga viene dada por:

1 0 0 0
2
_pAll O L 0 0
M=="10 0 1 0 (27.4)
00 0 L&

Esta matriz diagonal de masas concentradas no es singular y cuando se combina
con la matriz de rigidez del elemento de viga, se pueden determinar de forma
sencilla las frecuencias naturales.



Capitulo 28

Coordenadas locales - globales
y ensamble

Consideremos la estructura de barras de la Figura 28.1. Notar que el sistema de
coordenadas para cada uno de los dos elementos (uy, us, us y ug) esta dirigido en
direcciones distintas. Cada barra vibra solo en su direccién longitudinal, mientras
que el sistema de barras vibra en ambas direcciones X e Y. Para resolver esto, se
definen los desplazamientos de cada barra en el sistema global de coordenadas X =Y.
Estas coordenadas se denotan con la letra U; y se denominan desplazamientos
nodales globales.

Figura 28.1: Estructura de dos barras montadas a una pared por una conexién
articulada
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La configuraciéon geométrica de la estructura se puede utilizar para establecer la
relacién entre los desplazamientos nodales locales u; y los desplazamientos nodales
globales U;. A partir de la Figura 28.1 ug y uy se pueden relacionar con Us, Uy, Us
y Us al examinar la proyeccién de las coordenadas globales en la direccion de las
coordenadas locales. Esto lleva a las siguientes relaciones:

us = UscosO + Ussenb

ug = Uscos®+ Ugsenf (28.1)

donde 6 es el angulo entre el sistema de coordenadas global, X — Y, y el sistema
de coordenadas local que esta alineado con cada barra. La ecuacion 28.1 se puede
escribir de forma matricial como:

Us
[ Zi } - [ Coge Se(r)le 0029 se(r)19 g;l (28.2)
Us
o de manera simbdlica como:
w =10 (28.3)

donde I' denota la matriz de transformacién de coordenadas y Us es la del vector
global de coordenadas que contiene a las coordenadas del segundo elemento (Us =
[Us Uy Us Ug)T). El vector uy contiene las coordenadas locales del segundo elemento
(uz = [ug ua]").

La energia cinética y potencial del elemento 2 en la Figura 28.1 se puede escribir de
dos formas, las que deben ser equivalentes. Esto es, la energia escrito en términos de
uno u otro sistema de coordenadas. Igualando la energia potencial en coordenadas
locales con la escrita en coordenadas globales, se tiene que:
1 1

V(t) = 5uTKeu = §UTFTK6FU (28.4)
donde K. es la matriz de rigidez del elemento en el sistema de coordenadas locales.
Por lo tanto, la matriz de rigidez en el sistema global de coordenadas es:

Ko =TTK.T (28.5)

Para el ejemplo de la Figura 28.1 la matriz de rigidez en el sistema global de
coordenadas es:

cosf 0
_EA | senf 0 1 -1 cosf senf 0 0
- 0 cosf [—1 1 ][ 0 0 cosf senf
0 sen 0

K (28.6)
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La matriz de un elemento de barra K. se obtuvo de la ecuacion 25.7. Realizando
los productos indicados:

cos? 6 sen 6 cos 0 —cos? 6 —senfcos @
EA sen 6 cos 6 sen2 6 —senfcosf —sen26
K = Tl —cos? 0 —senf cos 6 cos? 6 sen 0 cos 0 (28.7)
—senf cosf —sen?46 sen 6 cos 6 sen? 6

la que es una matriz de 4 x 4 correspondiente a las coordenadas globales Us.
Siguiendo el mismo procedimiento para el otro miembro de la estructura, la matriz
global del elemento 1 es:

cos? 6 —senfcosf —cos? 0 sen 6 cos 6
EA | —senfcosf sen2 6 sen 6 cos 6 —sen246
Ky = Tl —cos? 0 sen 0 cos 0 cos? 6 —senf cos 6 (28.8)
sen 6 cos 6 —sen’46 —sen @ cosf sen? 6

que corresponde al vector global Uy = [U; Uy Us Ug|.

Para combinar las matrices de ambos elementos en el sistema global (K1) y K(2)) en
una matriz global del sistema de coordenadas completo U = [Uy Us Uz Uy Us Ug),
K1) se expande a,

cos? 0 —senflcos® 00 —cos?d sen 6 cos 6
—senf cos 6 sen? 6 00 senfcost —sen?46
EA 0 0 00 0 0
/ _
Koy =7 0 o 00 0 0 (28.9)
—cos? 6 senfcosd 00 cos2 6 —senfcosf
sen 0 cos 0 —sen?0 00 —senfcosd sen? 0

se han afadido ceros en la posicién de las coordenadas faltantes Us y Uy. De forma
similar se expande la matriz K3, para que sea compatible con el tamafio del vector
de coordenadas completo U.

00 0 0 0 0
00 0 0 0 0
EA |00 cos? 6 sen 6 cos 6 —cos?f —senfcosf
U —_
K(2) T 00 sen6cost sen? 6 —senfcos) —sen?f (28.10)
00 —cos’0 —senfcosb cos? 6 sen 6 cos 6
00 —senfcosf —sen?6 sen 6 cos 0 sen? 6

Los términos K (1) y K EQ se suman para formar la matriz de rigidez de la estructura
en el sistema de coordenadas globales:
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Por ejemplo, la matriz de rigidez de la estructura para el caso 8 = 30° es:

0,75 —0,433 0 0 —0,75 0,433

—0433 025 0 0 0433 —0,25

K_EAl o0 0 075 0433 —0,75 —0,433
I 0 0 0433 025 —0433 —0,25

~0,75 0,433 —0,75 —0433 1,5 0
0433 —0.25 —0,433 —0,25 0 0,5

Notar que la rigidez efectiva correspondiente a las coordenadas Us y Ug es mayor.
Esto corresponde al punto donde se juntan ambas barras en un nodo comun. Antes
que la matriz anterior se pueda usar en anélisis de vibraciones, se deben aplicar
las condiciones de borde. Examinando la Figura 28.1 es claro que en las uniones
articuladas a la pared los desplazamientos son nulos, es decir, U; = Uy = U3 =
U, = 0. Por lo tanto, después de aplicar las condiciones de borde, la matriz de
rigidez global se reduce a:

_zAis o]

E=="10 05

la que se obtiene al eliminar las filas y columnas de las coordenadas fijas.

Se sigue el mismo procedimiento para determinar la matriz de masa global
consistente. Primero las matrices de masa de cada elemento en el sistema de
coordenadas global vienen dadas por:

Mgy =TTM;T (28.12)

Cada una de estas matrices, M(1) y M2) en el caso de la Figura 28.1, es expandida
para afiadir ceros en las coordenadas faltantes, tal como se realizé para las matrices
de rigidez 28.9 y 28.10. Las matrices expandidas se suman, para dar como resultado
una matriz global de 6 x 6. Esta matriz de 6 x 6 se reduce al aplicar las condiciones
de borde, para dar como resultado la siguiente matriz de masa de 2 x 2:

(28.13)

cos? 6 0
0 sen’ 6

La ecuacién de movimiento de la estructura utilizando elementos finitos se puede
expresar entonces como:

ST RH I
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Las frecuencias naturales vienen dadas por:

1 /3F
= Z 28.15
w1 R ( )
1 [3E
= Z 28.16
wa R ( )

Los resultados de este modelo se pueden mejorar al agregar un mayor numero de
divisiones a cada barra.
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