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Guia EJERCICIOS 1
a) Pruebe que P(EF°) =P(E) —P(EF).
b) Pruebe que P(E°F¢) =1-P(E)—P(F)+P(EF).
¢) Pruebe que
P(EUFUG)=P(E)+P(F)+P(G)
— P(E°FG) — P(EF°G)
— P(EFG®) — 2P(EFG).

., A, eventos tales que P(A;) = 1 Vi. Pruebe
que P(4;N---NA,) =1.

. En una facultad, el 40 % de los alumnos se especializa

en A, el 25 % se especializa en B, y un 5% se especializa
en ambos. Si se escoge al azar un alumno de la facultad,
calcule la probabilidad de que:

a) no se especialice en A ni en B.

b) se especialice sélo en B.

¢) se especialice en B suponiendo que se especializa en
A 6 B.

. Juan, Pedro y Emilio lanzan por turnos una moneda, y

gana el primero que obtiene cara (suponga que ese es el
orden en que lanzan). Explique por qué puede tomarse
como espacio muestral = {1,01,001,0001, 00001, ...}
y escriba los eventos “gana Juan”, “gana Pedro” y “gana

Juan o Pedro” como subconjuntos de dicho 2.

. Dos dados equilibrados se lanzan sucesivamente n veces.

Defina un espacio muestral y una probabilidad adecua-
dos para este experimento. Calcule la probabilidad de
que aparezca al menos un doble 6. ;Cual es el primer n
tal que esta probabilidad es de 1/2 6 mas?

. Un mazo inglés (52 cartas) se revuelve y se van mos-

trando las cartas una por una. Dé un espacio muestral
adecuado para describir este experimento. ;Cudl es la
probabilidad de que la décimocuarta carta sea un as?
; Cudl es la probabilidad de que el primer as aparezca en
la décimocuarta carta?

. En un curso de 40 alumnos deben formarse 3 equipos de

baby fatbol (5 jugadores) y 1 de véleibol (6 jugadores).
;De cuantas formas pueden armarse los equipos si

a) los equipos de fatbol son distinguibles entre si?

b) los equipos de futbol son indistinguibles entre si?

. De un equipo de 5 ingenieros y 7 técnicos debe cons-

tituirse una comision de 2 ingenieros y 3 técnicos. {De
cuantas formas puede hacerse si:
a) todos son igualmente elegibles?
b) hay un técnico en particular que debe estar en la
comisién?
¢) hay un ingeniero y un técnico que no pueden esco-
gerse simultdneamente?

d) 2 de los 5 ingenieros también cuentan como técni-
cos? (distinguiendo el cargo asignado).

. Probar (sin desarrollar las férmulas) que

("7)-3(7)

Indicacion: considere un grupo de n + 1 objetos de los
cuales uno es especial y cuente de dos maneras el niimero
de subconjuntos de tamano 4.
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. Considere un grupo de n personas. Calculando de dos

maneras el nimero de posibles selecciones de un comité
y un jefe del comité, muestre que

zn: k(:) = n2nL,

=0

. Cuédntas derivadas de orden r tiene una funcién de n
variables de la forma f(z1,...,2,)?

Dado n € N, se define F;, como el conjunto de todas las
funciones de {1,...,n} en {1,...,n}. Dado 0 < k < n,
se define

A ={f e Fn: [{i: fi) =i} =k},

es decir, Ay es el conjunto de funciones en F;, con exac-
tamente k puntos fijos. Sea A = J;_, Ay.

a) Pruebe que [4;] = (})(n — 1)"~* y concluya que
Al =n™ — (n—1)".

b) Se escoge una funcién al azar en F,. Calcular la
probabilidad de que esa funcién tenga exactamente
k puntos fijos, es decir, que pertenezca a Ay.

¢) Calcular p,, la probabilidad de escoger al azar una
funcién con algin punto fijo.

d) Pruebe que lim, o pn, = (e — 1)/e.

45 personas indistinguibles suben a un bus vacio que
tiene 60 asientos distinguibles ubicados de a pares, y
cada persona se ubica en un asiento. ;De cuantas formas
pueden quedar ocupados los asientos si:

a) no hay restricciones en la forma de sentarse?
b) se utiliza al menos un asiento de cada par?
¢) se utiliza al menos un asiento de cada par, y hay 2
personas que pueden escoger sentarse o quedar de
pie?
Una urna contiene 3 bolitas rojas y 7 negras. Los juga-
dores A y B van extrayendo bolitas de a una alterna-
damente y sin reposicién (el jugador A extrae primero).
(Cudl es la probabilidad de que la primera bolita roja la
extraiga A?
Hay 20 ninas y 20 ninos en un curso de kinder. Para ir
de paseo se suben a un bus y se sientan de a pares al
azar.

a) {Cudl es la probabilidad de que no quede ninguna
nifia sentada junto a un nino?

b) Parai=1,...,10, jcudl es la probabilidad de que
haya exactamente i parejas de 1 nifia y 1 nifio?

Se ubican 8 torres al azar en un tablero de ajedrez. Cal-
cule la probabilidad de que ninguna torre pueda capturar
a otra, es decir, que cada fila y cada columna contiene a
lo més una torre.

Una urna contiene 5 bolitas rojas, 6 azules y 8 verdes,
y se extrae un subconjunto de 3 bolitas al azar. ;Cuédl
es la probabilidad de que las bolitas extraidas sean (a)
del mismo color?, (b) de colores diferentes? Repita los
calculos suponiendo que las extracciones son con reposi-
cion, es decir, cada vez que se extrae una bolita se anota
su color y se devuelve a la urna.

Un juego de dados tiene las siguientes reglas: se lanzan 2
dados. Si las suma es 2,3 6 12 el jugador pierde. Sies 7 u
11, gana. Si es otro nimero, el jugador continua lanzando
los dados hasta que el resultado sea o bien el resultado
que obtuvo inicialmente, o bien un 7. Si es un 7, pierde.
Si es el resultado inicial, gana. Calcule la probabilidad
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de que el jugador gane. Indicacion: sea E; el evento “el
resultado inicial es ¢ y el jugador gana”. Explique por qué
la probabilidad buscada es igual a 221 P(E;) y calcule
P(E;). Para esto, note que P(E;) = Y ;o P(E; ), don-
de E; , es el evento “el resultado inicial es 7 y el jugador
gana en la n-ésima tirada”.

Dos cajas contienen fésforos buenos y fésforos malos. Su-
ponga que la primera caja contiene n; fésforos buenos
y no fésforos malos, y la segunda caja contiene mq fos-
foros buenos y mo fésforos malos. Se elige una caja al
azar, y de esa caja se elige un fésforo al azar. Calcule la
probabilidad de que el fésforo elegido sea bueno.

Una mujer embarazada decide hacerse una ecografia pa-
ra conocer el sexo de su futuro hijo. Se sabe que la pro-
babilidad de que la ecografia diga que es hombre cuando
en realidad es hombre, es de un 99 %, y que la probabi-
lidad que diga que es mujer cuando en realidad es mujer
es de un 90 %. Suponga que antes de la ecografia las
probabilidades de hombre y mujer son iguales a 50 %.

a) Si la ecografia predice que serd mujer, jcudl es la
probabilidad que efectivamente lo sea?

b) Calcule la probabilidad de que la ecografia se equi-
voque al predecir el sexo.

Sean E'y F dos eventos tales que P(E), P(F) > 0. Dire-
mos que el evento F’ acarrea informacién negativa acerca
de E, denotado por F | E, si P(E|F) < P(E). Pruebe
0 dé un contraejemplo a las siguientes afirmaciones:

a) Si F | E, entonces E | F.
b) SiF|lEyFE/]G, entonces F | G.

Las monedas A y B tienen probabilidades de cara p y
q, respectivamente, donde p < q. Se escoge una de las
monedas al azar y se lanza n veces, y se observa que
todos los lanzamientos salieron cara.

a) {Cudl es la probabilidad de que se haya escogido la
moneda A? ;Qué pasa cuando n — co?

b) Se vuelve a lanzar la moneda una vez més. ;Cuél es
la probabilidad de que vuelva a aparecer una cara?
. Qué pasa cuando n — oo?

La probabilidad que una persona viaje a Buenos Aires
durante un afio es de un 47 %, la probabilidad que viaje a
Miami es de un 38 %, la probabilidad que viaje a Madrid
es de un 20%. La probabilidad que viaje a Madrid y
Buenos Aires es de un 7%, que viaje a Madrid y Miami
es de 0,08, que viaje a Buenos Aires y Miami es de 0,15
y la probabilidad que viaje a los 3 lugares es de un 5 %.
Determine la probabilidad de que:

a) la persona viaje a alguno de los lugares,
) viaje s6lo a Madrid,
¢) viaje s6lo a Madrid y Miami.
) Determine si los sucesos viajar a Buenos Aires y
viajar a Madrid son independientes.

Se lanza una moneda equilibrada dos veces. Sea A el
evento en que la primera moneda cae cara, B el evento
en que la segunda moneda cae cara, y C el evento en
que ambas monedas caen para el mismo lado. Muestre
que estos tres eventos son independientes de a pares (es
decir, A independiente de B, B independiente de C' y
C independiente de A), pero no son independientes en
conjunto.

Se sabe que el 20 % de la poblacién chilena sufre de de-
presién. El plan UltraGold de la isapre Winnermédica
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otorga licencia por depresién teniendo un 90 % de certe-
za de que el paciente sufre la enfermedad. Un paciente
llega a la isapre con los diagnésticos de dos Doctores A
y B que indican que tiene depresién. La Isapre estima
que que cuando se sufre de depresion, el Dr. A diagnos-
tica la enfermedad en el 99% de los casos, y el Dr. B
en el 98 %. Pero ademds, cuando no se est4d enfermo de
depresion, el Dr. A “diagnostica” esta enfermedad en el
60 % de los casos y el Dr. B en el 30% (es decir, dan
licencias falsas). Con esta informacién, jdebe la isapre
otorgarle licencia a este paciente? Indicacion: suponga
que, condicionalmente al estado de salud del paciente,
los diagnosticos de los dos doctores son independientes.
Sea S ={1,...,n} y suponga que Ay B son subconjun-
tos extraidos de manera independiente y al azar entre
todos los posibles subconjuntos de S.

a) Pruebe que P(A C B) = (3/4)™. Indicacién: condi-
cione en la cantidad de elementos de B.
b) Pruebe que P(AB = ¢) = (3/4)™.

Considere dos dados equilibrados que se lanzan simulté-
neamente. Sea X la variable aleatoria igual al producto
de los dos dados. Describa el espacio muestral §2, calcule
P(X =14),4=1,2,...y finalmente calcule la funcién de
distribucién discreta asociada a X.

Se dispone de una urna con n bolitas rojas indistingui-
bles entre si, y m bolitas azules indistinguibles entre si.
Se van extrayendo bolitas al azar sin reposicion y se ubi-
can en una fila ordenada, hasta que se extraen todas las
bolitas.

a) {Cudntas posibles filas resultantes hay?

b) Sea X el nimero de la extraccién en que se acumu-
lan r bolitas rojas (con r < n). Calcule la funcién
de distribucién discreta de X.

Se extraen 4 bolitas al azar y sin reemplazo de una urna
que tiene 20 bolitas numeradas del 1 al 20. Sea X el
nimero mayor de las bolitas extraidas. Indicar el rango
de X y su funcién de distribucién discreta.

Un sistema est4 compuesto por n componentes, cada una
de las cuales funciona con probabilidad p, independiente
del resto. El sistema completo podra operar normalmen-
te si al menos la mitad de sus componentes funcionan.
Para qué valores de p un sistema de 5 componentes tie-
ne mas probabilidad de operar que uno de 3 componen-
tes? En general, jcuando es mejor un sistema de 2k + 1
componentes que uno de 2k — 17

Una persona fumadora tiene dos cajas de fésforos, una en
su bolsillo izquierdo y otra en el derecho. Cada vez que
necesita un fésforo, la persona escoge al azar un bolsillo
y saca un fésforo de la caja correspondiente. Suponga
que inicialmente ambas cajas tenian N fésforos. ;Cudl
es la probabilidad de que la primera vez que la persona
descubre que una de las cajas estd vacia, queden exac-
tamente k fosforos en la otra caja?

SeaaeRy

A (T (Y —i)+a aY
1 Y

Calcular la probabilidad de que A sea invertible si Y ~
geom(p).



