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L1. Sea ¢x una funcién que depende de la variable aleatoria X. Se dice que ¢px es la Funcion
Generadora de Momentos (FGM) y se define de la siguiente manera:

px () = E(e)
y cumple las siguientes propiedades:

= v (0) =E(X)
= % (0) = E(X?)

a) Encuentre la FGM de las siguientes distribuciones:
» X ~ Binomial(n,p) conn € Ny pe€ (0,1).
» X ~ Geométrica(p) con p € (0,1).

b) Sea A € (0,00). Decimos que X distribuye de forma Poisson de pardmetro A, y lo
denotamos como X ~ Poisson(\)) si:

» Encuentre la FGM de la distribucién de Poisson y ocupela para calcular E(X) y
Var(X).
= sia,beRyseaY =a+ bX. Determine ¢y en funcién de px.

c) Sean X e Y dos variables aleatorias independientes, con FGM’s px y ¢y respectiva-
mente. Sea Z = X + Y. Determine ¢z en funcién de py y px.

L2. Sean A, i € (0, 00) dos niimeros positivos cualesquiera. Sean X ~ Poisson(\) eY ~ Poisson(u).
Encuentre la distribucién de Z = X + Y, es decir, calcule P(Z = k).

L3. Sea X ~ Poisson(\) y sea n € N. Pruebe que:

E(X™) = AE(X + 1) 1Y)
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Pauta.

L1. a) Encontrar la FGM de las siguientes distribuciones: Recordemos que la esperanza de una
funcién de mi variable aleatoria (en caso discreto) tiene la siguiente forma:

E(f(X)) = )_ f(k)P(X = k)
keER

Donde R es el rango de mi cariable aleatoria.

1. X ~ Binomial(n,p) conn € Ny p e (0,1):
Partamos por la definicién de la FGM:

ox(t) = E(e) = Zn: eFP(X = k)
k=0

Donde la suma sale de la definicién de esperanza de una funcién. Como el rango de
una binomial son los niimeros naturales del 0 al n.
Recordemos que la probabilidad de una v.a. binomial(n,p) estd dada por:

B(X =) = (Z)pku —p)"

Entonces, reemplazando en la esperanza:
" n " In
E tX: tk kl_ nfk: tkl_ TL*]C: t 1— n
() gzoe P =) > . | (e) (1= p) (pe' +1—p)

k=0

Donde la ultima igualdad surge de la féormula de "Binomio de Newton" para las
potencias de un binomio. Entonces la FGM de una Binomial es:

ex(t) = (pe' +1—p)"

2. X ~ Geométrica(p) con p € (0,1):
PAra el caso de distribucion geoétrica, lo tinico que cambia en el calculo de la FGM
es la forma que toma pa probabilidad. En el caso de la geométrica, sabemos que:

P(X =k)=p(1—p)f' VkeN

Reemplazando eso en la esperanza que define la FGM:
oo (o)
E(etX) _ Z etkp<1 _p)kfl :pz etk(l _p>k71
k=1 k=1

Donde la suma va de 1 hasta oo, pues ese es el rango de la geométrica. Haciendo un
cambio de variable, podemos hacer que esta suma parta desde el 0 y ocupar la serie
geométrica:

[e’e) o0 oo t
_ &
Y eF1—p)Ft=p Y e F(A - p)F =pe' Y (e'(1-p))F = 75
=1 k=0 k=0 1—e'(1-p)
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Entonces la FGM de la distribucion geométrica es:

pet

px(t) = T_et(i—p)

b) Para calcular la FGM de la Poisson, notemos que su rango son todo el conjunto de los
numeros naturales junto al cero, por lo tanto, su FGM se define como:

px(t) =E(e) = i eFP(X = Z otk 7,\)\
k=0

N Zetk 7/\)\ ,\Z e AN — A1)

Donde la tltima suma que se puede notar es la serie de la funcién exponencial () que
converge para cualquier valor real.
Para el célculo de la esperanza y la varianza, utilizaremos las propiedades de la FGM:

¢'x (0) = E(X), ¢’ (0) = E(X?)
Partamos derivando la FGM para calcular la esperanza:

/ _dCPX(t) _ﬂ Aet=1)y _ _A(et=1)/y ot
P(t) = T = Z() = M (e

Reemplazando en 0:
@' (0) = XD (A) = AID(AL) = Ae® = A

= E(X) = ¢x(0) = A

Ahora para calcular la varianza de la distribucién Poisson, ocuparemos la caracterizacién
de varianza: Var(X) = E(X?) — (E(X))2. Ya sabiendo la esperanza, sélo basta conocer
el término E(X?):

" _ dSO'(t) _i Aet=1)y ¢
pilt) = T = S ()

Por la regla de derivacién del producto, tenemos:

d( Met=1)y | HMet-1 @

t
di 7 )

P (t) = (Ae)

_ ()\et)(e)\(et—l)()\et)) + e)\(et—l)(Aet)

Donde la derivada del primer sumando coincidia con la calculada anteriormente. Ahora
reemplazando en ¢t = 0:

P (0) = M) (XD (Ae)) + XD () = A2+ A
Asi, finalmente, obtenemos que la varianza de la Poisson, es igual a su esperanza:

Var(X) =E(X?) — (B(X))? = ¢%(0) = A2 = (A2 +X) = \2 =\
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c) Supongamos que tenemos X e Y dos variables aleatorias independientes (de cualquier
distribucioén), con FGM’s conocidas (¢x, ¢y ). Nos piden encontrar la FGM de la varia-
ble Z=X+Y.

Para encontrarlas haremos uso de la siguiente propiedad de la esperanza en variable
aleatorias independientes.

Si X e Y son independientes, entonces para cualquier dos funciones f y g, de X e
Y respectivamente, se tiene que:

Ocupando esto, acompanado de la definicién de la FGM, tenemos que:
pz(t) = () = E(e'X 1)) = B(eXe™) = E(e)E(e™) = px (H)ev (1)
En conclusién, si tenemos X e Y, independientes. Para Z = X +Y:
pz(t) = px(t)py (1)

L2. Cuando nos piden calcular la distribucién de Z, basta con mostrar cémo es P(Z = k), para k
en el rango de Z (por lo tanto hay que definir también su rango).
Como sabemos que Z = X + Y, con X e Y variables Poisson (naturales de cero a infinito),
por lo tanto Z puede tomar valores desde 0 (cuando X = Y = 0) hasta infinito (cuando
alguna, X oY es infinito). Ahora, por porbabilidades totales, tenemos que:

P(Z=k)=P(X +Y =k) :i P(X +Y = kY = j)P(Y = j)

:i P(X +j = k)P ZP =k—jPY =)

Lo primero que podemos notar, es que, como sabemos la distribucién de X e Y, podemos
reemplazar directamente por su funcién de distribucién en ambas probabilidades. Lo segundo
que es necesario notar, es que: como es el indice j el que se estd moviendo ( y el k esté fijo),
llegard un momento en que j > k, por lo tanto el término k — j sera negativo, como la variable
X es Poisson, la probabilidad de & — j no estara definida, pues se "saldra'del rango de X y

quedaré nula, es decir:
PX=k—j)=0Vj>k

Entonces, esa suma que llega hasta infinito, sumara ceros desde el k£ + 1 en adelante, por lo
tanto podemos decirq ue la suma "se detiene.®® k, pues los otros terminos son nulos:

k
Z X =k—jPY =)

Reemplazamos por la funcién de distribucién de las variables poisson:

kIPX—k HP(Y =34) = —A A —u”j_—A—uk
;)( =k —j)P( —])—Ze me ﬁ_e Z(k‘
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como el k es constante en la suma, puedo reagrupar términos, sacar todo lo que no dependa
de k, y multiplicar y dividir por k! de manera que me quede lo siguiente:

k e K k! j
—(Atp) I V.5 e N ¢ AF i (,u>
; k=) u S %(k—j)!ﬂ A

Reconocemos el término de la combinatoria al interior de la suma:

k! _(k:)
(k=55 \J

Entonces, por Binomio de Newton, tenemos que:

—(Mp) k k! J —(Ap) k k J —(A+p) k
(& k : % e k 1% e k 1%
(B} = Lkl R 142
o J.Z:O (k—j)lj! ()\) P jZ:O (;) ()\) o ( /\>

e \K A+ o~ Ovtn) A+ p)*
k! Ak a k!

En resumen:

k
v i A+ )
P(Z = k) = e” Ot 2

es decir, Z ~ Poisson(\ + ).

L3. Ocupando la definicién de la esperanza y la funcién de distribuciéon de Poisson:

oS o0 k
EX") =) K'P(X =k) =) k"e’A%
k=0 k=0 ’

Notamos que uno de los k de la expresién k™ se cancela con el primer término de k!, entonces

queda:
)\k

_anl—A _1)

Ahora, notamos que el primer término de esta suma es 0, pues todo estd multiplicado por
k"1 por lo tanto, podemos hacer partir esta suma desde k = 1:

)\kz

— n—1_-—X nlf)\
kz::ok e ( i Zk ]

Por 1ltimo, realizamos un cambio de variable en el indice de la suma:
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> k ) k1
A P i

Z Erle—A T — Z(k; +1)" e x

k=1 k=0
o] 1 )\k 0 . .

Donde la ultima igualdad sale de la definicién de esperanza.
Asi, concluimos que:
E(X™) = AE((X +1)" 1)
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