Capitulo 7

El teorema del cambio de
variables

En este capitulo estudiaremos el otro resultado fundamental, aparte del
teorema de Fubini, que nos ayudard a calcular integrales multiples sobre
recintos de forma no rectangular y que ademaés permitira simplificar el calcu-
lo de muchas integrales multiples (de manera parecida a como un caso par-
ticular de este resultado, el método de integracién por sustitucién, simplifica
el calculo de muchas integrales de funciones de una variable). Primero enun-
ciaremos el teorema del cambio de variables y veremos varios ejemplos de
sus aplicaciones. La demostracién de este resultado es larga y complicada, y
en una primera lectura podria omitirse; lo fundamental es comprender bien
su enunciado y saber aplicarlo correctamente.

Antes de enunciar el teorema, recordemos que el (determinante) jaco-
biano de una aplicacién diferenciable f : A — R" (donde A es un abierto
de R™) se define como

Jf(x) = det(f'(x))

para cada z € A. Un difeomorfismo (de clase CP) g entre dos abiertos Ay B
de R™ es una aplicacién g : A — B biyectiva y diferenciable (de clase CP),
tal que su inversa g~ : B — A es también diferenciable (de clase CP).
Recordemos también que, como consecuencia del teorema de la funcién
inversa, si A es un abierto de R® y g : A — R"™ es una aplicacién inyectiva y
diferenciable (de clase CP) en A tal que Jg(z) # 0 para todo x € A, entonces
g(A) es abierto en R" y g : A — ¢(A) es un difeomorfismo (de clase CP).

Teorema 7.1 Sean A y B subconjuntos abiertos y con volumen de R™, y
sea g : A — B un difeomorfismo C'. Entonces, para toda funcién integrable
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f: B — R, la funcion (f o g)|Jg| es integrable en A, y

/Bf - /A(fog>|Jg\.

Observacién 7.2 Si denotamos g = (g1, ..., 9n); Y1 = 91(Z), ..., Yn = gn(x);

y
Jg _ a(gla agn) ’
(1, ..., Tn)
entonces la conclusién del teorema puede escribirse asi:
0 g1, .- 79
/ Fyiy ey yn)dyr .. dyn—/f (1, .y ))‘ ( n ’d{]}‘l N
X1,y Tp)

Es conveniente hacer notar que el hecho de que en este teorema A y B
sean abiertos no supone en la practica ninguna restriccién para el célculo de
integrales, ya que, al tener A y B volumen, sus fronteras tienen medida cero,
y entonces, por los teoremas 4.1(vii) y 3.6 las integrales sobre la adherencia
y el interior de A (y de B) coinciden, de modo que

Jr=[,7= [ oo = [eala

incluso si g dejara de ser un difeomorfismo en la frontera de A o Jg no
estuviera bien definido en dicha frontera. Se sigue de estas observaciones
que el enunciado del teorema del cambio de variables sigue siendo wvdlido
si A y B se reemplazan por conjuntos com volumen cuyos interiores son
difeomorfos mediante un difeomorfimo g de clase C'. La seccién dedicada
al cambio a coordenadas polares (ver mas adelante) ilustrara este hecho.

Antes de ver ejemplos y aplicaciones de este teorema, esbozaremos una
justificacion intuitiva del mismo. Sea S un rectangulo muy pequeno contenido
en A. Entonces, como g es un difeomorfismo, g es aprorimadamente una
aplicacién afin en las proximidades de S, y ¢(S) es aproximadamente un
paralelepipedo. Si g fuera realmente afin sobre S, el volumen de g(S) serfa
| det g|v(S). Como la aplicacién y — g(z) + Dg(x)(y — =) aproxima bien a
g cerca de x y es una aplicacién afin, tendriamos que el volumen de g(5)
serfa aproximadamente igual a |Jg|v(S), es decir, haciendo S cada vez mas
pequeno, tendriamos que estas cantidades infinitesimales coinciden:

f(g(@))|Tg(@)|dz = f(y)dy,
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luego, sumando todas estas cantidades infinitesimales (es decir, integrando),
obtendriamos el resultado:

/ F(g(2))|g(x)|dz = / fw)dy.
A B

Veamos ahora algunos ejemplos.

Ejemplo 7.3 Usando el teorema del cambio de variables, hallar el volumen
del paralelepipedo engendrado por los vectores (1,1,1), (2,3,1), y (0,1,1)
en R3.

Ejemplo 7.4 Usando el cambio de variables z = u + v, y = u — v, calcular
T (1
N fy (22 + y?)dwdy.

Hay algunos cambios de variable que son particularmente ttiles en mul-
titud de situaciones practicas y que por ello merecen una atencién especial.
Los cambios a coordenadas polares, esféricas o cilindricas son algunos de los
mas empleados.

Coordenadas polares
Sea g : R? — R? la aplicacién definida por
g(r,0) = (rcos@,rsend).

Aunque g es diferenciable de clase C'°, no es inyectiva en todo RZ?. Sin
embargo, si la restringimos al abierto U = {(r,0) : r > 0,0 < 6 < 27}
entonces si que es inyectiva (compruébese), y su jacobiano es

cos —rsenf

=rcos’0 +rsen’d =r >0
senf rcos6

Jg(r,0) =
en todo este conjunto U, luego por el teorema de la funcién inversa g : U —
g(U) es un difeomorfismo de clase C°; se comprueba inmediatamente que
g(U) = R%\ ([0,00) x {0}). Es decir, g transforma difeomérficamente la
banda abierta U sobre todo el plano excepto los puntos de la recta y = 0
con coordenada x positiva. Como dichos puntos forman un subconjunto de
medida cero de R?, estos puntos no afectan al valor de las integrales a las que
se aplique el cambio de variables g (ver la observacién 7.2) y, para nuestros
propésitos de calculo de integrales, podemos actuar como si g fuera una
biyeccién definida de la banda cerrada U = {(r,0) : 7 > 0,0 < 6 < 27}
sobre todo el plano R2.
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De esta manera, si B es cualquier sunconjunto con volumen de R?, y A =
g~ 1(B), al aplicar el teorema del cambio de variables a la transformacién g
(y teniendo en cuenta las observaciones anteriores), se obtiene la siguiente
formula:

/ flx,y)dzxdy = / f(rcos @, rsenf)rdrdf
B A

Ejemplo 7.5 Sea A = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1}. Aplicar el cambio de
variables a coordenadas polares x = r cosf, y = rsenf para hallar

/ e Y dxdy.
A

Ejemplo 7.6 Calcular [}, log(z*+y?)dzdy, donde D = {(z,y) : x >0, y >
0, a® < 22 + 9% < b?}.

Ejemplo 7.7 Hallar el area de un circulo de radio r usando el cambio a
coordenadas polares.

Coordenadas esféricas
Sea ahora g : R? — R3 la aplicacién definida por
g(r,p,0) = (rsenpcos 0, r senpsend, r cos ).

Como sucedia en el caso de las coordenadas polares, g es C°° pero no es
inyectiva en todo R®. No obstante, restringiéndola al abierto U = {(r, ¢, 0) :
r>0,0<6<2m0<p<m}, gsiesinyectiva (no es dificil comprobarlo),
y su jacobiano es

senp cosf rcospcost —rsenpsend
Jg(r,¢,0) = | sengsend rcospsend rsenpcosh | =r’iseng >0
Cos —7rseny 0

en cada (r,¢,0) € U, luego por el teorema de la funcién inversa g : U —
g(U) es un difeomorfismo de clase C™. Se ve ficilmente que g(U) = R3\
{(z,y,2) : y =0,z > 0}. Es decir, g transforma difeomérficamente la banda
abierta U sobre todo el espacio R? excepto los puntos del plano y = 0 con
coordenada x positiva. Pero dichos puntos forman un subconjunto de medida
cero de R3, luego estos puntos no afectan al valor de las integrales a las que
se aplique el cambio de variables g y, como en el caso de las coordenadas
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polares, para calcular integrales podemos hacer como si g fuera una biyeccion
definida de B = {(r,,0) : 7 > 0,0 < § < 27,0 < ¢ < 7} sobre todo R3. En
este caso, si B es cualquier sunconjunto con volumen de R?, y A = g~ 1(B),
aplicando el teorema del cambio de variables a g, obtenemos la siguiente
férmulas:

/ f(x,y, z)dxdydz = / f(r cos Bseny, rsenfseny, r cos @ )r’senpdrdpdd.
B A

Ejemplo 7.8 Sea B la bola unidad de R3. Calcular las integrales

dxdydz
B2+ 22 +y2+ 22

/e(x2+y2+22)3/2dxdydz.
B

Coordenadas cilindricas

El cambio a coordenadas cilindricas consiste en hacer un cambio a polares en
las coordenadas z, y de cada punto (z,y, z) € R3, mientras que la coordenada
z permanece fija. La transformacién adecuada es pues

g(r,0,z) = (rcosf,rsend, z),

donde g esta definida en el abierto U = {(r,60,z) : r > 0,0 < 0 < 27}, y su
imagen es todo R3 excepto los puntos del plano y = 0 con coordenada = > 0
(puntos que forman un subconjunto de medida cero de R?). El jacobiano de
g es en este caso Jg(r,0,z) =r > 0en U. Asi, si B es cualquier sunconjunto
con volumen de R3, y A = g~1(B), tenemos la siguiente férmula de cambio
de variables:

/ f(z,y)dxdydz = / f(rcosf,rsenf, z)rdrdfdz.
B A

Ejemplo 7.9 Calcular [} ze*IQ*dexdydz, donde D = {(z,y, 2) : 22 +y* <
1,0 <z <1}

Ejemplo 7.10 Calcular [, zv/2% 4 y?dxdydz, donde D = {(z,y,2) : 1 <
22 +y? <2,1<2<2}.

Ejemplo 7.11 Hallar el valor de

11 py/1-y2
/ / / 2(2% 4 y?)dadydz.
0 J-1J—y/1-y2
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Demostracion del teorema 7.1

La demostracién del teorema del cambio de variables es necesariamente larga
y complicada técnicamente. Seguiremos estos pasos:

m Paso 1: Si L : R™ — R"™ es una aplicacién lineal y A un conjunto con
volumen entonces v(L(A)) = |det L|v(A).

= Paso 2: Si C' es un conjunto con volumen tal que C C A, entonces
g(C') también tiene volumen.

= Paso 3: Si C' C A es un conjunto cerrado y con volumen, entonces
oa(©) < [ 17al

= Paso 4: Sea C' un subconjunto cerrado y con volumen de A. Entonces,
para toda f: g(C) — R integrable,

/g(c)f:/c(fog)!Jg\-

» Paso 5: El teorema es cierto, incluso si z — |Jg(x)| o z — 1/|Jg(z)]
no estan acotadas sobre A y las integrales son impropias.

Paso 1. Comenzamos por probar el teorema en el caso mas sencillo, aunque
no del todo trivial: suponiendo que g es lineal, f = 1 y A es un conjunto
con volumen:

Lema 7.12 Sean L : R® — R"™ wuna aplicacion lineal, y A C R™ un con-
Junto con volumen. Entonces L(A) tiene volumen, y

v(L(A)) = | det L{v(A),

/ 1:/ | det L|.
L(A) A

Demostracion: Nos bastaria con probar esto en el caso que L es isomorfismo
lineal (es todo lo que se requiere para demostrar el teorema del cambio de
variable), pero como el enunciado de este lema es cierto incluso cuando L no
es isomorfismo, discutiremos también este caso. Si det L = 0 entonces L(A)

estd contenido en L(A), que es compacto y a su vez estd contenido en un

es decir,
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hiperplano de R", luego L(A) tiene medida y contenido cero, y la igualdad
v(L(A)) = |det L|v(A) es trivial en este caso. Podemos suponer entonces
que det L # 0, es decir, L es un isomorfismo lineal.

Veamos primero que L(A) tiene volumen si A lo tiene. Por el ejercicio
2.24 sabemos que una aplicacién de clase C'! entre dos abiertos de R” trans-
forma conjuntos de medida nula en conjuntos de medida nula. En particular
esto es cierto para una aplicacién lineal L : R® — R”. Por tanto, si A
tiene volumen, 0A tiene medida cero y L(OA) también. Pero, como L es
isomorfismo lineal, 0L(A) = L(0A), de modo que OL(A) tiene medida cero
y asi L(A) tiene volumen.

Para establecer la igualdad v(L(A)) = |det L|v(A), recordemos que si
L : R"” — R" es una aplicacién lineal, entonces existen aplicaciones lineales
Li,...,Ly : R" — R" tales que L = Lj o...o Ly y cada Lj opera sobre
cualquier vector x € R™ de una de las maneras siguientes:

(a) Una coordenada de z se multiplica por una constante, y las demds
coordenadas permanecen invariables;

(b) Para ciertos i, j (fijos para cada Ly), se reemplaza la coordenada x; por
x; + x5, mientras que las otras coordenadas permanecen invariables.

Esto es equivalente a afirmar que cualquier matriz n X n se descompone
como producto de matrices n X n cada una de las cuales es de uno de los dos
tipos siguientes: o bien se obtiene de la matriz identidad sustituyendo un 1
de la diagonal por una constante ¢, o bien se obtiene a partir de la matriz
identidad poniendo un uno en vez de un cero en cualquier lugar fuera de la
diagonal principal.

Puesto que det L = det L... det Ly, basta probar el resultado para cada
una de las Lj anteriores. Es decir, podemos suponer que L es de una de
las formas (a) o (b) anteriores. En efecto, si v(L;(A)) = |det Lj|v(A) para
cada L; y cada conjunto con volumen A entonces, aplicando este hecho
reiteradamente, obtenemos que

v(L(A)) = | det Ly || det Ls|...| det Ly|v(A) = |det L|v(A).

Veamos pues que si L es una aplicacién lineal del tipo (a) o (b) anteriores
y A es un conjunto con volumen entonces v(L(A)) = |det L|v(A). A tal fin,
comenzamos considerando el caso especial en que A es un rectangulo,

A= [al,bl] X [ag,bg] X ..o X [an,bn].
Si L es del tipo (a), es decir,

L(zy1,...,xpn) = (T1, ooy CTiy ooy Ty,
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donde ¢ es una constante, entonces es claro que det L = ¢, y
L(A) = [al,bﬂ X ... X [CCLQ,CbQ] X ... X [an,bn],

sic>0,y
L(A) = [al,bﬂ X ... X [CbQ,CCLQ] X ... X [an,bn],

cuando ¢ < 0, luego v(L(A)) = |c|v(A) en ambos situaciones, y el resultado
se cumple para aplicaciones del tipo (a). Supongamos ahora que L es del
tipo (b), es decir

L(.%'l, ,.%'n) = (1‘1, ey Li—1, T + Tj, Titl, ...,l’n),

entonces es obvio que det L = 1, y por tanto sélo hay que probar que v(A) =
v(L(A)) en este caso. Como

L(A) = {(x1, ..., Ti—1, Ti + Tj, Tit1, ..., Tn) © T € [ag, b},

entonces, utilizando el teorema de Fubini, obtenemos que

n

U(L(A)) = (/D 1Ddacidxj) H (bk - ak)7

k=1,k#i, k]

donde D = {(zj,x; + x;) € R* : z; € [a;,b;],x; € [a;,b;]}. Por tanto,
tendremos lo que deseamos si probamos que

/ 1DdIL’Z‘dCCj = (bj - aj)(bi - az‘)-
D

Es decir, en realidad basta con demostrar esto en el caso de R?, cuando
A =la,b] x [¢,d] y L : R? — R? est4 definida por

L(z,y) = (z,2 +y).

Pero esto es ya un sencillo ejercicio que se deja al cuidado del lector (hdgase
un dibujo para convencerse de que v(L(A)) = (b—a)(d —¢) = v(A) si no se
tiene ganas de calcular).

Este argumento prueba que v(L(A)) = |det L|v(A) cuando A es un
rectdngulo y L es una aplicacién lineal del tipo (a) o (b). Veamos por dltimo
que esta igualdad sigue siendo cierta en el caso de que A es un conjunto
cualquiera con volumen (y L sigue siendo de uno de esos dos tipos).

Sea S un rectangulo que contiene a A y tomemos € > 0 cualquiera. Como
A tiene volumen existe una particion P de S tal que

9 9
A)—L(14,P) < .
|detL|7 y U( ) ( AJ ) — ‘det L|

U(1a4,P) —v(A) <
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Sean entonces V =V, = J{Q e P: QC A}, yW=W.={Q € P:
Q N A # (0}. Por lo anterior se tiene que

v(IL(V) = > w@@Q)= > |detLjv(Q)=
QEPRCA QeEP,QCA
|det L|L(14, P) > |det L|v(A) — ¢,

y andlogamente v(L(W)) < |det L|v(A) + €. Ahora, como V. C A C W,
tenemos que L(V) C L(A) C L(W), y como ya sabemos que L(A) tiene
volumen, esto impone que

|det Lu(A) — e < o(L(V)) < v(L(A)) < v(L(W)) < | det Lv(A) + ¢,

y en particular |det Ljv(A) —e < v(L(A)) < |det L|v(A) + e. Como € > 0
es arbitrario se deduce de aqui que v(L(A)) = |det Ljv(A). O

Paso 2. Veamos ahora que los difeomorfismos transforman conjuntos con
volumen en conjuntos con volumen.

Lema 7.13 Sea g: A — B un difeomorfismo C' entre dos abiertos de R™.
Si C es un conjunto con volumen tal que C' C A, entonces g(C) también
tiene volumen.

Demostracion: Como g es un difeomorfismo, dg(C) = ¢(0C). Por el ejer-
cicio 2.24 sabemos que una aplicacién de clase C' entre dos abiertos de
R"™ transforma conjuntos de medida nula en conjuntos de medida nula. En-
tonces, como 9C tiene medida nula (puesto que C' tiene volumen), resulta
que 0g(C) = ¢(0C) tiene también medida nula, lo que significa que g(C)
tiene volumen. O

Paso 3. Veremos que si C C A es un conjunto cerrado y con volumen,
entonces

v(g(C)) < /C 17gl.

A tal fin, probaremos primero una versiéon aproximada de este hecho para
el caso en que C' es un cubo, de lo cual deduciremos el caso general.
Recordemos que la norma || - o : R — R definida por

[#]loc = sup |z
1<i<n

tiene la propiedad de que para todos x € R™ y r > 0,

Bo(z,r) ={y e R": ly—z||oc <7} =21 =121 +7] X 0. X [T, — Ty Ty + 7],
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es decir, la bola By (x,r) es un cubo de centro = y lados de longitud 2r.
Obviamente, todo cubo C' en R" puede expresarse de esta manera para
ciertos x y r. El siguiente lema nos da la clave de la demostracién de este
paso:

Lema 7.14 Sea g : A — B un difeomorfismo C' entre dos abiertos de R
y K un compacto contenido en A. Entonces, para todo € > 0 existe un 6 > 0
tal que, si QQ es un cubo de lados menores o iguales que § y x € Q N K, se
tiene

v(9(Q)) < (14 ¢)"|det ¢'(2)[v(Q).

Demostracion: Como ¢' y (g~ !)" son continuas en el compacto K, ambas
aplicaciones estdn acotadas en K, y por tanto existe una constante M > 0
tal que, para todo x € K, los isomorfismos lineales ¢'(x) satisfacen que

1
2717l < 19" @)(2)lloo < M2 o0,

para todo z € R", lo cual equivale a decir que, para todo = € K, y para
todos y € R™, r > 0,
r
Boo(9'(2)(y): 37) € 9'(2)(Boo(y, 7)) S Boolg'(2)(y), Mr). (1)

Por otra parte, como g es de clase C'! en el compacto K C A, g es uniforme-
mente diferenciable en K (ver problema 7.29), es decir, dado € > 0, existe
01 > 0 tal que

lo(y+b) = 99) = g @) (0o < 5= 1A (2)

para todos y € K, |h]] < §1. Ademds, como ¢’ es uniformemente continua
en el compacto K, existe do > 0 tal que

g’ (z) =g’ (W)l < 300

para todos z,y € K con ||z — y|lec < d2, lo que conlleva
) o < £
l9°(2)(h) = g (W) (Moo < 77110 (3)

para todos z,y € K, h € R", con ||t —y|loc < d2y ||h|| < 2. Ahora, tomando
d = min{d1, 02} y combinando las desigualdades (2) y (3), tenemos que

lo(y + k) = 9(y) = g/ @)(R) e < 1] (4)
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es decir, para todo x,y € K con ||z —y| <0y ||h] < 4§, se tiene que

9(y +h) = [g(y) + ¢'(2)(h)] € Bo(0, %Ilhll) C ¢'(2)(Boo(0,¢[|R]])),
lo que implica que

9(Bos(y,7)) € 9(y) + 9'(2)(Bso(0,7)) + g'(2)(Boo (0, 27))
C 9(y) + 9'(2) (B (0,7(1 +¢)))

para todo z,y € K con z € Buy(y,r), 7 € (0,0), y por tanto, tomando
volumenes y teniendo en cuenta el paso 1,

v(9(Boo(y:7))) < v(g(y) + 9'(2)(Boo(0,7(1 +¢)))) =
(g (2)(Bso(0,7(1 +€)))) = | det g'(2)[0(Boo (0, 7(1 + ))),

y, como v(Buo(z,t)) = (2t)" para todo z € R™ y t > 0, esto equivale a

v(g(Boo(y,7))) < |det ¢ (z)|(2r)"(1 + )" =
(1 + &) det ¢ (2)|v(Boo(y, 7))

para todo y € K, z € K N By(y,7), r € (0,9). Esto prueba que, para todo
g > 0 existe un 6 > 0 tal que para todo cubo @) de centro y € K cuyos lados
midan menos que 4, y para todo x € K N Q, se tiene

v(9(Q)) < (1 +¢)"|det g'(2)[v(Q).

Ahora ya podemos deducir el resultado principal del paso 3:

Lema 7.15 Sea g : A — B un difeomorfismo C' entre dos abiertos de R™
y sea C un cerrado con volumen contenido en A. Entonces,

v(g(C)) < /C Tg(x)|de.

Demostracion: Sea s = distoo(C,0A). Como C es un compacto contenido
en el abierto A, se tiene s > 0. Sea K = {x € A : distoo(z,C) < s/2};
claramente K es un compacto contenido en A. Ademads, cualquier cubo @
de lados menores que §; := s/2, y cuya interseccién con C' sea no vacia,
estara contenido en K.

Ahora, aplicamos el lema anterior (7.14) a nuestro compacto K: fijado
un € > 0 arbitrario, existe d9 > 0 tal que, si Q es un cubo de lados menores
o iguales que d2 y x € Q N K, se tiene

v(9(Q)) < (14 )" det g'(2)[v(Q). (5)
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Por otro lado, como la aplicacién z — |Jg(x)| es continua en el compacto
C, que tiene volumen, |Jg| es integrable en C'. Sea S un cubo que contenga
a C. Al ser |Jg| integrable en C, dado ¢ > 0 existe d3 > 0 tal que para
cualquier particién P de S en cubos @1, ..., QN cuyos lados miden menos
que 63, y 1 € S, ..., ty € Sy cualesquiera, se tiene que

N
| 1791 - I ERECAEE

y por tanto
N

>~ gl l1o(@e(@) < [ 1g]+<. (6)

i=1 c

Sea ahora § = min{d1, d2,03}. Fijemos P una particién cualquiera de S en
cubos de lados menores o iguales que 9, y sea

P.={QeP:QNnC +0}.

Para cada Q € P escojamos x¢g € ) de tal manera que g € @ N C cuando
Q € P.. Como 0 < 01 = 5/2, se tiene zg € Q C K para todo Q € P, y
entonces, por (5) y (6),

o(9(Q) < 1+ g@(@), v 3 oaa)n(@) < / gl +e
QEP. ¢

para todo Q € P..
Entonces, aplicando el paso 3 y el teorema 4.1(vii), obtenemos que

v(g(@) =o(|J 9(CNQ) =D vglCnQ) =Y vg(CNnQ))

QepP QeP QeP.
<3 w(e@) < Y (1 +e)" [ g(m0)u(Q)
QePF: QeP.
=+ Y Wgoliclo(@ < 1+ ( [ gl +2).
QcP c
es decir
w(g(C)) < (1+ &) /c gl +2). (s)

Finalmente, teniendo en cuenta que en todo este razonamiento ¢ > 0 es
arbitrario e independiente de C', haciendo tender € a cero en la desigualdad
(8), obtenemos lo que deseabamos: v(g(C)) < [, [Jgl.



73

Paso 4. Lo mas duro de la demostracion del teorema del cambio de variables
ya ha pasado, y estamos en condiciones de probar el teorema para cualquier
subconjunto cerrado y con volumen de A:

Lema 7.16 Sea g : A — B un difeomorfismo C' entre dos abiertos de R™
y sea C' un subconjunto cerrado y con volumen de A. Entonces, para toda
funcion f: g(C') — R integrable,

/g(c)fz/c(fog)lzfgl-

Demostracion: Como las aplicaciones x — |Jg(z)| y = — 1/|Jg(z)| son
continuas en los compactos C'y D = g(C) respectivamente, ambas estdn
acotadas en dichos conjuntos, que ademads tienen volumen (paso 2), y por
tanto |Jg| es integrable en C'y |Jg~!| = 1/|Jg| es integrable en D. Ademas,
si S es un rectangulo que contiene a C'y D(f) es el conjunto de discon-
tinuidades de la extensién canénica de f a S, es claro que D(f) C By D(f)
tiene medida cero (por ser f integrable en g(C)), luego, como g~ ! : B — A
es de clase C', se tiene que g~ '(D(f)) tiene medida cero (ejercicio 2.24).
Pero, como g es un difeomorfismo, g~!(D(f)) es precisamente el conjunto
de discontinuidades de fo g, denotado por D(fog). Por tanto D(fog) tiene
medida cero, y asi f o g es integrable en C.

Sea S un rectdngulo que contenga a g(C), y extiéndase f a S poniendo
f=0en S\ g(C) como de costumbre. Sea P una particién cualquiera de
S en subrectangulos S, ..., Sy. Utilizando el resultado del paso anterior y
el hecho evidente de que m(f,S;) = m(f o g, 1(S;)), asi como el teorema
4.1(vit), tenemos que

N N
— Zm(f, Si)v(S;) = Zm(f, Si)v(g(g~"(S1)))
i=1 i=1

N

im(f, )/gl( |Jg| = Z/gl Si)lJg|
:i/g (fog,g7\(S \Jg|<Z/ (fog)lJgl =

= o Jag| = ° Jagl = o Jal,
[ ealisl=[ (ool /C (o g)lg

L(f,P) < /C(fog)ng\~

es decir,
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Como esto vale para cualquier particién P de Sy f es integrable en g(C),

se deduce que
[ 1< [ weall. (9)
9(C) c

Por supuesto, todo lo que se ha hecho hasta ahora, y en particular esta
tltima desigualdad, se puede aplicar al difeomorfismo ¢! : B — A en lugar
de g, y a cualquier funcién integrable h : C' = g~!(g(C)) — R. Asi pues, si
ponemos g~! en lugar de g y h = (f og)|Jg| en lugar de f en la desigualdad
(9), obtenemos

[oansl< [ (rogeg™igleg™ g = [ £ o)
c 9(C) 9(©)
ya que go gt = I, luego I = (¢’ o g~') o (¢!, donde I es la aplicacién
identidad, y tomando determinantes, 1 = (|Jg| o g~1)|Jg7!|.

Finalmente, combinando las desigualdades (9) y (10) obtenemos el re-

sultado que buscabamos:
[ 1= weall.
9(C) c

Paso 5. Para terminar este capitulo veremos que el teorema del cambio

de variables es cierto tal y como estd enunciado, incluso si  — |Jg(x)| o

x — 1/|Jg(x)| no estdn acotadas sobre A y las integrales son impropias.
Sea (K,,) una sucesién cualquiera de compactos con volumen tales que

o
K, C K41 para todon, y A = U K,,.

n=1

Por el teorema 6.3), para probar que (f o g)|Jg| es integrable en A (quizés
impropia) y que [,(f o g)|Jg| = [5 [, basta ver que

lim Kn(fog)\ngz/Bf-

n—

Ahora bien, como g : A — B es un difeomorfismo, (g(K,)) es una sucesion
de compactos con volumen tales que

9(Kp) C g(Kp41) para todon, y B = U g(Kp).

n=1
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Entonces, como f es integrable (quizds impropia) sobre B, esto implica (otra
vez por el teorema 6.3) que

lim / f - / £
=00 Jg(Kn) B

pero, por el resultado del paso anterior,

/ f={ =og)llgl
9(Kn) Ky

luego, combinando estas dos ultimas igualdades obtenemos lo que deseamos:

1 oqg)lJgl = .
fm Kn(f 9y /Bf

n—oo

Problemas

7.17 Determinar el drea de la region acotada por las curvas zy = 1, xy = 2,
y = 2% e y = 222, por medio del cambio de variables u = xy, v = y/22.

7.18 Hallar el volumen de la regién determinada por la interseccién del
cono sélido 22 > 2% + 4% y la bola 22 + y? + 22 < 1.

7.19 Usar coordenadas cilindricas para hallar el volumen del sélido 7' lim-
itado superiormente por el plano z = y e inferiormente por el paraboloide
z=a2+ y2.

7.20 Demostrar que el volumen de un cono circular de radio de la base r
y altura h es %71’7’2h.

7.21 Calcular

1
dadyd
/Dl+x2+y2+z2 res

donde D es la bola unidad de R3.
7.22 Utilizando coordenadas polares, calcular las integrales:
(a) [psin(z? + y*)dzdy, siendo D = {(z,y) € R? | 2% + y? < 1}.

(b) [p |z + y|dzdy, siendo D = {(z,y) € R? | 2* + y* < 1}.
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(¢) [plog(z? + y?)dady, siendo D = {(z,y) € R? [ a < 2? +y* < b*,z >
0,y > 0}.

(d) fD(:L“2 + y?)"3dxdy, siendo D = {(z,y) € R? | 1 < 2?2 +9% < 4,0 <
y <z}

7.23 (a) Hallar el drea limitada por las curvas en polares: p = acosf y
p=a(l+cosf); (a >0).

(b) Hallar el area limitada por la curva en polares: p = a|sin36|; (a > 0).

(c) Hallar el 4rea limitada por la lemniscata: (22 + 32)? = 2a(z? — y?);
(a > 0).

7.24 Se considera la transformacion ¢(u,v) = (u? — v% 2uv); sea D =
{(u,v) € R? |1 <u?+0v? < 9,u>0,v>0}. Determinar el conjunto ¢(D) y
calcular su drea. Indicacion: {Qué es ¢(z) cuando z = u + iv es un nimero
complejo?

7.25 Se considera la transformacién ¢(u,v) = (x = u + v,y = v — u?); sea
D el tridngulo de vértices (0,0), (2,0) y (0,2) en el plano (u,v). Comprobar
que ¢ es un cambio de variables alrededor de D. Determinar el conjunto
¢(D) y calcular su drea.

7.26 Utilizando cambios de variable, calcular:

a 22 4+ y?)dxdy, siendo D = {(z,y) e R? |1 <22 — 4?2 <9, 2< 2y <
D
4}.

M) fp 1z dady, siendo D = {(z,y) € R? | 1 < 42?2 +¢% < 16,2 >
0,y > 0}.

(¢) [p(a® +y?)dudy, siendo D = {(z,y) € R* | 2? —y? < 1,]y| > 1}.
7.27 Calcular:
(a) [, (a* 4+ y*)dzdydz, donde V = {(z,y,2) € R | 2? + y? < 2z < 4}

(b) [y, zdwdydz, donde V = {(z,y,2) € R} | 2? + 3> + 22 < 1,2 > 0,y
0,z > 0}.

v

(c) fV 2(x + y)dzdydz, donde V estd limitado por: z = 0, z = a, vy = a?,

2(x +y) = 5a, (a>0).
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(d) [, e“dzdydz, donde V = {(z,y,2) € R? | 2% + y* + 22 < 1}.

(e) [ zsin(2? + y?)dedydz, donde V = {(x,y,2) € R | 0 < (R* — 2® —
y*)'%}, (R >0).

(1) Jy, |2|dedydz, donde V = {(z,y,2) € B | 22 +32 < 1,2* < 2?}.

(8) [y (x® +y*+2?)2dadydz, donde V = {(z,y,2) e R? | a® < 2+ +
22 < b?}.

7.28 Calcular el volumen de los cuerpos siguientes:
(a) El cuerpo limitado por los cilindros 22 + 3% =1y 22 + 2% = 1.

(b) El cuerpo limitado por la superficie z = 22 + y? y los planos z = 2 y
z=4.

(c¢) El cuerpo limitado por una esfera de radio R y un cono de dngulo en
el origen 2q, si el vértice del cono esta en el centro de la esfera.

(d) El cuerpo limitado por la esfera 22 4+ y? 4 22 = a? y el cilindro (z —
a/2)? +y? = a?/4.

(e) El cuerpo limitado por las superficies t+y = z; zy = 1, y = z, y = 2x,
z = 0.

7.29 Se dice que una aplicaciéon g : A C R" — R™ es uniformemente
diferenciable en U C A si es diferenciable y ademads, para todo ¢ > 0 existe
6 > 0 tal que

lg(y) = 9(x) — g'()(y — @)l < elly — |
para todos z,y con xz € U, ||y — z| < 4.

Probar que si g : A C R® — R™ es de clase C'! entonces, para todo
subconjunto compacto K C A, g es uniformemente diferenciable en K.
Indicacion: Reducirlo al caso de una funcién que g que tome valores es-
calares. Utilizar el teorema del valor medio y que la derivada ¢’ es uniforme-
mente continua en el compacto K.

7.30 Calcular, mediante una transformaciéon previa de coordenadas, las
integrales:

(a) f02 o 2a—a® Jo 2V 2% + y?dzdydz (a cilindricas).

(b) 02R f,j% I RQ_xLyQ(xQ + y?)dzdydx (a esféricas).
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7.31 Hacer un cambio de variables a coordenadas polares y usar los teo-
remas sobre integrales impropias para calcular fR2 e_“”2_y2dxdy. Después,
utilizar el teorema de Fubini para probar que

/ e dy = V.

7.32 Enunciar y probar una versién del teorema del cambio de variables
para difeomorfismos C! entre abiertos posiblemente no acotados e integrales
impropias.

7.33 ;Para qué valores de p es la funcion
f,y,2) = (@ +y° + 22)P

integrable sobre B, donde B es la bola unidad euclidea de R3? ;Para cuéles
lo es sobre R?\ B?

7.34 Sea A = {(z,y) € R? : 22 + 3? < 1} la bola unidad abierta en el
plano. Hallar el valor de las siguientes integrales impropias:

(a) fA [1 — \/m]%hdy, para p < —1.
(b) [, ﬁdxdy.

7.35 Deducir férmulas para el volumen de cuerpos de revolucién en R3.
Después calcular el volumen del toro engendrado al girar una circunferencia
de radio r y centro (a,0,0) situada en el plano y = 0 alrededor del eje z (se
supone 0 < r < a).





