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Integraciéon en Rectangulos

P1 Usando el siguiente lema, demuestre el teorema:
Lema. Sea f: K CR" — R™ continua, con K compacto = [ es uniformemente continua.

Teorema. Sea f: R CR" — R, R rectangulo y f continua = f es Riemann Integrable en R.
P2 a) Sea f una funcién continua sobre un rectangulo R C R"™. Demuestre que:
<
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Indicacion: Use suma inferior y superior de Riemann.

b) Si f(z,y) = exp(sin(z+y)) y R = |—n, x| X [—m, 7|, mostrar que:
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P3 [Propuesto]

a) Usando sumas de Riemann, demuestre que la funcion f(z,y) = 322 + 2y es integrable
sobre el dominio D = {(z,y) : 0 <2 <1,0<y <2}

b) Considere la particion R,, equiespaciada del rectangulo R = [—1, 1,] x [—1, 1]. Demuestre,
usando la definicion de integrabilidad o una forma equivalente , que la funcion f(z,y) =
2?2 + 32 es integrable en el rectangulo R.

P4 Sea R =10,1] x [0,2], utilizando sumas de Riemann encuentre: / / xe?
R

P5 Calcule / exp(z +y) donde T es el triangulo de vértices (0,0), (1,0) y (0,2).
T

P6 Pruebe las siguientes propiedades de la Integral de Riemann:

Teorema. Sean f,g: R CR"” — R Riemann Integrables, R rectingulo, entonces:
1) Monotonia: Vz € R, f(x) < g(x) = / f< / g
R R

11) Valor Absoluto: |f| es RI A ‘/ f’ §/|f]
R R
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Definicion (Rectangulo). R C R” rectangulo <= Ja,be R", Vi€ I, a; <b; N R = [][a, bi]
=1
Notacion. Volumen: Vol(R) = [][(b; — a;)
=1
Definicion (Reticulado). R C R™ rectangulo, S = {R; }ics familia de rectangulos
S reticulado de R <= R = URi AYi,jel, i j, int(R;) Nint(R;) =10

i€l
Definicién (Suma Inferior y Superior). f: R C R" — R acotada, S = {R;};cs reticulado de R
rectangulo

S) :Zmi-Vol(Ri), con m; = inf f(z) AN S(f,S ZM ‘Vol(R;), con M; = sup f(z)

icl vl icl veh;

Definiciéon (Reticulado mas Fino). Sp, Ss reticulados de R C R" rectangulo
Sy es mas fino que S <= VRy; € S5, dR1 € 51, Ry C Ry
Definiciéon (Refinamiento). Sy = {R;}ier, So = {R;}jes reticulados de R C R" rectangulo
SoNS;={R' CR"/3Jiel 3je J R =R NR;}
Observacion. S; A S; es reticulado de R y es mas fino que Sy y 59
Proposicion 1. f: R C R" — R acotada, S, Sy reticulados de R rectangulo
Sy mds fino que Sy = s(f,S1) < s(f,S2) < S(f,S) <S(f,51)

Corolario 1. S, 55 reticulados de R = s(f,S1) < S(f,S2)
Definicion (Integral Inferior y Superior). f: R C R™ — R acotada, R rectangulo

/ f =sup{s(f,S) /S reticulado de R} A 7 f=mf{S(f,S) /S reticulado de R}
Y R R

Proposicion 2. f: R CR" — R acotada, R rectingulo = / f< / f
J R R

Definicién (Riemann Integrable). f: R C R™ — R acotada, R rectangulo

f Riemann Integrable <= / f= / f
J R R

Notacion. / f= / / f

Teorema (Condicion de Riemann). f: R C R™ — R acotada, R rectangulo
f Riemann Integrable <= Ve > 0,35 reticulado de R, S(f,S) —s(f,5) <e
Teorema (Caracterizacion de Integrabilidad). f: R C R" — R acotada, R rectdngulo
f Riemann Integrable <= 3(S,) sucesion de reticulados de R, nh_)rglo S(f,Sn) —s(f,Sn) =

Observacion. /f = lim S(f,S,) = lim s(f,S,)
R
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