Facultad de Ciencias Fisicas y Matemadticas Unwversidad de Chile

P1

P2

P3

| MA2001-6 Calculo en Varias Variables
c Profesor: Matias Godoy Campbell
Auxiliares: Cristian Palma y Arie Wortsman

FISICAS ¥ MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE GCHILE

Auxiliar 10

Funcién Implicita y Optimizaciéon

Usted se encuentra caminando por un parque cuando en la lejania divisa al mas tierno ejemplar
de su animal favorito tomando una siesta. A un costado, observa que se extiende un bosque
cuyo linde (o borde) traza una curva de ecuacion g(z,y) = 0. En los arboles de este bosque
crecen los mas exo6ticos y variados frutos entre los cuales se encuentra el preferido del animal
en cuestion; para sorprenderlo, usted decide ir hasta el bosque y coger uno de estos frutos para
luego regalarselo. Pero, dado que podria despertar e irse en cualquier momento, usted decide
que debe encontrar la forma maés rapida de hacer el viaje primero hasta el limite del bosque y
luego hasta el animal. Suponga que el parque es completamente plano y que el tiempo que le
tomara recoger el fruto es despreciable en comparaciéon a lo que le tomara hacer el trayecto,
es decir, usted puede tomar el alimento instantaneamente. Note ademas que sin pérdida de
generalidad puede suponer que al momento de divisar al animal usted se encuentra en el origen
y que éste tiene coordenadas (x4, y,)-

a) Escriba el problema de optimizacion con restricciones que debe resolver para encontrar
la forma mas rapida de hacer el recorrido.

b) Suponga ahora que el borde del bosque es la circunferencia de ecuacion z? + y? = r2.

1) Pruebe que los puntos criticos del problema se encuentran sobre la recta que pasa
por el origen y el punto (x4, ya)-
2) Usando la parte (1) determine los puntos criticos del problema. Evaluando la funcion

objetivo en estos puntos, muestre que el 6ptimo tiene coordenadas:

= T, x _ TYq

a) Probar que el sistema:
v+ —2"+2=0
yz+xz—axy—1=0
define dos funciones implicitas y = y(x), 2 = z(z) en un entorno del punto (2,1, 1).

b) Sea o : R — R? la curva parametrizada por a(x) = (z,y(z), 2(z)). Hallar la variaciéon de
la funcion F(z,y,2) = vz — 2%zryz + y? en el punto (2,1,1) segin a(-) [Es decir, derivar
la funciéon de una variable F'(a(x))].

c¢) Comprobar que la ecuacion F(x,y, z) = 0 define una funciéon implicita z = z(x,y) en un
entorno del punto (2,1,1) y que (z,y) = (2,1) es un punto critico de z(z, y).

Resuelva el problema de optimizacion:

minf(z,y) = 422 + 10y?
sax€D={(x,y) eR?: 22 +y* <4)}
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P4 Sea F : R?* — R de clase C'(R3), para ¢ € R, considere la ecuacién descrita por F(x,y,2) = c.

Sea (z,y, Z) un punto en la superficie tal que a—(a‘c, y,z) # 0. Pruebe que el plano tangente a
z

la superficie en dicho punto corresponde a la ecuacion:
(VF(z,9,2),(x —Z,y — 9,2 —2)) =0
TFI y Optimizacién con Restricciones
Definicion (DP Matriciales). Sea f: Q x A C R*"™™ — R™ diferenciable en (Z,7) € Q x A

0 0
D.f(z,9) = <8—£8£> € M. (R)

oY

Dufteg) = (ghr g

Teorema (Teorema de la Funcion Implicita). Sea f: Q@ x A CR™™ — R™ (Z,7) € Q x A abierto

[ €CHQxA)AD,f(z,y) invertible A f(Z,5) =0 = U CQ:x €U abierto N3¢ : U — A,
¢ € CHU)Vx €U : f(z,¢(x)) =0

Observacion. Vo € U, Dé(z) = —D, f (z, ¢(x)) ' D, f(z, d(x))
Definicién (Minimo local bajo Restriccion). Sean f : Q CR" - R, g: Q — R™ 2" € Q, g(z*) =0
z* min bajo restricciones g <= 3U C ), 2" € U abierto A Vx € U, g(z) = 0= f(2") < f(x)

Definiciéon (Lagrangeano). Sean f: Q CR" - R, g: Q — R™

L:OQx Rm—R™
(2, \) — Lz, \) = f(z) — Ng(z)

Teorema (Multiplicadores de Lagrange). Sean f: Q CR" - R, g: Q — R™, 2* € Q, g(z*) =0

z* min local bajo restricciones gA{Vgi(x*)}™, li | f,g € CH(Q) = 3N € R™, (2%, \) min local de L



