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Sea T : R™ — R” una transformacion lineal biyectiva. Sea || -|| es una norma de R"™ demuestre
que la aplicacién || - ||:
12" = [|T(Z)]| vZ € R

Define otra norma en R”.

Defina h : R" — R como h(x) = ||z||c + ||2||2. Demuestre que h es norma en R™.
Sean || - ||o v || - ||[» normas. Se define la aplicacién:
N(z) = /Il + |2

Demostrar que N es una norma.
Indicacion: Le sera util la siguiente desigualdad:

pr+gs < \/(102 +¢*)(r* +5%) Vp,q,7,5 €R

(En la pregunta daban como Bonus 1 punto por demostrar la desigualdad de la indicacién)

P4. Sea p: R™ — R. Se le llama seminorma si:

a) Para todo x € R", p(x) >0
) Para todo A € Ry todo z € R", p(Az) = |A|p(z)
¢) Para todo par z,y € R, p(z +y) < p(z) + p(y)
)

Muestre que si p es una seminorma que ademas cumple que
Vo € R"\{0}, p(z) # 0

entonces p es norma.

b) Muestre que si p es una seminorma, entonces para todo par x,y € R" se tiene que:

lp(z) — p(y)| < plx —y)

P5. Sea M = M, xn(R). Definimos en este espacio:

[|A]] = jy}éxn <Z!az‘j>

o \g=1
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a) Pruebe que || - || es una norma en M.

b) Muestre que para todo par de matrices A, B € M se tiene que:
|A- Bl| < [|A]l - ||B]|

Indicacion: Recuerde que:

(A . B)Z] = Zaikbkj
k=1

c) Muestre que para toda matriz A € M y para todo vector x € R", se cumple:
| Az[r < ||A[] - [|]]x
Indicacion: Recuerde que

n
lllls = _lail
i=1

d) Sea A € M una matriz invertible y sea E € M tal que ||[A~! - E|| < 1. Demuestre que
A+ E es una matriz invertible.
Indicacién: Recuerde que una matriz es invertible si y solo T'(x) = Az es tal que
Ker(T) = {0}. Use entonces la parte (¢) en forma adecuada.

e) Sea I C M el conjunto de las matrices invertibles. Sean A € I y F € B (O, HTl*lH)

Muestre que A + E es invertible y concluya que I es un conjunto abierto en el espacio
M.

P6. [Desafio] Sea || - || una norma en R" y sea M un sev cerrado de R". Para z € R" definimos
su clase de equivalencia como:

[z]={x+m:me M}
El conjunto cuociente R™/M es el conjunto de todas las clases de equivalencia, es decir:
R"/M ={[z] : z € R"}

Note que se tiene que y € [z] ssiy —x € M.

Con las operaciones de suma [z] + [y] = [z + y] y de ponderacién A[z] = [Az] el conjunto
R"™/M resulta ser un espacio vectorial (no lo pruebe).

a) Pruebe que VA € R, A # 0 se tiene que AR" = R"™. En particular concluya que si U es
un sev de R" se tiene que:

(VA € R)(Vvo € R™) inf ||v + u|| = inf ||v+ Aul|
uelU uelU

Esta igualdad la puede usar en la siguiente parte.
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b) Se define la aplicacién

|-/ :R"/M — R
[z] = [|[2]ll'= inf ||z +m]|
meM

Muestre que || - || define una norma sobre R™ /M.

Hint: Muestre que [z] =0 <= [z] = [0]
P7. Sean A, B C R", demuestre que:

a) Int(AN B) = Int(A) N Int(B)

b) Int(A) UInt(B) C Int(A U B) (dé un ejemplo donde no hay igualdad)
) Adh(AU B) = Adh(A) U Adh(B)
) Adh(AN B) C Adh(A) N Adh(B) (dé un ejemplo donde no hay igualdad)
) (A) = Int(A) UI(A)

f) B = Int(A) C Int(B) y Adh(A) C Adh(B)

g) In (A B) =0 < Int(ANAdh(B)) =
) A
i) A
)
)
)
)

¢
d

h) Adh(A)=R"y Int(B)NA =0 = Int(B) =
i) Adh(A) =R" y Int(A) = 0 = Adh(A°) =R" y Int(A4A°) =0
j) Int(A) =0 <= Adh(4A°) =R"
k) f:R™ — R™ continua = f(Adh(A)) C Adh(f(A))
1) A abierto = Int(9(A)) =0
P8. a) Para los siguientes subconjuntos de R?, determine su interior, adherencia y frontera. Jus-
tifique porque estos conjuntos son ablertos, cerrados, o si no son ni abiertos ni cerrados.
) A ={(z,y) eR?:1<x<2,1<y<2}
2) Ay ={(z,y) eR*:3 <2 <4,1<y<2}
Az ={(z,y) ER?: 5 <o <7, 1<y<2}

)

)

4) A4:{(%,%):n,meN}

5) As = {(z,y) e R? : 1 <a? + y? <4} U{(0,0)}
6) Ag={(%, ;%) 12> 0,y >0}

7) A7 ={(x,y) : dJa € R: y = tanh(x — a)}

8) As ={(z,y) eR*:z € (-5, 5),y > tan()}
9) Ag = {(z,y) € R?: EImENyfmx}

10) Aso = {(z,y) € R? : 2® +sin (y) < log (1 + |z + |y])}
b) Haga lo mismo para los siguientes sub-conjutos de R?

1) By ={(z,y,2) € R?: 2 > 22 + ¢}

2) 322{($7y72)€R31Z§$2+y2}

3) B3={(m,y,z)€R3:1>#}

4‘) B4:{($7yaz)€R35x+y+Z§1}

5) Bs = {(z,y,2) € R® : xyz < 1,sin (2? + y* + 6) < 2° + 4}
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P9. En la recta real se considera el conjunto
1
A=1[0,2)U {2+2—n,n €N} U (5,7}

a) Determine la adherencia, interior y frontera del conjunto A.

5

b) Clasifique los niimeros reales 0,1,2,3, 5,6,6,8 dentro de los conjuntos de la parte (a)

¢) Encuentre el menor conjunto cerrado que contiene a A y el menor intervalo cerrado que
contienen a A

d) Encuentre el mayor conjunto abierto contenido en A y el mayor intervalo abierto conte-
nido en A.

P10. a) Sean M un sub espacio vectorial de R" y consideremos una norma || - ||. Sea z¢p € R™.
Pruebe que dmg € M que materializa la distancia de xg a M es decir:

[|zo — mol| = dist(xo, M) = inf{||zg — m|| : m € M}
Indicacién: Justifique la existencia de una sucesién acotada {my} en M tal que:
l|zo — || — dist(zg, M), cuando n — oo

b) Sea M un subespacio propio de R™ (es decir {0} C M C R"™). Pruebe que 3z € B(0,1)
tal que dist(x, M) = 1.
Indicaciéon: Sea zg € R™"\M y sea mo € M tal que ||xzg — mg|| = dist(xg, M ). Considere
el vector normalizado de xg — mg
P11. a) Demuestre que un subconjunto cerado de un compacto, también es compacto.
b) Demuestre que la interseccién de un conjunto compacto con un conjunto cerrado, es un

conjunto compacto.

P12. Sean z,y € R™ tales que = # y, y sea r > 0 de manera que el conjunto A = B(z,r)NB(y,r) #
(). Demostrar por definiciéon que A es abierto en R"

P13. Sea || - || una norma en R". Recordemos que la distancia de un punto x € R™ al conjunto
A C R” estd definida por:
d(A,z) = inf ||y —
(4, ) = nf [ly — ]

a) Pruebe que d(x, A) = d(z, Adh(A)) para cualquier A C R"”

b) Si A es un conjunto cerrado de R™, demuestre que:
¢ A<= d(A,z)>0

c) Demuestre que d4 es continua.

d) Si el conjunto A es cerrado y K C R™ es compacto tal que AN K = () demuestre que
existe 6 > 0 que verifica:
d(A,x) >0, Ve e K

Indicacién: Puede resultarle til el resultado de la P5 del Auxiliar 2.
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P14. Sea f: R? — R definida por

Sl s (@) £ (0,0)
_ ) 271222 ’ ’
f(x7y) {0 o si (m,y) - (070)

Sea 0, = n"—fl + ™ y T, una sucesion decreciente de Ry tal que r, — 0. Considere:
A={f(rpcos(6y),rnsin(6,))}

Demuestre que Adh(A) = AU {—6cos (a)|sin («)|, 6 cos (a)] sin ()| }

P15. Considere {t,}neny € R, una susecién que satisface ¢, > 0 Vn € Ny ¢, — 0. Sea A C R",
probar que:

A es acotado <= V{x,}neny C A, se cumple que 111520 tht, =0

Indicacion 1: (A C R" es acotado ) <= (IR >0, Vx € A, ||z|| < R).
Indicacién 2: Recuerde que {z, }nen C A significa que z,, € A,¥n € N

P16. Estudie la existencia de los siguientes limites, en caso de existir calculelos.
a)
xcos(y) —ycos(z) —z+y
im
(2.49)—(0,0) z? 4y

i - 2m2y3
im ——
(2:9)—(0,0) (22 + y?)?

In(z* —y?) +1
1m
(@y)—>(00) 22 +y?

lim Y

(z,y)—(0,0) /22 + y*

1
lim  tan(xy)l-ten(zy)
(z.y)=(F:1)

PR ok
(z.9)—(0,0) 2% + y2 + y*

G o
lim
(zy) =00  at4+yd

h) Calcule en funcién de los nimeros naturales n > 2

xn + yn
(z,y)—(0,0) 2 — Yy
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P v LA
(z,y,2)—(0,0,0) zt 4+ y2x2 + 24

lim Ty
(2,4,2)—+(0,0,0) /212 + b 4 24

P17. Sea f(z,y) : A C R? — R definida como:

PR Ll -= Ak
“ si (z,y) = (0,0)

a) Determine A = Dom(f) y grafique.
b) Encuentre Adh(A), Int(A). Justifique su respuesta.

c) Encuentre « tal que f sea continua en su dominio.

P18. Considere la funcién f : R? — R definida por:

lzy|™

R e
f( ’y) {0 si (m,y)Z(OaO)

a) Si a > 1, demuestre que f es continua en todo su dominio.
Indicacién: Recuerde que 22 + y? > 2|xy|

b) Si @ <1, demuestre que f no es continua.

P19. Sea f: R? — R la funcién definida por

fla,y) = e () — 1 si(a,y) £ (0,0)
| —1 si (z,y) = (0,0)

a) Demuestre f es continua en todo R2.
Hint: Para demostrar la continuidad en 0, puede serle 1til recordar que

Va,b e R, 2|ab|] < a®+ b2

También recuerde que lnG) = —In(r)

b) Sea el conjunto
A={(z,y) € R?: 502%% In (2% + ¢*) > 2° 4+ 4°}

Muestre que A es abierto.
c) Sea el conjunto
K = {(z,y) €R*: f(z,y) > 0}

Muestre que K es no vacio y cerrado. Pruebe que f alcanza su méximo en R?.
Hint: Recuerde que una funcién continua en un compacto alcanza su maximo y su
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minimo. A su vez analice el comportamiento de la funcién fuera y dentro del conjunto
K

P20. Sea f: R? — R definida por:

e@+y?) _q

flz,y) = In(1+ 22 +y2)
1 si (z,y) = (0,0)

a) Estudie la continuidad de f en todo su dominio.

b) Pruebe que A = {(z,y) € R? : ||(z,y)|]2 < g,e(x2+y2) -1 > 1n(1+x2—|—y2)g} es

compacto, donde || - ||2 denota la norma Euclideana.
¢) Verifique que el conjunto C' = {(z,y) € R?: 2 > 0,y > 0, /22 + y2 < 3} no es ni abierto
ni cerrado.

P21. Considere f: R? = R dada por:

f@y) z+y siz+y<0
z, = .
vr+y+axy siz+y>0

Determine todos los puntos de R? donde f es continua. Justifique su respuesta.

P22. Sea f: R? — R definida por

1
e Talelvl
T T sizx#0
flx,y) =< |z| + |y 7
0 siz=0

a) Demuestre que f(z,y) es una funcién continua,
b) (Es lim f(z,y) = +o0?

[I(z,y)[| =00

P23. Sea C = {(z,y) € R?: 0 <z < 1,0 <y < 1}, y considere la funcién f : C C R? — R definida
por:

th
—
=)

(=)
~—

z*+3y3

zycos QeT4y) pan (12) g (z, )
4 2 ay

f(z,y) =
0 si (z,y) = (0,0)

a) Haga un dibujo de C' y muestre que es acotado, pero no es compacto.
b) Muestre que f es continua en C. (Indicacién: Puede ser ttil notar que i + +=1)
3

c¢) Considere z € [0,1], y una sucesiéon w, = (n,yn) en C tal que w, — (1, z). Mostrar

que existe ng tal que f(wy,) > 0 para todo n > ng. (Indicacién: Verifique que existe ng
tal que x, > ln(?jf) para todo n > ng, y por lo tanto 2¢*" 4 y,, € (37”, 57”) para dichos
valores de n. Puede utilizar que 2F < e < )

d) Para cada z € [0,1] calcule lim  f(x,y)
(z.y)—=(1,2)
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e) Probar que la funcién f alcanza su minimo en C. Para esto se puede seguir los siguientes
pasos:

1) Considere el punto zo = (In (3, %))) de R?. Mostrar que o < 0.
2) Demuestre, usando sucesiones, que el conjunto D = {z € C : f(z) < f(zo)} es
cerrado. Concluya que es compacto.

3) Deduzca que f|p [es decir f: D — R] alcanza su minimo y concluya lo pedido.

P24. Sea h una funcién dada por:

a) Determine el dominio de h

b

)
) ¢Es h una funcién continua en su dominio?
c) Encuentre la imagen h(A) con A = {z € R" : ||z|| > 1}
)
)

d) Encuentre todos los puntos fijos de h, es decir, los puntos tales que h(z) = x

e) Sea f: B — R una funcién continua. Donde B = {x ¢ R" > 1} y ! lim f(x) = o0. Sea

z||—o0
g:S\{0} = R, S={xr € R": ||z|| <1}, definida por:
g9(x) = (f o h)(z)
Demuestre que g alcanza su minimo en S\ {0}

P25. Sea F : R® — R una funcién cuadrética definida positiva, es decir F((x) = 2'Az con A una
matriz real y F'(x) > 0,Vz € R"\{0} y F(0) = 0. Pruebe que 3M > 0 tal que:

F(z) > M||z||3 Vz € R"

Indicaciones:

a) Demuestre que F' es continua

b) Considere F sobre S = {z € R" : ||z||2 = 1} y demuestre que existe M > 0 tal que
F(z) > M,Vx € S, donde M = F(xg), para algin zg € S.

c) Dado = # 0, z € R", se puede escribir z = m”x”g y de acuerdo a lo anterior concluya.
P26. Sea A, B C R" no vacios. Se define la distancia entre A y B como:
d(A,B) = inf{||lz —y|| : 2 € A,y € B}
a) Demuestre que si
Ay C Ay A By C By — d(As, Bo) < d(Ay, By)

b) Muestre que d(A, B) = d(Adh(A), Adh(B))
c¢) Concluya que d(z, F') = d(z, Adh(F))

P27. Sea f : R? — R definida por:
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P28.

P29.

P30.

P31.

P32.

P33.

0 sixy =0

Pruebe que el conjunto de discontinuidad de f (es decir, el conjunto de puntos donde f no es
continua) es cerrado. Determinelo explicitamente.

Sea f:R™ — R™ lineal. Pruebe que los siguientes son equivalentes:

a) f es continua en todo R™.
b) f es continua en 0.
c) 3C > 0 tal que ||f(z)]]2 < C|z||2-

Sea F' C R™ un sev. Se define el conjunto ortogonal a F, denotado por F* como:
Ft={zeR": (z,y) =0, Vy € F}

a) Demuestre que el producto punto es una funcién continua. Indicaciéon: Recuerde la de-
sigualdad de Cauchy- Schwarz

b) Demuestre que F* es un sev cerrado de R™.
Sea A un conjunto cerrado en R y f : A C R™ — R una funcién continua en A. Demuestre
que el conjunto de los ceros de la funcién, es decir:
B={zxecA: f(z) =0}
es cerrado en R"

Sean K C R™ un compacto. Sea f : K — R™ una funcién continua e inyectiva.

a) Demuestre que f(K) C R™ es un conjunto compacto.
b) Muestre que f~!: f(K) — K es continua

c) (Es cierta la parte (a) si suponemos que K es solo cerrado?

Sea f:R™ — R™ una funcién aditivia, es decir:

flx+y) = fx)+ f(y)

que ademas cumple que f(B(0,1)) es un conjunto acotado en R™. Pruebe que f es una fun-
cién lineal continua.

Hint: Para probar que f(Ax) = Af(z) pruebelo primero para A € N, luego para A € Z y
finalmente para A € Q. Antes de concluir el caso general, podria serle util probar primero
la continuidad de f. Para la continuidad le conviene considerar ¢ de la forma %, con p € N.
También recuerde que Adh(Q) =R

Sea f:R? — R una funcién tal que ! 1‘1‘m f(z)=0
T||—00

Guia Control 1 9



a) Sea rg € R? tal que f(79) = a > 0. Demuestre que el conjunto:
K={zeRl: /()| > a}

es compacto en R"

b) Sea g : R — R una funcién continua y creciente. Pruebe que:

sup f(z) = sup f(x)
zeK zER4

y concluya que g o f alcanza su maximo en R?, es decir, que existe T € R? tal que
(9o f)(®) > (g0 f)(z) Vo € R?

P34. [C1-2018] Para i = 1, ..., N se define la i-ésima proyeccién de un vector z = (1, ...,zy) € RY
como 7;(x) = z;.

a) Pruebe que la funcién 7; : RN — R es continua para todo i =1, .., N.

b) Deduzca que toda funcién polinomial f : RN — R de la forma f(z) = 2¥ab? - . :Uﬁ,N es

continua, donde k1, ..., kxy € R.
¢) Concluya que todo polinomio p en N variables define una funcién continua de RY en R.

Dada A € Myxn(R), identificamos A como un vector en R ’ por medio de la asignacion
.CL'(A) = (A.l, A.Q, ceny A.N) = (AH, e ANl; A12, ey AlNa ceny ANN) S RN2 (1)

Recordemos ademas que el determinante de una matriz de N X N, denotado dety, se
puede definir por recurrencia como:

detl(A) = A A€ Mlxl(R)
N

detN(A) = Z(—l)i+1 <A detN_l(A“), A€ MNXN(R)
i=1

donde AY es la matriz de (N — 1) X (N — 1) obtenida al eliminar la fila i y la columna
j de la matriz A.

d) Pruebe, usando induccién, que para todo natural £ > 1 la funcién dety : RY * 5 R es
un polinomio con respecto a los elementos de la matriz X = (X;;) € Myxs(R).

Indicaciéon: Por ejemplo siX e M2><2(R), detg (X) = X11X22—X21X12 = p(XU, Xlg, X21, X22)
con p : R* = R el polinomio de cuatro variables es p(x1, T2, 23) = X174 — T2T3

e) Deduzca que, bajo la identificacién en 1, dety : RM — R es una funcién continua.
f) Concluya que el conjunto GL(N;R) = {A € Myxn : A es invertible } es abierto en

RV,
Indicacién: Recuerde que A € My« n(R) es invertible ssi dety(A) # 0
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P35. [Tarea 2 - 2018] Recordemos que una funcién || - || : R™ — R se dice norma si satisface las
siguientes condiciones:

a
b
¢
d

||z >0

|z]| =0 <= =0

[[Az]| = [A] - [|z]], VA € R

|z +yl| < |[z]| + [|yl], Yo,y € R"

)
)
)
)

Dos normas || - ||, ||| - ||| se dicen equivalentes si existen constantes «, 5 > 0 tal que:
af|z|| < [[J=]|| < Bl]«]]
para todo x € R™. En este caso escribiremos || - || ~ ||| - |||.

El proposito de este problema, es probar que en R® todas las normas son equivalentes.
Para ello, considere || - || una norma cualquiera y || - ||1 la norma 1; recordar que se define

COomao:
n
|l = |l
=1

(no es necesario que pruebe que esto define una norma) y siga los siguientes pasos:

a) Pruebe que la relacién ~ es una relacion de equivalencia, esto es, verifique que es reflexiva,
simétrica y transitiva. Sea || - || una norma cualquiera.

b) Notando que todo vector z € R™ puede descomponerse como x = x1e] +xoe2+ ...+ Tpen
con e; el i-ésimo vector canodnico, pruebe que ||z|| < 5]|z||[1 con f = méx ||e;]].

c) Pruebe que || - || : R™ — R es una funcién continua cuando en R" se considera la norma
-1

d) Considere el conjunto S = {x € R" : ||z||1 = 1}. Argumente por qué este conjunto es

compacto en R" dotado de la norma || - ||1, y utilizando la parte anterior, concluya que
existe a > 0 tal que «||z||; < ||z|| para todo = € R™

e) Concluya el resultado esperado.

P36. Sea f(x,y) : R? — R definida por:

23 sin (%) siz#0

f(x,y):{o sizx=0

a) Estudie la continuidad de f.
b) Calcule, donde exista, el gradiente de f. En caso que no exista justifique por qué.

c) Diga si f es diferenciable (justifique).

P37. Considere la funcion

(G () s @) # 0,0
f@) {0 ' ’ si (z,y) = (0,0)

a) Estudie la continuidad de la funcién en R?
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b) Calcule, si es posible, las derivadas parciales de f en (0, 0)
c) Estudie la diferenciabilidad de la funcién en (0, 0)

P38. Considere la funcién f : R? — R definida como

lesin®) g (g, 0,0
0 si (z,y) = (0,0)

a) Demuestre que f es continua en (0,0)
b) Determine si existen las derivadas parciales en el (0,0)

c) Determine si f es diferenciable en el (0,0)

P39. Sea f: R? — R la funcién definida por:

(x2+y?%)

7 0,0
f(x,y)—{ 7 (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

a) Muestre que f es continua en R?\{(0,0)}

b) Pruebe que f es continua en (0,0) si y solamente si a > 3
Indicacién: Recuerde que 2zy < 22 + y? para todo valor de z, y.

c¢) Calcule las derivadas parciales en todo punto de R?\{(0,0)}
d) Calcule, usando la definicién, las derivadas parciales en (0,0) y (0,0)

e) Encuentre los valores de o € R tales que f es diferenciable en (0, 0).
Indicacion: Péngase en casos de a.

o 22002) 3 g3 .
fag) = | EEEREEE s @y) £ 0.0
7 a st (z,y) = (0,0)

a) Encuentre a de modo que f sea continua en R?

o

Calcule las derivadas parciales en todo punto (z,y) # (0,0)

o

Calcule, si existe, las derivadas parciales en el punto (0,0)

)
)
)
)

[N

Determine en qué puntos son continuas las derivadas parciales.

P41. Para v € R considere f: R> - R

242y _ .
floy) = { T St
’ v siz+y=0

a) Encuentre v tal que f sea continua en R?
b) Para el valor de vy anterior, calcular las derivadas en todo punto de R?

c) Para el valor de 7 encontrado en (a) determinar la diferenciabilidad de f en todo punto
de R?
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P42. Considere la funcién f : R> — R definida de la siguiente manera:

f(l',y) _ % si (x,y) 7& (070)
0 st (z,y) = (0,0)
a) Demostrar que f es continua para o > 3
b) Para o = 2 y 0 tal que cos (f) # 0, defina ¢(t) = f(tcos(0),tsin(f)) y muestre que
in?
d)l(o) = csos (496)

c) (En qué direcciones e existe la derivada direccional en el punto (0,0) para o = 27 Escriba

su valor en las direcciones que corresponda.

d) (Es f diferenciable en (0,0) para o = 27 Justifique.

P43. Sea f : R? — R definida por:

B
fog) { LA i (2,y) #0)

0 si (z,y) =0

a) Analizar continuidad de f en R?

b) Calcular las derivadas parciales de f en todo punto de R?, si es que existen.

P44. Sea f : R? — R definida por:

rogy = | slall £0)

a si||lz]| =0

a) Encuentre a de modo que f sea continua en R?
b)
)
)

c
d) Estudie la diferenciabilidad de f en R?

Calcule las derivadas parciales en el punto (0,0)

Determine en qué punto son continuas las derivadas parciales de f.

P45. Sea f:R"™ — R una funcién continua y definamos g : R"\{0} — R mediante:

glw) = f (|i||>

a) Pruebe que g alcanza su maximo y minimo en R™\{0}. Ind.: Considere g restringida al
conjunto S = {z € R" : ||z|| = 1}

b) Demuestre que si f no es una funcién constante entonces el limite

lim g(z)

x—0

no existe
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P46. Para una funcién: f : R? — R considere la ecuacién diferencial en derivadas parciales:

(8 () -

Se le pide encontrar una solucién de f(z,y) de este problema, definida en todo R?. Para ello,
busque una solucién de la forma.

f(z,y) = g(e” cos (y), " sin (y))

y encuentre una ecuacién para g.

P47. Sea f : R? — R una funcién homogénea de grado p, es decir:

f(tx7 ty) = tpf($7 y)

a) Demuestre que las derivadas parciales, si existen, son funciones homogéneas de grado
p—1
b) Si f es diferenciable, demuestre la siguiente relacién (llamada Relacién de Euler):

<(:Ii,y), Vf(.%, y)) = pf(xvy)

P48. Sea f(u,v): R? — R diferenciable. Sea g : R® — R? definida por:

9(2,y,2) = [q1(2,9,2), g2(3,y,2)] = [22 + y> + 2%,z + y + 2]

Si h = f o g demuestre que:

8f>2 af of <gf)2
(%

Vh2:4( 4L 2L 3
[|Vh||3 u g1+ 6u6v92+

P49 Considere la funcién F : R? — R definida por:

F(z,y) = fg(xy), f(y*, 2))
donde f:R?2 — Ry g : R — R son diferenciables. Calcule las derivadas parciales de F.

P50 Considere f : R? — R diferenciable. Se define g : R? — R por g(z,y) = f(u(z,y),v(z,y))
donde u(z,y) =z +yy v(z,y) = sin (z — y)

a) Demuestre que:

dg\*  (9g\" af\? 2 af\>
Z7 I —o(ZL 92 _ i
(&) + (&) =2 (5) +2ee-n(5,)
y explicite en que puntos estan evaluadas cada una de las derivadas parciales.

b) Verifique lo anterior para f(u,v) = v? — usin™! (v)
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P51 Sea F :R? — R? una funcién definida por:

F(z,y) = (9(=, g(x,v)), 9(9(,y),v))

Donde g : R? — R es una funcién diferenciable. Calcule JF(z,y) en términos de g y sus
derivadas.

P52 Sea f:R3 — R. Para p > 0,¢ € [0,27), 2 € R, considere el siguiente cambio de variable:

f(psd,2) = fp-cos(9),p-sin(¢),z)

Demuestre que se cumple:

1= (s 505:)
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