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P1. Calentando motores

1. Verifique si las siguientes aplicaciones son norma en R?

a) |[(z,y)ll = vVda® +¢?

b) [z, )l = V][ + [yl
o) (@, y)ll = |z + Va3 +y3
d) [Propuesto] ||(z,y)|| = /(7 —y)* + y?

2. Decida si los siguientes limites son convergentes o no. En caso de serlos, indique su limite.
a) 2, = (e " cos (n?),e " sin (n?))
b) @ = (1 — g, "5%)
C) Tp = (%v (_1)n+1’ HTH)
d) [Propuesto] 2;, = (27",1+n)
3. Calcule el siguiente limite, sabiendo que (ay,b,) — (0,0)

i 2a2 + bl cos(mn)(ebn — 1)
fm
=00 \ [an| 4 3|bn|’ by
P2. Sea || - || una norma en R™. Para A € M,,«,(R) se define:
1Alloe = sup || A7
|IZ]]=1
a) Pruebe que || - ||oo es una norma para el espacio vectorial M,,x,(R)

b) Pruebe que ||Az|| < ||A]|so - ||Z]]

c) Demuestre que si B es cualquier otra matriz entonces ||AB||oo < ||A]|so||B]|oc- Concluya
que si A es invertible entonces ||A7!|so > (|| A]|0o) !

Suponga que A es invertible y que A% = I.

d) Propuesto Pruebe que |||Z]|| = ||AZ]|| define otra norma en R™.

e) Demuestre que la nueva norma cumple:

(1Also)THIZI < [1Z]]] < [[Allo]I2]]
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P3. Sea {x,}neny una sucesion en R™ y || - || una norma cualquiera. Definimos las siguientes

sucesiones:

n n k k
sn:in , an:ZHxiH ,  Cp= lim Zaz, ,  Bn= lim ZH%ZH
=1 =1 i=n i=n

a) Demuestre que si s,, converge, entonces x,, y ¢, convergen a 0 € R™.

b) Demuestre que si a, converge, entonces /3, y s,, convergen. Hint: Para s,, pruebe que es

de Cauchy y concluya.

P4. [Propuesto]

a) Sean {aj}ren ¥ {bk}ren dos sucesiones en R” tales que:

ar — a

(ak —l—bk) —cC

Muestre que entonces la sucesiéon {by}ren es convergente.

. .7 . / 17
b) Si {ag}ren es una sucesién convergente en R™. Muestre que si || - || v || - || son normas
equivalentes entonces el limite es independiente de la norma elegida.

c) Sea M,xn(R) el espacio de las matrices de n X n con coeficientes reales. Demuestre que:

1Al =

Es norma del espacio. Hint: Recuerde la desigualdad de Cauchy-Schwartz

Resumen

Norma: || - || : R® = R se dice norma si cumple:
(Positiva) ||z|| > 0,Vz € R"

z]] =0 <= x2=0€R"

(Escalable) [|Az|| = |A| - ||z]|

(Desigualdad triangular)
Il +yll < [lz]] + [yl

Normas usuales:

1
n 2
1. (Euclideana) ||z||2 = (Z |x22>

1=1

R s

2. (Supremo) ||z|loc = sup |z

i={1,..,n
n
3. (el = |l
=1

La norma Euclideana cumple la desigualdad de Cauchy-
Schwarz: [(z,y)| < [lz]]2 - [[yll2
Normas equivalentes: Dos normas || - ||" y || - ||”
se dicen equivalentes si existen constantes ci,ca € Rt
tal que:
erllall” < Jlell” < calal)

Para todo valor de x.

Teorema 1: Todas las normas son equivalentes en
R™.

Teorema 2: Una sucesiéon xx € R™ converge a
z € R™ ssi (2x)® converge a ¥ con i = {1,...,n}.

Teorema 3 - (Bolzano-Weierstrass): Toda
sucesion acotada posee al menos una sub-sucesiéon con-

vergente.

Sucesiones de Cauchy: z,, se dice de Cauchy si:

Ve > 0,3ng € N:Vn,m > ng ||zn —zm|| <€

Teorema 4: En R" una sucesion es convergente ssi es
de cauchy.

Teorema 5: Si las normas son equivalentes el limi-
te de la sucesién no cambia.

Teorema 6: El algebra de limites de sucesiones es
la mimsma que en R.
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