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Pregunta 1. Considere el dominio D := {(z,y) € R?: >0,y > 0,z +y < 1}. Calcule

/ [z, y)dzdy
D

en los casos: f(z,y) =22 +3%y fla,y) = vy(z + v).
Pregunta 2. Considere D := {(z,y) e R?: -1 <z <1,2? <y <4 —23}. Calcule
A(D) := / ldzdy
D
Pregunta 3. Considere D := {(z,y) €R?: 0<2<1,0<y < 1,22 +y? > 1}. Calcule

zy
—————dzd
/D T2tz

Pregunta 4. Calcule

/ xdrdydz
D

donde D := {(x,y,2) €R®: >0,y >0,2>0,x+y+2z< 1}.

Pregunta 5. Calcule [, f(z,y, z)dxdydz para

a) f(z,y,2) =cosxy D:={(z,y,2) € R3: 22 +¢y> + 2% < 1}.

b) f(z,y,2) = xj+y2 vy D :={(z,y,2) eR3: 22 +4y? <da? 0< 2z <a}.

Pregunta 6. Calcule usando coordenadas polares

1
———dad
/Dl+x2+y2 ’

donde D := {(z,y) eR*: 0<z<1,0<y<1,0<z®+y?<1}.

Pregunta 7. Sea D := {(z,y) € R? : 2% + y? — 22 < 0}

a) Muestre que D es un disco.
a) Calcule

/ Va2 + y2dedy
D
Pregunta 8. Calcule
/ [z, y)dedy
D

para las siguientes regiones y funciones, utilizando los cambios de variable sugeridos (verifique las
hipétesis necesarias):
a) f(z,y) = zy, D := {(z,9) € R?: = >0,y > 0,2%/3 + ¢y*/3 < 1}. Tome x = rcos®f,y =
rsin®6, r > 0.
a) f(z,y) = (¥? —2H)™(@? +9?), D = {(z,y) e R? : 0 <z <vy,a <y <by?—a2?<1}.
Tome v = zy, v = y?> — x? y suponga a > 0.



2

Pregunta 9. Sea £ := {(z,y) € R?*: —l— b—Q <1,z >0,y > 0}. Calcule

/g++(2x3 — y)dxdy

para ello, considere la transformacion en coordenadas elipticas dada por x = arcosf,y = brsin§.

Pregunta 10. Calcule
1

BO.1) VT2 + 42 + (2 — a)?

dxdydz

con a # 0.

Pregunta 11.

a) Calcule la integral

/ / zydxdy
D

donde D es la regién delimitada por las pardbolas: y = 2% + 4, y =

y =12 — 22,
// 22y dxdy
D

b) Calcule la integral
donde D es la regién delimitada por las hipérbolas: zy = 1, zy = 2 y las lineas rectas y = x,
y =4z.

?,y =6—a%y

Pregunta 12.
a) Sea A un subconjunto de R3, con A C R X [a,b], donde R C R? y [a,b] C R son intervalos.
Suponga que:
Ay ={reR?: (x,t) € A} CR?

es medible para cada t € [a, b], escribamos A(t) = Area(4,). Entonces:

Volumen(A / At

Este resultado se conoce como el ‘Principio de Cavalieri’.
b) Sea f : [a,b] — R una funcién continua y positiva. Sea A el conjunto de R* obtenido al
rotar en torno al eje OX el gréfico de f. Pruebe que:

b
Volumen(A) = 77/ (f(x))*dx

Deduzca de esto que el volumen de una esfera es 4/3mr3.

Pregunta 13.
a) Sea f:R — R una funcién continua y D = {(z,y, z) € R? | 22 + 4% + 22 < R?}. Pruebe que

se tiene: .
/// F(Va? +y? + 22)dedydz = 47T/ f(r)yrdr
D 0
deduzca que el volumen de una esfera de radio R es %Tf‘RB.

b) Cousidere el elipsoide £ = {(x, y,2) ER3 | Z a2 + % + % < 1}. Pruebe que su volumen es

%Wabc.
Indicaciéon: Busque una transformacion que lleve una bola en un elipsoide.



c) Calcule el voliimen de la regién S descrita por:
S={(z,y,2) eR® |2 + 2 + 22 <a? 22+ 2 +22 <V, 2?2 + 42 <22 2>0, 0<a<b}

Pregunta 14. Sea

1
o 1+a?

a) Muestre que para todo = € (—1,+00) se tiene:

1
ln(l—i—x):/ * dy
0

1+ 2y

deduzca que

T
————dxd
/D T+ +ay)
donde D :=[0,1] x [0,1].
b) Invirtiendo los roles de x e y, muestre que

_ (z+y) i
2= | T

y deduzca que I = gln 2.

Pregunta 15. Consideremos una matriz simétrica y definida positiva ¥ € R™*™, y sea la funcién
f:R™ = R tal que

1
f(x) =exp (—ZxTE_lx) .
Probaremos que fR,L f = /det(2rX). En lo que sigue asuma que f es integrable sobre todo el
espacio. Siga los siguientes pasos.

a) Recuerde que como ¥ es simétrica, existe una matriz ortogonal @@ € R™ ™ tal que ¥ =
QTAQ, donde A es la matriz diagonal de valores propios de 3. Pruebe que

1 1
exp (—2xTZ_1x> = exp (—Q(Qx)TA_l(Qx)> .
Recuerde que @ es ortogonal si Q'Q = I, donde I es la matriz identidad.

b) Usando el cambio de variables T': R® — R™ dado por T(y) = Q "y, pruebe que

n 2

y.
fz dx:/ exp | — Y =L |dy.
J@de= [ e | = o)

j=1

c) Concluya el valor de la integral de f, y para ello puede usar lo siguiente: para todo a > 0,



