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Pregunta 1.

a) Una funcién f : R™ — R se dice homogénea de grado m si satisface:
ftx) =t"f(x), Ve e R",¥t >0
Demuestre que si f es diferenciable en R™ y homogénea de grado m, entonces:
1
flz) = —

m
Indicacién: Derive ‘de dos formas distintas’ la funcién ¢(t) = f(tx).
b) Suponga ahora que f es de clase C? y es homogénea de grado 2. Pruebe que:

(Vf(z),z), Vx € R"

flx) = %(VHf(O)x,x% Vo € R"

donde Hy(p) es la matriz Hessiana de f en el punto p.
Pregunta 2. Considere la superficie S := {(z,y,2) € R®: 22 +y%? — 2 = 0}.
a) Encuentre el plano tangente a S en el punto (0, —m, 72).
b) Considere la curva I' dada por la parametrizacién o(t) := (tsint,tcost,t?). Pruebe que
I' € Sy que pasa por (0, —7,72). ;Para cual ¢ ocurre esto itlimo?
c) Encuentre la distancia minima de (3,0,0) a S. Determine el punto donde se alcanza.

Pregunta 3. Dados a,b,c > 0, considere la superficie dada por £+ := {(z,y,2) € R®: 22/a® +
y?/b? + 22 /c® = 1, z > 0}. Pruebe que dado (w9, %0, 20) € €T, el plano tangente a £+ que pasa por
el punto (o, Yo, 20) estd dado por:

TLo  YYo | 220 _
@ty e !

Pregunta 4. Un abierto Q C R se dice conexo por caminos si para todo par de puntos =,y € Q
existe una funcién « : [0,1] — RY diferenciable en [0, 1] tal que:

¥(0) =z, v(1) =y, y~(t)€Q Vte[0,1]

esto es, un camino diferenciable que une los puntos x e y dentro de €.
Demuestre que si £ es conexo por caminos y f : £ — R es diferenciable en 2 y satisface:

Vf(z)=0 Vzeq

entonces f es constante. De un contraejemplo a esta afirmacién si {2 no es conexo por caminos.
Indicacién: Fije un punto zo € 2 y considere para y € 2 un camino diferenciable y(¢) con v(0) =

y 7(1) = y. Estudie ¢(t) = f(v(t)).

Pregunta 5. Dada una funcién u : Q € RY — R, definimos su Laplaciano como la traza de
la matriz Hessiana, es decir:

Se define ademés la Ecuacién de Laplace a la ecuacién en derivadas parciales siguiente:

Au=0
1



Nuestro objetivo, es determinar una solucién para la ecuacion de Laplace cuando la funcién u
presenta simetria radial, es decir:

U(I):U(I1,7IN):U(T‘)7 7’:”1‘”: z%++x?v

Para ello se le pide:
a) Pruebe que, si u tiene simetria radial entonces:
N -1
Au(z) =0"(r) + —— -'(r)
r

b) Deduzca, a partir de lo anterior, que la solucién a la ecuacién de Laplace en este caso, se
puede expresar como:

b-In(r)+c siN=2
U(T): b .
Nzt siN>3

Pregunta 6. Sea u : R? — R una funcién de clase C*(R?).
a) Dadas dos funciones 11, :  C R? — R definidas sobre un abierto y de clase C%(2), defina
la funcién v : Q — R por

U(.’L‘, y) = U(¢1($»y)7¢2($7y))~

a.1l) Calcule Vo.
a.2) Calcule Av.
Indicacién: Recuerde que el Laplaciano de una funcién v: Q C R? — R estd dado por
*v 0%v

Av(z,y) = @(fﬂvy) + aTJz(x,y)-

b) Suponga ahora que Au = 0 en R? y defina, para (z,y) # (0,0), la funcién

(z.1) x y
vz, y)=u| ——, —2— .
Y 22 4 y2’ 22 4 2

Pruebe que Av =0 en R?\ {(0,0)}.

c) Pruebe la contrareciproca de la afirmacién anterior, es decir, si se define v como arriba con
Av = 0 entonces necesariamente Au = 0 en R?\ {(0,0)}.

Pregunta 7. Considere la funcién f : R? — R definida por:

wy(z®—y?)

Fla,y) = {M si (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)
a) Pruebe que f es de clase C(R?).
b) Calcule las segundas derivadas parciales de f en (0,0).
c) Notando que 9;0,f(0,0) # 0,0,f(0,0), ;Qué puede concluir al respecto?, explique esta
aparente contradiccién con el Teorema de Schwarz.

RN

Pregunta 8.
of

a) Sea f(z,t) una funcién de clase C! tal que —— = g Supongamos que f(z,0) > 0, Vz.

Jx 0Ot
Pruebe que f(z,t) >0, V(z,1).
b) Suponga que la funcién u : R™ — R satisface la ecuacién diferencial:

Au=1 Vz e RN

Pruebe que u no puede tener un maximo local.



Pregunta 9. Conservacién de la energia. Considere una onda ondulante cuyo desplazamiento
estd regido por una funcién v : R x Ry — R, de clase C*(R x Ry ) y que satisface la ecuacién

1 0%u 0%u
cj@(%t) = @(x’t%
donde ¢ = 7/p. Ademés, las derivadas %;‘ y g—; son L-perédicas! en la variable z. La ecuacién

anterior que rige el movimiento de la cuerda esta sujeta a las condiciones iniciales
u(x,0) = f(x) para todo z € R,
ou
E(m, 0) = g(z); para todo z € R,

donde f es de clase C1(R) y g es continua en (0,00). La energia del sistema ondulante en funcién

del tiempo es igual a
L 2 L 2
_0 [T (o T[T (om
E(t)—2/0 <at(m,t)) dm+2/0 (ax(m,t)) da.

Muestre que la energia del sistema es constante en el tiempo, y concluya que este valor es igual a
L L
T
B/ g(x)*dx + 7/ f(x)%da.
2 Jo 2 Jo

Pregunta 10.

a) Consideremos el problema de valor inicial para la ecuacidn de transporte no-homogénea con
coeficientes constantes, dada por:

(1) %(x,t) + (b, Vu(z,t)) = f(z,t) para todo (z,t) € R" x (0,00),

(2) u(z,0) = g(x) para todo z € R",
donde b € R™ es constante y las funciones f : R"x[0,00) = Ry g : R™ — R son conocidas.
Ademss, f es de clase C'(R" x (0,00)) y g es de clase C!(R"). La funcién u : R" x [0, 00) — R

es la incognita, donde entendemos el gradiente considerado solo en las variables espaciales,
es decir, Vu = V.

Para resolver este problema, dado (z,t) € R™ x [0,00) fijo, proponemos que considere la
funcién real dada por
2(8) :=u(x + sb, t + s).
Pruebe que 2/(s) = f(x + sb,t + s) y deduzca con esto que:

¢
u(z,t) = gz — tb) + / flz+ (s—1t)b,s)ds,
0
resuelve el problema dado por (1) y (2).

ta
Indicacion: Recuerde que para una funcion h diferenciable se tiene h(ts) — h(t1) = / R (s)ds.
t1
b) Aplicacién: Formula de D’Alembert para la ecuacién de onda unidimensional

Consideremos ahora el problema de valor inicial para la ecuacion de onda en la recta; es
decir, desde ahora n = 1, dado por

0%u 0%u
(3) W(x,t) - @(x,t) =0 para todo (z,t) € R x (0, 00),
(4) u(z,0) = g(x) para todo x € R,
ou

E(I’ 0) = h(z) paratodo x € R,

1Una funcién h es L-periédica si h(z + L) = h(z) para todo z € R.



donde las funciones g, h : R — R son conocidas.
b.1) Muestre que si u es de clase C%(R?), entonces

u_ (0 ON[(D_ 0
o2 o222 \ot ox) [\t ox)"]
0 0 .
Defina v = [ — — — | u y suponga que u satisface (3). Muestre, usando la parte (a),

ot Ox
que

v(z,t) = v(x —t,0).
Indicacion: Pruebe que v resuelve problema dado por (1) y (2) para una eleccion ade-

cuada de b, f y la condicion inicial g.
b.2) Usando la igualdad mostrada en la parte 1) muestre que

1 T+t
wat) =3 [ om0y + (e +1.0)

Finalmente, imponiendo las condiciones iniciales en ¢ = 0, muestre que para todo x € R
y para todo t > 0, se tiene que

x+t
u ) = 3 la+O+ola—0)+3 [ hw)d

la cual se conoce como la férmula de D’Alembert.

Pregunta 11. Consideremos la siguiente ecuacién en derivadas parciales:

of | of _

Aqui, la incégnita es una funcién f: Q C R? — R.

0

a) Determine todas las funciones de clase C1(Q2) con Q = {(z,y) € R? : x # 0}, para ello
utilice las coordenadas u(z,y) = z,v(z,y) = y/x y reescriba la ecuacién original.

b) De las soluciones encontradas en la parte anterior, determine ahora aquellas de clase C?(£2)
tales que satisfacen ademaés:

Ff L Pf oy

oz " oy? a8
Pregunta 12. Sea g : R — R una funcién continua y A : R — R una primitiva de g (es decir,
K (xz) = g(x) para todo = € R).

a) Determine todas las funciones f : R? — R de clase C'(R?) que resuelvan la ecuacién difer-

encial: of oy
g(y)% 87/:0

considerando las coordenadas u y v tales que z = u + h(v) e y = v
b) Utilice el resultado anterior para resolver la ecuacién

of 2 of
- =L =0
You T (y*+1) 3y
es decir, para determinar todas las funciones de clase C!(R?) que satisfagan la ecuacién

anterior.
Pregunta 13. Consideremos la siguiente transformacién T': (0,00) x (—m,m) x R — R? de coorde-
nadas cilindricas, definida por:
T(r,0,z) = (rcosf,rsind, z)

es decir, dada una tripleta de radio, 4ngulo polar y altura, T entrega el punto (z(r, 6, 2),y(r, 0, ), 2(r, 0, 2))
asociado a estas cantidades.



5

a) Pruebe que, localmente para todo (r, 0, z) € (0,00) x (—m,7) X R, T es invertible con inversa
de clase C'.

b) Considere ahora f : R3\ {(0,0,0)} — R una funcién de clase C? descrita en coordenadas
cartesianas: f = f(z,vy,z). Si consideramos g = f oT tenemos que g es la funcién f descrita
en coordenadas cilindricas. Pruebe que en tal caso:

2 2 2 2 2 2
Awyaf = % D R e 1 PR BTN
x Jy 0z or ror  r200 0z
iDonde estan evaluadas las derivadas parciales en cada caso?. A la expresién de la izquierda
se le conoce como ‘Laplaciano en coordenadas cartesianas’, y a la de la derecha ‘Laplaciano
en coordenadas cilindricas’.

Pregunta 14. Consideremos ahora la transformaciéon T : (0,00) X [—7,7) x [0, 7] — R? de coorde-
nadas esféricas, definida por:

T(r,0,0) = (rcosfsinp, rsinfsin @, r cos @)
es decir, dada una tripleta de radio, 4ngulo polar y dngulo zenital, T entrega el punto (x(r, 8, p), y(r, 0, ), z(r, 0, ¢))
asociado a estas cantidades.

a) Pruebe que, localmente para todo (r,0,¢) € (0,00) X [—m,7) x [0,7], T es invertible con
inversa de clase C*.

b) Considere ahora f : R3\ {(0,0,0)} — R una funcién de clase C? descrita en coordenadas
cartesianas: f = f(x,y,2). Si consideramos g = foT tenemos que g es la funcién f descrita
en coordenadas esféricas. Pruebe que en tal caso:

02f 0%f O%f 10%(r-g) 1 0% 1 0
Agynf =5 +—5+=-—5=- — 4+ ———— |sinp== | = A,
(@) f 922 9y | 922 r or2 + 2 sin2 0062 " r2sinp 0y Sm@&p (r,0,0)9
iDénde estéan evaluadas las derivadas parciales en cada caso?. A la expresién de la derecha
se le conoce como ‘Laplaciano en coordenadas esféricas’.

Pregunta 15. Sea g : R® — R"™ una funcién diferenciable en todo R™ tal que existe A € (0,1)
para el cual ||[Dg(z)||r < X para todo x € R™.2 Consideremos la funcién f : R® — R™ definida por
f(x) =2+ g(x). El objetivo de esta pregunta es demostrar que esta funcién es biyectiva. Para ello,
proceda como sigue:
a) Pruebe que para todo z,y € R", se tiene || f(x) — f(y)|l2 > (1 — A)||z — y||2. Deduzca que f
es inyectiva y que
lim |[f(z)2 = 4o0.

zll2—00
b) Verifique que f es diferenciable en todo R y pruebe que (Df(z)h,h) > (1 — \)||h||% para
todo z,h € R".
Indicacion: Recuerde la desigualdad de Cauchy-Schwartz.
c) Sea y € R™. Considere la funcién u : R™ — R tal que u(z) = || f(z) — y||3. Pruebe que u es
diferenciable en todo R™ y encuentre el valor de Vu(z) en términos de D f(x).
d) Pruebe que existe un gy € R™ tal que mingegn u(z) = u(xg).
Indicacion: Recuerde el teorema de existencia de un dptimo para funciones coercivas.
e) Muestre que f(z¢) =y y concluya el resultado.

Pregunta 16. Consideremos la aplicacién f : R? — R? dada por:

f(a,y) = (e” cos(y), e” sin(y))
a) Muestre que f es de clase C*(R?).

n n
2Para una matriz A = (aij), se define ||A||p = Z Za?j y para todo = € R™ se tiene que ||Az|2 < [|A||p|lz||2.

i=1j=1




b) Muestre que f es sobreyectiva de R? en R? \ {(0,0)}.

¢) Dado (z0,0) € R?, muestre que f es localmente invertible en torno a (,%), con inversa
de clase C! .

d) ;Es f globalmente invertible?.

Pregunta 17. Muestre que existe r > 0 tal que para todo (a,b) € R? verificando |a| + |b] < 7, el
sistema de ecuaciones

2z + 3y + 522y =a
r—y+sin(zby3) =b

admite solucién (z,y) € R2.

Pregunta 18.

a) Considere la aplicacién f : R? — R? dada por f(z,y) = (z+acos(y),y+bsin(x)). Determine
una condicién sobre los reales a, b para que f sea invertible localmente con inversa de clase
C! para cada (r9,%0) € R?.

b) Considere ahora la aplicacién g : R? — R? dada por

™
+ 2 . o . O
o) T+ x sm<x> sTac;é
0 siz=0

Muestre que g es diferenciable en todo R? y que ¢’(0) # 0, pero que sin embargo g no es
inyectiva en ningun abierto que contenga a 0. ;Qué puede concluir sobre g en z = 07

Pregunta 19. Considere la funcién f(z1,x2) = sin(z1 + x2) + €®2.
a) Muestre que f es de clase C? y determine su polinomio de Taylor de segundo orden en torno
al punto (0, —7/2).
b) Muestre que f es de clase C? y que para todo (x1,x2) € B((0,—7/2),1) se tiene:
10s 00 f (1, 22)] <1+ €772, Vi, k € {1,2}
¢) Determine un conjunto donde:

|f(z1,22) — TF(z1, 22)| < 8(1 + €' 7™/%)/6000

Pregunta 20.

a) Considere la funcién f(z,y) = sin®(z +y) + 22y
a.1) Encuentre el Polinomio de Taylor de orden 2 en torno al punto (1, —1)
a.2) Pruebe que:

|f(1+ h1, =1+ hg) — Pa(ha, ho)| < 8][R]?
b) Considere ahora la funcién de 3 variables:
f(z,y,2) = 22y*2 + 3zy?z — 52%9> 4+ 5232 + (2® + 28)673”2712 cos(zyz)
Encuentre su Polinomio de Taylor de orden 6 en torno al punto (0,0, 0).
Pregunta 21.
a) Considere la funcién f : R? — R dada por:
flz,y) =2t —y* =322 + 3% + 1

Determine los puntos criticos de f y su tipo. En caso de existir (explique), determine el o
los puntos donde la funcién alcanza su minimo global.

b) Sea ahora g(z,y) = 222 — 4wy + y* + 2. Encuentre sus puntos criticos y clasifiquelos. De-
termine si existe un punto minimo global de esta funcién, y de ser el caso, encuéntrelo.



Pregunta 22. Considere la funcién F : R? — R dada por:
F(z,y) = aye ™ V"
a) Encuentre los puntos criticos de F' y caractericelos.

b) Demuestre que
lim F(z,y)=0

[l ()| —o00
Deduzca con esto que F' posee maximos y minimos globales, indique quienes son.

Pregunta 23. En este problema probaremos un resultado conocido como Teorema de la Envol-
vente. Permite medir como varia el valor de un problema de optimziaciéon en el éptimo de acuerdo
a algin otro parametro.

Para todo y € R, considere el problema de optimizacién dado por mingcg f(z,y), donde f es una
funcién de clase C!(R?), y asuma que este problema posee una tinica solucién éptima, que denotamos
por z*(y). Luego, consideremos la funcién V : R — R tal que

Viy) = f(=" (), y).

Probaremos que para todo y € R,
0 Vi) = 5 ).
Para ello siga los siguientes pasos:

(1) Pruebe que para todo y € R, %(I*(y),y) =0.

(2) Derive V parcialmente en y con regla de la cadena y usando la parte (a) concluya la igualdad

en (6). Observacion: Puede asumir que z* : R — R es una funcién derivable.
(3) Aplique el resultado sobre la funcién f(x,y) = 222 + 3yx + y? para probar que

Vi) =7



