Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Universidad de Chile

. r f Ingemerla Matematica

MA1101-4 Introducién al Algebra.
Profesor: Sebastian Donoso.
Auxiliar: Benjamin Jauregui.

Fecha: 20 de mayo de 2019.

Auxiliar recupera

P1.- Sea f: (0,00) — R una funciéon que satisface las siguientes propiedades:

Va,y € (0,00), f(z-y) = f(x) + f(v), y f(3) = —f(@)

a) Pruebe que f(1) =0y que f(3) = f(z) — f(y),V2,y € (0,00).

Para ver que f(1) = 0 primero tenemos que 1 = 1-1, luego usando la propiedad del producto definida
en el enunciado se tiene que f(1) = f(1-1) = f(1) + f(1).

Asi f(1) = 2f(1) y restando f(1) a ambos lados de la igualdad se tiene que 0 = f(1).
Para ver que f() = f(z) — f(y) tenemos que

f <x> =f (ac . 1) Usando prop. de la multiplicacién
Yy Y
=flx)+ f <1) usando prop. del inverso
Y
f(x) = f(y)

b) Demuestre, usando induccion, que Z f(k) = f(n!), ¥n > 1.
k=1

’ Demostracion

1
o Caso base: Para n =1 se tiene que Zf(k) = f(1) = f(1!).
k=1

o Paso inductivo. Supongamos que In > 1 tal que Z f(k) = f(nh).

k=1
n+1
PDQ: Zf F((n+1)).
En efecto
n+1 n
Z = Z )+ f(n+1) Usando Hipétesis inductiva
k=1 =1
=f(n)+ fin+1) Usando propiedad de la multiplicaciéon
=f(n!-(n+1))
f((n+1)})

¢) Demuestre, sin usar induccién (i.e. con sumas conocidas), que:

- 1
I;kf <1+k> =m+1)f(n+1)—f((n+1))

Demostracion ‘
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; kf (1 + ;) = ,; kf (T) Usando prop. del producto
= Z E(f(k+1)— f(k)) Distribuyendo
k=1
=> kf(k+1) = kf(k) Sumando f(k +1) — f(k+ 1)
k=1
=Y k+1f(k+1)—kf(k)— f(k+1) Distribuyendo las sumas
k=1

= i(k’ + 1) f(k+1)—kf(k) — i f(k4+1) 1ra suma usamos telescopica

k=1 k=1
=n+1)f(n+1)—1-f(1)— z”: fE+1) cambio variable j=k+1
o
=n+1)fn+1)—1-f(1)— Z & Suma conocida de parte b)
=2
=n+1)fn+1)=1-f(1)—= f((n+1)) Usando que f(1) =0

=n+1)f(n+1)— f((n+ 1)}

n

En donde en la penultima igualdad se us6 que como £(1)=0 entonces Z fG) = Z .
j=1 =2

P2.- Sea E # ¢ y A # ¢ un subconjunto fijo de E. Se define en P(FE) la relacion Q) por:
XQY <= A\X =AY

i) Demuestre que € es una relaciéon de equivalencia.

’ Demostracién ‘

o Refleja: Sea X € P(FE), entonces es directo que A\X = A\ X po lo tanto XQX.

o Transitiva: Sea X,Y,Z € P(E) tal que XQY e YQZ. PDQ: XQZ.
Como XQY entonces A\X = A\Y (1)
Como YQZ entonces A\Y = A\Z (2)
Juntando (1) y (2) se tiene que A\X = A\Y = A\Z, luego por transitividad de la igualdad de
conjuntos se tiene que A\X = A\Z y por lo tanto XQZ.

o Simetria: Sea X,Y € P(F) tal que XQY. Entonces A\X = A\Y.
Notamos que la definicion de YQX es la misma que la de XQY por lo tanto si XY, entonces
se tiene que YQX (en este caso el argumento es corto ya que la definicién de ambas relaciones,
XQY e YQX, es exactamente la misma).

ii) Demuestre que
P(E)\Q = {[X]a|X € P(A)}

Indicacién: Puede serle util demostrar que A\B = A\(AN B).

’ Demostracion ‘

Para fijar ideas, por definicién el conjunto cociente de esta relacién se define como P(E)/Q =
{[X]alX € P(E)}, luego lo que debemos probar es que el conjunto cociente se reduce a las cla-
ses de equivalencia de los subconjuntos de A, y no de E (recordar que A C E). Procediendo por doble
inclusion.

Sea [X]q € {[X]a|X € P(A)}. Luego, X C Ay A C E, por lo tanto X C E y es una clase de
equivalencia de 2, entonces [X]q € P(E)/. (también es valido si se argumenta que por definicion
va que {[X]q|X € P(A)} es un subconjunto de clases de equivalencia).

Para probar que cualquier clase de equivalencia esta contenida en {[X]q|X € P(A)}, una forma
es probar que cualquier elemento X C F esta relacionado con algin conjunto Y contenido en A, ya
que si estan relacionados, sus clases de equivalencia son iguales y asi todas las clases de equivalencia
estan dadas por las clases de los subconjuntos de A.
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Para probar que todo conjunto X C E esta relacionado con algin subconjunto de A, siguiendo la
indicacion consideremos el conjunto X N A que es subconjunto de A. Ademaés este conjunto cumple
que

AA(ANX)=AN(XNA)*
=AN(X°U A9
=(ANX)U (AN A°)
=(ANX)U¢
=ANXe°
= A\X
Es decir, A\(AN X) = A\X). Es decir, cualquier subconjunto X de E esta relacionado con un un

subconjunto de A y asi [X]q = [X N A]q y por lo tanto todas las clases de equivalencia se puede
describir por las clases de los subconjuntos de A.



