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P1. [Igualdad por coordenada]
Sean p, q € R[z] tales que:

px) = Q2+f)+(e+ fHla+(a—dz*+ (2a+c)z® + (a+ bz’
glz) = 3+ (f+2)x+(a+b+ct+d)a®+ (b+c+ 1)zt + bad

Determine los valores de a, b, c,d, e, f € R tales que p = ¢. Escriba el polinomio resultante.

Solucién 1. Recordando que dos polinomios son iguales si y sélo si sus coeficientes son iguales, vemos que:

2+f = 3
e+f = f+2

0 = a+b+c+d
a—d = b+4+c+1
2a+c = b
a+b = 0

Tenemos 6 incognitas y 6 ecuaciones, resolviendo el sistema obtenemos:
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P2. [Propiedad Importante]

Sea p un polinomio con coeficientes reales tal que p # 0 tal que 4, 1,2, 3 son raices de p. De el grado minimo del
polinomio y suponiendo que p es del grado minimo y ménico encuentrelo.

Solucién 2. Notemos que como i es raiz entonces i = —i también lo es. Por ende el polinomio tiene por lo

menos 5 raices (i,—i,1,2,3) y por tanto el grado de p debe ser mayor a 5. Como el polinomio debe tener lo
anterior como raices, tenemos que:

p(z) = (z —i)(z+i)(z—1)(z —2)(x —3) =2° — 627 + 122% — 1222 + 112 — 6

Satisface lo pedido.




Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas Universidad de Chile

P3. [Factorizacién en R y C]

a) Factorice en R y en C el polinomio p(z) = 2* + 323 — 1222 — 13z — 15
b) Considere el polinomio p(z) = 27 + 22° — % + 23 — 222 — 1. Se sabe que i es raiz de p(z) de multiplicidad
2. Encuentre todas las raices y factorice p(z) en R[z] y C|z]
¢) Se sabe que el polinomio
p(z) =22 — (54+60)22 +9iz —3i + 1

admite una raiz real a (es decir, a € R). Determine todas las raices de p(z)

Solucion 3.

a) Por el teorema de la raiz racional sabemos que sir = ¢ € Q es una raiz entonces a| — 15 y b|1, luego
las posibles raices racionales son:

{#1,+3,+5,+15}
Veamos si encontramos alguna:
p(1) (1)* +3(1)% —12(1)* — 13(1) — 15 = —36
p(=1) = (=D*+3(-1)>-12(-1)2-13(-1) — 15 = —16
p(3) = (3)*+3(3)°%-12(3)2-133)—15=0
(

Es decir 3 es raiz, luego (x — 3)|p(x). Dividiendo polinomios:

— 1)4

( 2*+32°-122>-132-15): (x—3) =2® + 622 + 62+ 5

—z* 4 323
63 — 1222
— 623 + 1822
622 — 13z
— 622 4 18z
5 — 15
— 5z +15

0

Nuevamente por el teorema de la raiz racional las raices racionales del polinomio resultante x> + 622 +
6x + 5, pueden ser:

{£1, 45}

Ademds sabemos que £1 no pueden ser raices pues ya las probamos y no eran raices de p, probemos las
que faltan:

L)
—~
Tt
~
|

(5)% +6(5)> + 6(5) + 5 = 310
9(=5) = (=5)>+6(=5)*+6(=5)+5=0

FEs decir —5 es raiz, dividiendo polinomios:

( a®+62>+6x+5): (z+5)=a+z+1

— a3 — b2
2% + 6z
—z2 -5z
T+5
o )
0

Para factorizar el polinomio resultante x> +x+1, ocuparemos la formula cuadrdtica, de donde obtenemos

que:
1+ +/1—4 N NES
el 2 Vo,
2

1,2 =
’ 2

1
2
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b)

Estamos listos para entregar la factorizacion de nuestro polinomio original. En R:

p(z) = (z —3)(z +5)(a* +x+1)

p(z) = (z — 3)(z +5) (x+;—‘fz) (x+;+*fz)

y en C:

Notemos que hay 7 raices en total (pueden repetirse, es decir, pueden tener multiplicidad). Notar ademds
que si i es raiz de multiplicidad 2, entonces (x — i)(x — i) divide a p y como p € R[z| se tiene que el
conjugado de estas raices tambien son raices. Entonces como i es raiz doble (es decir, de multiplicidad
2) se tendrd que i = —i es raiz doble tambien. Por lo que tenemos 4 raices, faltan 3, para esto notemos
que el polinomio (x —i)(x —i)(z+i)(x +1i) = (2> + 1) (2?2 + 1) = (2% +1)? = 2* + 222 + 1 divide a p(z).
Entonces

( x7+2x5—x4—|—x3—2x2—1):(x4—|—2x2+1):x3—1
—x’ — 2z — 3
— gt — 222 -1
xt +222+1
0

= e’ 225 —at et — 227 — 1= (2 + 227+ 1) (2% - 1)
Por lo que las raices que faltan son las raices de (3 —1). De donde planteamos la igualdad

P-1=0 < 22=1

Dado lo anterior, x debe ser una raiz cubica de la unidad, es decir, e conk € {0,1,2}.

Finalmente
47

= 274225 —at P — 222 — 1= (2 +22241) - (z—D)(z—eF)(z —e7F)
Por lo que la descomposicion en los complejos es
(@) = (=)@ + i@~ (e —e¥ )z —e¥)
y en los reales es
p() = (@? + 12z — D)(a? + 2+ 1)
Como a es raiz real, se tiene que p(a) =0, es decir,
pla) = 2a® — (54 6i)a* +9ia —3i+1=0

Notar que aca no podemos usar el teorema de la raiz racional. Sin embargo, como a € R sabemos que
Re(a) = a yIm(a) = 0. Entonces tomando parte real en la igualdad anterior se tiene que

2063 —5a2+1=0

1
Donde aqui si podemos usar el teorema de la raiz racional, obteniendo que a = 7

Entonces volviendo al polinomio del enunciado, si evaluamos p(%) obtenemos lo siguiente

p(;)2(;>3(5+6i) (;>2+9i(;> —3i+1=0

Por lo que podemos hacer division sintetica o division de polinomios para sequir calculando las raices
Entonces procedemos por division sintetica
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2 5.6 9i “3i+1 | 1/2
1 2-3i  -143
2 J6i -2+6i 0

Donde en la columna 2, el nimero 1 se calculo a partir de 2 % En la columna 3, el valor de —2 — 3i =
(=4 —6i)1 y en la columna 4, el valor —1 + 3i = (—2 + 6i)1.

Finalmente p(z) = 223 — (5 +6i)2% 4+ 9iz — 3i + 1 = (2 — 3)(22% + (=4 — 6i)z + (-2 + 6i))

Por lo que falta encontrar las raices del polinomio 22% + (—4 — 6i)z + (—2 + 6i) en donde usando la
ecuacion cuadratica podemos concluir que z =142 yz=1+1

En conclusion, las raices son %, 1+2iyl+41
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P4. [Encontrar un polinomio]
Sea p(x) € R(x) un polinomio ménico con gr(p) = 3. Se sabe que p(z) es divisible por (z — 1) y que los restos de
sus divisones por (z —2), (x — 3) y (z — 4) son iguales. Determine p(x), justificando sus pasos, y encuentre todas

sus raices.

Solucién 4. Notemos que como (x — 1)|p(z):
p(z) = (z = 1)g(z)
Donde como p es ménico q(x) = z2 + bx + c. Luego:
p(z) = (x — 1) (2 + bx +¢)

Utilizando el teorema del resto, tenemos que p(2) = p(3) = p(4). O de manera equivalente:

p2) = pB3) . 4+2+c = 209+43b+c) _ dbte = -l
p(3) = p(4) 209+3b+c¢) = 3(16+4b+c) 6b+c = —30
Resolviendo el sistema de ecuaciones tenemos que b = —8 y ¢ = 18. Por tanto:

p(z) = (& —1)(2% — 8z + 18) = z° — 922 4 262 — 18

Nos falta encontrar las raices. Es claro que T = 1 es una raiz, para encontrar las otras usaremos la formula
’
para la cuadrdtica sobre 1‘2 — 8z + 18, de donde tenemos que:

+ 6441
w — po=4+iV2, w3=4-—iV2

T2,3 =
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P5. [Correspondencia en Polinomios]
Sea p € C[z].

a) Demuestre que p(z) es sobreyectivo, si y so6lo si gr(p) > 1.
Hint : Puede ser itil el teorema fundamental del dlgebra.

b) El objetivo de esta parte es probar que p(x) es inyectivo, si y sélo si gr(p) = 1.

(i) Demuestre que si gr(p) = 1, entonces p(
(ii) Demuestre que si gr(p) < 1, entonces p(
(iii) Sean > 1, A\,a € C. Definamos ¢ € C[z] como:

T
T

) es inyectivo.
) no es inyectivo.

4(@) = Mz —a)"

Demuestre que g(x) no es inyectivo.
(iv) Concluya la direccién que falta.

Solucioén 5.

a)

] ( — )
Probaremos la contrarreciproca, es decir:

gr(p) <1 = p(x) no es sobreyectiva
Si gr(p) < 1, entonces p(x) = ¢ para algin ¢ € C. Tomemos entonces a # ¢, luego Yx € C

px)=c#a

De donde vemos que p no es sobreyectivo.
] ( P )

Sea b € C, queremos encontrar a € C tal que p(a) = b. Definamos entonces el siquiente polinomio:

f(z)

Como gr(p) > 1, entonces gr(f) > 1. Por el teorema fundamental del dlgebra existe xo tal que

f(zo) = 0. Luego:

f(xo)
p(zo) — b
p(xo)

Tomando a = xy concluimos.

b) (i)

Si gr(p) = 1, entonces p(x) = ax +b con a # 0.

p(z)
ar +b
azr

X

Por tanto p(x) es inyectiva.
(%)
(%)
Yy ur = wy +a, es claro que ug # u1, pero:
AMug — a)™
AMug —a)™

Es decir q(ug) = q(u1) y por tanto q(x) no

Si gr(p) < 1, entonces p(xz) = a. Luego 0 # 1, pero p(0) = p(1), es decir p(z) no es inyectiva.
Comon > 1, sea wg y wy dos raices n-ésimas de la unidad tal que wy # wy. Definamos ug = wo+a

Mwo +a —a)”
AMwy +a—a)”

es inyectiva.

p(z) —b

Sean xz,y € C, tales que p(x) = p(y), luego:

p(y)
ay+b
ay
=y
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(iv) Recapitulando. En la parte (i) probamos que:
gr(p) =1 = p(x) es inyectivo
Nos falta probar la reciproca. Por contrarreciproca probaremos que:
gr(p) #1 = p(x) no es inyectivo

Como el gr(p) # 1, tenemos que gr(p) <1 o gr(p) > 1. Si gr(p) < 1, de donde concluiriamos por la
parte (i1). Asumamos entonces que gr(p) > 1, tenemos dos casos:

» Caso 1: (p tiene solamente una raiz)
Si p tiene solo una raiz, llamemosla a € C , entonces p es de la forma:

p(r) = Az —a)"

De donde por la parte (iit), tenemos que p(x) no es inyectiva.
» Caso 2: (p tiene al menos dos raices)

Si p tiene al menos dos raices, llamemoslas a,b € C. Entonces p(a) = p(b) = 0, de donde
concluimos que p(xz) no es inyectiva.

Como de cualquier manera p(x) no es inyectiva, concluimos.




