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[Igualdad por coordenada]
Sean p, q € R[z] tales que:

px) = Q2+f)+(e+ fHla+(a—dz*+ (2a+c)z® + (a+ bz’
glz) = 3+ (f+2)x+(a+b+ct+d)a®+ (b+c+ 1)zt + bad

Determine los valores de a, b, c,d, e, f € R tales que p = ¢. Escriba el polinomio resultante.

[Propiedad Importante]

Sea p un polinomio con coeficientes reales tal que p # 0 tal que 4,1, 2,3 son raices de p. De el grado minimo del
polinomio y suponiendo que p es del grado minimo y ménico encuentrelo.

[Factorizacién en R y C]

a) Factorice en R y en C el polinomio p(x) = z* + 32% — 1222 — 132 — 15
b) Considere el polinomio p(z) = 27 + 22° — % + 23 — 222 — 1. Se sabe que i es raiz de p(z) de multiplicidad
2. Encuentre todas las raices y factorice p(z) en Rlz] y C|z]

¢) Se sabe que el polinomio
p(z) =223 — (54 6i)22 + 9iz — 3i + 1

admite una raiz real a (es decir, a € R). Determine todas las raices de p(z)

[Encontrar un polinomio]

Sea p(x) € R(x) un polinomio ménico con gr(p) = 3. Se sabe que p(z) es divisible por (z — 1) y que los restos de
sus divisones por (z —2), (x — 3) y (z — 4) son iguales. Determine p(x), justificando sus pasos, y encuentre todas
sus raices.

[Correspondencia en Polinomios]
Sea p € C[z].

a) Demuestre que p(z) es sobreyectivo, si y solo si gr(p) > 1.
Hint : Puede ser 1til el teorema fundamental del dlgebra.
b) El objetivo de esta parte es probar que p(x) es inyectivo, si y sélo si gr(p) = 1.

(i) Demuestre que si gr(p) = 1, entonces p(z) es inyectivo.

(z
(ii) Demuestre que si gr(p) < 1, entonces p(z) no es inyectivo.
]

(iii) Sean > 1, A\,a € C. Definamos ¢ € C[z] como:

Demuestre que g(x) no es inyectivo.
(iv) Concluya la direccién que falta.
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Si e = €', entonces existe algtin k € Z tal que
0 =+ 2km.

Sea z € Cy n > 2. Diremos que z es una raiz n-ésima

de la unidad si 2" = 1.

Las raices n-ésimas de la unidad son de la forma e*

con k € {0,...,n—1}.

Sea z,w € Cy n > 2. Diremos que z es una raiz
n-ésima de w si w" = 1.

Las rasiJ(r:ze]? n-ésimas de z = re’® € C son de la forma
-

Yre'—n  conk€{0,...,n—1}.
Sea n > 2. La suma de las n raices n-ésimas de la
unidad vale 0.

Consideraremos a (K, +,-) como el cuerpo R o C. Un
polinomio es una funcién p : K — K de la forma:

n

p(r) = Zakxk =ao+aiz+...+anz"
k=0

donde ag, a1, ... ,a, son constantes en K a las que lla-
maremos coeficientes.

Al conjunto de polinomios con coeficientes en K se le
denota K[z].

Sean p, ¢ € K[z].
p =¢q <= Los coeficientes de p y g son iguales.

Sea p € K[z]. Definimos gr(p) (el grado) como el k
més grande tal que ar # 0. Si p = 0, diremos que
gr(p) = —oo.

Diremos que p € K[z] es ménico si el coeficiente aso-
ciado a 8P es 1.

Sea p(z) = > awz® y q(z) = Y bea® definimos:
k=0 k=0

L (p+ (@) = 3 (an + b

Estas operaciones verifican:

L. gr(p+¢q) < méax{gr(p),gr(q)}-

2. gr(pq) = gr(p) + gr(q)-

(K[z], +,-) es un anillo conmutativo con unidad, que
no posee divisores del 0.

En (K[z],+, "), los inicos elementos con inverso para -
son los polinomios de grado 0.

Sean p,d € K[z] con d # 0. Entonces existe un tnico
par q,r € K[z] tal que:

1. p=qd+r.

2. gr(r) < gr(d).
A r lo llamaremos resto. Si v = 0, diremos que d divide
a p y lo denotaremos por d|p.

Teorema del Resto: Sea p € K[z] y ¢ € K. El resto
de dividir p por el polinomio (z — ¢) es p(c).
Diremos que ¢ € K es una raiz de p € K[z] si p(c) = 0.

Si ci1,c2,...,ck son raices distintas de p, entonces:
(x—c1)(@—c2)...(x = ck)lp(x)

Sea n > 1. Si p € K[z] es tal que gr(p) = n, entonces
p posee a lo mas n raices distintas.

Sean > 1yp,q € K[z] tales que gr(p) < ny gr(q) < n.
Si p y q coinciden en n 4 1 puntos distintos, entonces
son iguales.

Teorema Fundamental del Algebra:
Sea p € C[z] tal que gr(p) = n > 1. Entonces p posee
al menos una raiz en C.

Sea p € Clz] tal que gr(p) = n > 1. Entonces existen
a,C1,...cm €ECyli, -l €N tales que:

p(z) =alz—c) ... (z —cm)™
Sea p € C[z] con coeficientes en R y sea z € C una raiz
de p. Entonces Zz es una raiz de p.

Sea p € R[z], tal que gr(p) = n > 1. Entonces existen
valores «, c1,... ,Cm,a1,b1,... ,as,bs € R tales que:
p=az—c)...(z—cn)(@*+arz+b1) ... (z°+asz+bs)

Teorema de la Raiz Racional: Sea p € R[z], con
coeficientes en Z. Si r y s son primos relativos tal que
< es una raiz de p, entonces:

rlao A slan

Sea p € R[z] ménico con coeficientes en Z. Entonces
toda raiz racional de p es entera y divide a ao.

El algoritmo de Ruffini permite dividir un polinomio
p por T — c.




